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Exercice 1 (Mines 2023)

Soit f: R — R% continue.
1

1
Donner un équivalent de A, = / f (") dte.
1

Correction

La suite ne pose pas de probléme de définition : intégrale sur un segment d’une fonction continue
sur ce segment.

On fait le changement de variable ¢ = 3'/™.

1 [bn 1\"
A, = —/ Fy)y'/" 1 dy avec by, = (1 + ) .
nJi n

n n—-+4oo n n n—-+oo

1 1 1 1
bn:exp<nln<1+>> E— ecarnln(l—l—)wnzldoncnln<1+> —1
n

Vn>1In(b,) =nln <1 + > < 1 : faire I’étude de la fonction z — In (1 4+ x) — = pour justifier
n

Iinégalité stricte (ou concavité stricte de In)
Vn e N* b, < e.
[1; +oo[— R
Pour tout n € N*, soit f,, { y — f(y)y*/" ' siy < b,
y— 0siy>b,
e Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur [1;+o0].

e Soity < e
b, —— e donc y < b, APCR.
n—+00
_ 1/n—1 M
Donc fn(y) = f(y)y oty
Soit y > e.

YneN" b, <y
Donc fp(y) =0 —— 0.
n—-+oo

[1; +o0[— R
f(y)
Yy

Finalement, la suite de fonction (f,) converge simplement vers g { y —

siy < e

y—0siy>e
e g est continue par morceaux sur [1;+o00].
e Hypothése de domination
Soit n € N*.
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Siy<by,:
1
[fa()] = [f(m)| 4"/ avec y > 1 et ——1<0donc:

)] < [f ()]
Siy>b,:

[fn(y)] =0 < [f(y)]

On peut donc dominer par :
[1;+o00[— R
ey [fy)l sty <e

y—0siy>e
D’apres le théoréme de convergence dominée :

A, / @) g,
n—-+o0o 1 Yy

€
f étant a valeurs strictement positives, / M dy > 0 et finalement :
1Y

1 ref(y)
An [ a

Exercice 2 (Mines 2023)

1 1 n "
PourtoutnGN*,onposeSn:1—|—§—|—---—|—f—lnnetIn:/ <1—8) In (s)ds.
n 0 n

1. Montrer que la suite (S, )nen+ converge. On note v sa limite.

2. Montrer que pour tout n € N* :
1
I, = ln(n)—i—n/ t"In(1—t)dt
0

n+1
3. Montrer que pour tout n € N* :

—/ t"In(1—¢t)dt =
0

4. Montrer que —I,, —— 1.
n——+o0o

n+1k:1k

+oo
5. Montrer que v = —/ e *In (s)ds.
0

Correction
1.

1 1 1

Hivo (1) (2eo(3)
o2)

On en déduit que la série Z Sn+1 — Sy converge absolument donc converge.
D’apres le lien suite série, la suite (S,)nen+ converge.

2. Soit n € N*.
On commence par justifier I'existence de I,,.

Sn+1 - Sn



Révisions 2025 Suites de fonctions

10;n] - R
La fonction f, s\" est continue sur |0;n] et f,(s) ~p In(s) avec In
S <1 - ) In (s)

intégrable sur ]0; n).
Donc f,, est intégrable sur |0;n].

s
On fait ensuite le changement de variable C! strictement décroissant t = 1 — — ou

n
s=n(l—1).

I, = /10t”1n(n(1—t))(—ndt):n/olt”(ln(n)+ln(l—t)) dt

1 1
= nln(n)/ t"dt+n/ t"In (1 —t)dt
0 0

1
_ nilm(n)jun/O 1n (1 —¢)dt
3. On procede a une intégration par parties.

) -1

t)=1t" t) = ————
o=t =S
'U(t) = —1In (1 — t), 'U/(t) = m
u et v sont Ct sur ]0; 1].
Sionpose h=1—1:

D o—u—n = LWL w) = () d tyo(t) — 0 :
u(t) = u( )—n—HN et v(t) = —In(h) Oncu()v()?11 :

I'intégration par parties est justifiée.
De plus u(0)v(0) = 0 donc :

1 1 11_tn+1
—/ (1 —t)dt — / dt
0 n+1Jo 1—1¢

1

k=0
n
Z 1
n+l=k+1
1 n+11
n+l=k
4.
I, = —" ) /lm (1—¢)dt
o= o on  tn
n 1 n+11
— _ 1 _
LR Py
S (i: ln(n)>+ n
- o 2
n+1\/=k (n+1)
. on L
Con4+17" 0 (4 1)2
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D’ou le résultat.
R%* — R .
S
5. Pour tout n € N*, soit f, { s — (1 — > In(s)sis<n
n
s—0sis>n
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur R .
. . . N . RY — R%
e La suite de fonctions ( f,,)nen+ converge simplement sur R* vers la fonction f s
s+ e ®ln(s)
En effet fixons s € R
A partir d’un certain rang (qui dépend de s) :

Fuls) = (1 - Z)nln (s) = In (s) exp (nln (1 - Z))

s —s
nln|{l——) ~poi0cn X — =—5
n n

Donc nln <1 - S) _— 5
n n—-+oo

Donc f,(s) —— f(s)
n—-+00
e La fonction f est continue sur R%}
e [’hypotheése de domination est vérifiée.
Rappelons d’abord que la concavité de la fonction In permet d’écrire :
Vi>—-1In(1+1t)<t
On en déduit :
Wn € N* Vs €]0:n] |fu(s)] = [In (s)] exp <nln (1 _ Z)) < lIn(s)] e
De plus :
Vn e N*Vs >n |fu(s)]=0<|ln(s)] e”*
Donc :
Vn € N*Vs >0 |fu(s)] < p(s) =|In(s)| e*
avec o continue, positive et intégrable sur R :
p(5) ~o [In (3)] et $%p(s) ——

+o0

D’apres le théoréme de convergence dominée, I, — e “In(s)ds et on conclut
n——+00 0

facilement.
Exercice 3 (Mines 2023, 2024)

Soit (fn)nen la suite de fonctions de [0; 1] dans R définie par fo =0 et :

1
Vn € NVz € [0;1] frnt1(x) = fu(z) + 3 (z — fu(z)?)
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fy,)nen.

Correction
On fixe a € [0;1] et on s’intéresse & la suite (de nombres) récurrente définie par ug = 0 et :

Vn € Nupt1 = g(uy,) avec g: x — z + %(a—:rQ)

g est C* sur R et :

VeeRg(z)=1—2x

ce qui permet de dresser le tableau de variations de g.

vz € R g(z) ~ 7 = 1 (a—a?) = 5(/a—)(va+a)
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En particulier g(v/a) = v/a.

Avec le tableau de variations, on en déduit que l'intervalle [0;/a] est stable par g. Donc :

Vn € N u, € [0;/a]

Avec le signe de g(x) — z, on montre alors que la suite (u,) est croissante.

(up,) est croissante et majorée donc (u,) converge. f étant continue sur R, la limite de la suite
(uy) est un point fixe de g compris entre 0 et /a. Cela ne peut étre que +/a.

La suite de fonctions (fy,) converge donc simplement sur [0; 1] vers la fonction /..

2
a— u;

Uni1 —Va = un—va+ —

- <un—¢a>(1—ﬁ§%>

VneNO<u, < a

Donc :
VnENOﬁl—ﬁSl—\/Zlg_ungl_\f
Donc :

VneN\unH—\/as( —{) un — v/al

Donc : N

Vn e N |un—\/5|§\/5<1—\26>

On en déduit :

Vn € NVzx € [0;1] |fn(x)—\/§|§\/§<1—

Soit € > 0.
Vn € NVz € [0;€?] |fulx) — V| < Vo <e

<1—€> — 0 donc :

2 n——+o0o
€ n
dng € N tq Vn > ng (1—2> <e€

On a alors :

vr
2

f)"

Vn > no Va € [ 1] \fn(a;)—\/zg< Jf) g<1—§)nge

Donc :
Vn > no Ve € [0;1] [fo(x) — V| <e

Donc la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0; 1] vers la fonction racine carrée.
Exercice 4 (Centrale MP 2016)

Soit f € CY([1; +oo[, R).
[1;+oo[— R

Si n € N*, on définit f, xHZ(f (x+2) —f(x))

1. Montrer la convergence simple de la suite de fonctions (f},).
2. On se place dans des cas particuliers.
(a) Si f =In, montrer qu’il y a convergence uniforme.

(b) Si f = sin, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
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3. (a) On suppose que f est de classe C? et que la fonction z +— zf”(z) est bornée.
Montrer la convergence uniforme de la suite de fonctions (fy).

x
f(@) ——— [ € R et que la suite de fonctions (f,,) converge unifor-
x€X Tr——+00

mément. Que peut-on dire du comportement de f’ en +oo?

(b) On suppose que

Correction

1. On fixe z € [1; 4o0].

f est de classe C' donc

fl@+1) - f(z) '
e
e 0 done fu(w) —— f'(x)

La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [1; +oo[ vers la fonction f.

2. (a)

Vo > 10 e N |fu(x) — f(z)] =

IN

n indépendant de x

1 1
(140 ) -2
n n
1 1 1 1 1
1n(1+) — —~——=doncn ln(l—i—) ——| —0
n n 2n? n n| n—+oo
Donc (f,,) converge uniformément vers f’ sur [1; +oo].

(b)

Vn € N* sup |fu(x) = f(x)] > |falnm) = f'(n7)]|
> % (sin ((n + 1)7) — sin (n7)) — cos (n)] = 1

Donc la suite (sup | frn(x) — f’(a:)]) ne converge pas vers 0.
z>1

Donc la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f’ sur [1;+o0l.
3. (a)

Vo >1Vn e N* |fu(z) — f(z)] = ’Z (f (x—i—x) —f(x)) — f(x)

Or la fonction x — xf”(x) est bornée donc :
IM eRy tqVe > 1a|f(z)| <M
On en déduit :
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M
Ve>1 |f"(x)] < —
x
Donc :
Vo> 1vne N [ful@) - F@)] < 5 s <M>_”$2M
o " - x2n2x§t§£+1 t ) z2n?x

M
< o indépendant de x et converge vers 0
n

Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f’ sur [1;+oo].
On fixe n € N*.

On en déduit : )
fn($)—>n<1+ l—nl=1
r——+00 n

De plus, la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f’ sur [1;+o0l.

D’apres le théoréme de la double limite, f/(x) T) L.



