Révisions 2025
Séries de fonctions
12 juin 2025
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Exercice 1 (Mines 2024)
40 —r 2 +oo 1 2
Montrer que /0 136_66_:5 dz = % sachant que nz::l 2= %
Correction
re T oo n
VzeR, ——— = ze Y (e®)" car e €] - ;1]
1—e =
+oo +00
_ Z xe—(n—l—l):c _ Z re
n=0 n=1
RY - R
Pour tout n € N, soit f,, {
T xe T

e Pour tout n € N, f, est continue sur R*.
e Pour tout n € N, f, est intégrable sur RY :
—— 0 et 22 —0
Falr) = 0 ot 22 fo () ——
e La série de fonctions de terme général f, converge simplement sur R% et sa somme

re % est continue.

+o0
e La série de terme général / | frn(x)| dz converge :
0

+o0o +oo
/ fn(z)de = / xe "dx
0 0

—ng] T +00 —nx
= [xe ] —/ 1 x ¢ dx
0

-n |, -n
IPP facile & justifier

“+oo
Vn € N* / |fn(2)| dz
0

+oo
1 [too 1[eme
= 7/ e_"zdx:le ]
n Jo n|—-n |,
1
= =

+00
Donc la série de terme général / | frn(x)| dz converge.
0

1
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On peut donc appliquer le théoreme N1 et :

+o00 g e=® +o0 £° 100 rtoo
—dx :/ n(t)dt = / n(x)de
I AIUICLED W AAE

- Y 5= ~
N = n? 6
Exercice 2 (Mines 2023)
Pour tout n € N, on pose I, = b .
14n

1.
2.

3.

Limite L de I,, quand n tend vers 4oo.
Equivalent de I,, — L.

Pin() & (=DF

Montre e =
ntrer qu Tt ,;:1 2
En déduire un développement & trois termes de I,,.

Correction

1.

0;1] = R
Pour tout n € N, soit f, ; 1

1+tn
e Pour tout n € N, f,, est continue sur [0; 1].

0;1] - R
e Lasuite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f { t — 1 sit # 1
1= -

2
e f est continue.

e Hypothése de domination
1
Vn e NVt e [0;1 t)| = <1
n 0:1] 1falt)] = 157 <

avec t — 1 continue, positive et intégrable sur [0;1].

1
D’apres le théoréme de convergence dominée, I, ——— / f(t)ydt=1.
n—-+00 0

Lodt L d¢ 1
vneN" I —L = —1= — [ at
! 1 1 n
0 1+tn 0 1+tn
! 1
- _/ Ly changement de variable C* /‘/\t:ul/n
o 14+un
1 1 yi/n
= _*/ 4 du
nJo u+1l
[0;1] = R
Pour tout n € N*, soit f, ul/m
U >
u+1

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur [0;1].
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0:;1 = R

1
e La suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f ¢ u — siu>0
u
0—0
e f est continue.
e Hypothése de domination
Vn € NVu € [0;1] |fn(u)| = Y1

u+17
avec u — 1 continue, positive et intégrable sur [0; 1].

D’apres le théoreme de convergence dominée,

1 ul/n 1
/0 u+1du = /0 f(u)du =1n(2).
In(t) <X

i > (=1)FtFIn (¢).

k=0

1/n

3. Vt €]0;1]

10;1] - R
t (=1)*F1n (1)
e Pour tout k € N, fj, est continue et intégrable sur |0;1] :

si k € N*, fi est prolongeable en une fonction continue sur [0; 1].

fo = In est intégrable sur ]0; 1]
e La série de fonctions Z fr converge simplement sur ]0; 1] (séparer le cas t = 1).

k>0
+00 10;1] - R

e La fonction In (¢ est continue.
,;]fk t— 1n+(z si t €]0;1]

Pour tout k € N, soit fj {

szeN/l|fk(t)|dt _ —/1tkln(t)dt
0

0
tk—i—l

+1
2

In (t)

1 1
+— / tF dt TPP facile a justifier
k 0 k+1Jo
_ b
(k+1)

1
Donc la série Z/ | fx(t)| dt converge.
k>0""
D’apres le théoreme N1 :

n +oo
/o1 11 —|(-ti e = /01 (Z(—l)ktk In (t)> dt

k=0
Rk ki iy ag - S DR
— ];)( 1) /0 th1 (t)dt—kz:%(k_i_l)z
B -‘rOO(_l)k
= k.Z::l =
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Passons au développement & trois termes :

In (2) In (2) 1/1 ut/m 1 /b de
IL,—(L-— = I,—L =—— d - —
n( n) " +n nou+1u+n01+t

11—/
ey,
nJjo 141
1 1n<1—t1/n>
= 5| ————>d
n< Jo 14+t
10;1] = R
Pour tout n € N*| soit f, n (1 — tl/n)
t— —
14+t

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur ]0; 1].

10;1] = R
e La suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur |0; 1] vers la fonction f —1In(t)

1+t
En effet, si on fixe ¢ €]0;1] :

=) ()

1+t 1+t n n
e La fonction f est continue sur |0;1].

e L’hypothése de domination est vérifiée :
Par les accroissements finis :
V(z,y) e R xR_ | — e¥| < |z — y

puisque :

VieR_ e <1

Donc : In (¢

Vn € N* Vt €]0; 1] | fa(t)] < m < [In (t)]

avec |In| continue, positive et intégrable sur |0; 1]
D’apres le théoreme de convergence dominée :

n? (In_(L_lnf))) — _/01 llniti dt_io(_?;_l

Mais : =
+o0 (_1)k—1 7.[.2 +oo (_1)k—1 +oo 1
k; 26 ; K2 ;; %2
X -2 1X1 a2
- Xy ke n
et finalement : In (2) - .
In=1-— +12n2+0(n2>

Exercice 3 (Centrale 2023)

1. Montrer qu’il existe une et une seule fonction f de R%} dans R telle que :
f@) 5 O

Vo e Ry f(:):)—f(:):—i—l):%
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2. Montrer que f est continue sur R .
+oo

3. Montrer que f est intégrable sur [1; 4+o00[ et donner / f(z)da.
1

Correction

1. On procede par analyse-synthese.
On suppose que f existe.

n—1

Ve e RiVn e N* f(z) — f(z+n) = Z (flx+k)— flx+k+1)) téléscopage
k=0
n—1 1

C NG

k=0
En faisant tendre n vers +oco a x dixé, on obtient :
+o0o 1

Vo € R = —_—
D’ou 'unicité en cas d’existence.

RT - R
Réciproquement pour tout n € N soit f, 1 (qui est bien définie sur
“ (x +n)3
R% en entier).
Soit x > 0 fixé.
fn(T) ~nostoo et tout est positif et la série de terme général % converge. On en déduit
que la série de terme général f,(x) converge.
La série de fonctions Z fn converge donc simplement sur R . Sa somme, notée f dans
la suite, est donc une fonction définie sur RY .

Wz € [1; 400 Vn € N |fu(z)] = ——

1
<
(x+n)3 ~ (n+1)3
d’une série convergente.

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [1; +ool.

indépendant de z et terme général

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [1; +ool.
De plus, pour tout n € N, f,,(z) —— 0 donc f(z) —— 0 (théoréme de la double
T—+00 r—+00

limite).
Enfin :
Va € R - 1) = — - T E—
veR: J@) — fle+]) Z(m—i—n)?’ Z(m+1+n)3
n=0 n=0
- Y ey
B (r+n)3 (r L 1)3
—(x+n)* ‘= (z+n)
1
B
D’ou lexistence.
2. Pour tout n € N, f, est continue sur R .
Soit a > 0. ) )
Va € [a;+oo[Vn € N |fu(2)| = < indépendant de x et terme général

(@+n) = n+ap
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d’une série convergente.
On en déduit que la série de fonctions E fn converge normalement sur [a; 4+00].

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [a; +00[.
On en déduit que f est continue sur [a; +o00].
Comme c’est vrai pour tout a > 0, f est continue sur R .

3. e Pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur [1;+o0].
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [1;+o00[ et sa somme (f) est
continue.

+o00
e La série de terme général / | fr(x)| dz converge.
1

En effet :

+oo

[ Vel

+o0 1 1 1
/1 (x +n)3 dv = [_2(m+n)2
1
2(n+1)2

1

D’apres le théoréeme N1, f est intégrable sur [1; +oo] et :

/1+Oof(x)dx = /1+ooq—§fn(x)dx

+00 4o +oo 1

= z)dx = _
1% 1

= 32
n=1

_

12

Exercice 4 (Centrale 2023)

n

U () et Sp(z) = Z ug(z)
k=0

1 + nx
1. Montrer que Z un (z) converge pour x € [0; 1] et diverge pour x € [1;+o0l.
n>0
+o0
Pour z € [0; 1], on note S(z) = Z Up ().

n=0
2. Montrer que pour tout n € N, la fonction u, est croissante sur [0;1]?
La série de fonctions Z uy, converge-t-elle normalement sur [0; 1] 7

n>0

3. Pour z €]0;1[ et € > 0, on pose N(z,€) = {

In (e(1 —x))
In () J ‘

Pour = €]0; 1], on approche S(z) par Sy z10-3)(7)-

Utiliser Python pour représenter la fonction S sur [0;0,99].

Faire une conjecture sur le comportement de S(z) quand x tend vers 1.

4. Montrer que la fonction S est continue sur [0;1].

5. Démontrer la conjecture de la question 3.
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S(x)
—In(1—2x)
Faites une conjecture sur le comportement de S(z) quand x tend vers 1.

6. Tracer la fonction z sur [0, 5;0,99].

7. Démontrer votre conjecture.

8.7

9. La série de fonctions Z uy, converge-t-elle uniformément sur [0; 1[ 7
n>0

Correction

1. On peut commencer par remarquer que si x € Ry tous les u,(x) sont bien définis.
Sixzel0;1]:
Vn € NO < u,(z) < 2" terme général d’'une série convergente
Donc la série Z up(x) converge.
n>0

wnfl

—— 400 donc la série Z un(x) diverge grossiere-

Pour z > 1, up(z) ~n—too
n n—-+oo >0
n_

ment.

2. Soit n € N.
La fonction u, est de classe C! sur [0;1] et :
nz" 11 +nz) —na® nax" (1 +nz— 1)

Vo € [0;1 up(z) = (1 +nz)? - (1 + nzx)?

Vee[0;1[14nz—x>1—2>0
Donc u), est positive sur [0; 1] et u, est croissante sur [0;1].

On a donc :
VYn € N sup (lup(x)]) = sup (up(z)) = lim (uy(z)) = upy(l) = terme général
xe[o;l[(l (@)]) xe[m[( (2)) = lim (un(z)) (1) o

<1
d’une série divergente.

La série de fonctions Z up, ne converge pas normalement sur [0; 1].
n>0
3. import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def u(n,x):
return x**n/(1+n*x)

def N(x,epsilon):
return int(np.log(epsilon*(1-x))/np.log(x))

def S(x):
if x==0:
return 1.
return sum(u(n,x) for n in range(N(x,10%*-3)+1))

les_x=[0.01*i for i in range(100)]
les_y=[S(x) for x in les_x]
plt.plot(les_x,les_y)
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4.5 A

4.0 A

3.5 1

3.0

2.5 1

2.0

1.5 4

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

On conjecture lim (S(z)) = +o0
r—1
<1
4. e Pour tout n € N, la fonction u,, est continue sur [0; 1[.
e Pour tout a €]0;1[, la série de fonctions »  u, converge uniformément sur [0;a] :

n>0
Soit a €]0; 1].
Vn € N sup (Jup(x)]) = sup (un(x)) = up(a) terme général d’une série conver-
z€[0;a] z€[0;a]

gente.
Donc la série de fonctions Z uy, converge normalement sur [0;al.

n>0
Donc la série de fonctions Z up, converge uniformément sur [0; a).

n>0

On en déduit que la fonction S est continue sur [0;1].

5. S est croissante comme somme de fonctions croissantes donc S(z) —7 l € RU{+o0}.
T—

<1
De plus :

Vo e [0;1] S(z) <1
Mais :
V(n,z) € N x [0;1] Sp(z) < S(z)
Donc :
V(n,z) € N x [0;1] Sp(z) <1
On fixe n et oln fait tendre x vers 1 :
Vn € N,;) ) <l
On fait tendre n vers +o00 : +o00 < [.
6. les_x=[0.01*%i for i in range(50,100)]
les_y=[S(x)/(-np.log(1-x)) for x in les_x]
plt.plot(les_x,les_y)
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2.2 4

2.0 1

1.8 A

1.6

1.4 4

1.2

1.0 A

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

On conjecture lim (S(x)> =1

a—1\ —In (1 —x)

<1

7. Pour déterminer un équivalent de S(z), une méthode fréquente consiste a encadrer S(x)
avec la comparaison série-intégrale.
On peut s’en sortir ici mais c’est techniquement difficile :
On fixe = €]0;1[.
R+ — R

Soit ¢ zt etIn (z)

s =
14+t 14+ tx
Cette fonction est de classe C! et :

In (z)t*(1 + ta) — t”®
(1 + tx)?
t* (In (x)(1 + tz) — x)
(1 + tx)?
< Ocar In(z) <0

vVt € Ry ¢'(t)

Donc la fonction ¢ est décroissante et positive et on peut procéder a une comparaison
série intégrale.

+o00 T +00
1+/1t ¢(t)dt§5(x)§1+—+/1 +<z5(t)(tit
€T (oe)

1+=z
+o0 €T
/ — est bien définie (contrairement a / —dt).
1 tx ( ()) tx
400 +oo pt 1 ftoo tln(z +00 dt
tdt—/ —:——/ dt ‘—/ € R par applica-
/1 #(t) vt ah 0+t eor T h i+ pat app
x
tion du théoréme de convergence dominée (dans sa variante pour les intégrales a para-
metres)
“+o00 xt “+oc0 e*u
/ —dt = / —— du avec le changement de variable C' strictement croissant
1t ~In(z) U
u= —tln(z)
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+oo g 1 1 —u _ 00 ol
Donc / —dt / % +/ eldu—i—/ ¢ du
1 t —In(z) U —In () U 1 U

—Uu

La fonction u — ——— étant prolongeable en une fonction continue sur R, on a :
U

1 U _ 1 1 ,—u __ 1
/ ¢ du / ¢ du
—In(z) U m?% 0 U

+00 o
Donc / ? dt —In(—In(z))+O(1) ~- —In(—1In(x)) qui tend vers +o0.
1

+00 o
—In(z) ~1- 1 — x et ce sont des infiniment petits donc / 7 dt —In(1—2)
+oo ot +o0 !
On en déduit / g dt ~;- —In (1 — z) puis o(t)dt ~- —In(1 —=z)
x 1

1
Finalement S(z) ~1- —In (1 —x)
Une autre méthode est possible :

In(1—x) R

1 — _ bl
v €)0; 1] S(a) + —— Z T nz
4‘2030 n
- 1-y -
= nz(l +nx)
1 z" z" 1 L
Yn € N* VYV € [; 1[ ‘ < indépendant de = et
2 nx(l + nx) nx(l + nx) n (1 n n)
2 2

terme général d’une série convergente.

1
On en déduit que cette série de fonctions converge normalement sur [2; 1[ et que :

In(1— =1 1
- =1- —— =1-1=
S(z) + T z—1 Z n—i—l Z( n—|—1) 0

n
<1 n=1
In(1-—2x)
xT x—1

<1
In(1—2)

x

Mais —oo donc :

S(x) ~— ~—In(l—ux)

1

—_—
z—=1 14+n
<1

Si la série de fonctions Z uy, convergeait uniformément sur [0; 1] alors par le théoréeme
n>0

9. Pour tout n € N, u,(x)

de la double limite, la série de terme général convergerait, ce qui n’est pas.
n

La série de fonctions E uy, ne converge pas uniformément sur [0; 1[.
n>0

Exercice 5 (X 2023)

On considere g(z) = — — Z

n2_x2

10



Révisions 2025 Séries de fonctions

1. Donner le domaine de définition de g et montrer que g est continue sur son domaine de
définition.

2. Montrer que g est 1-périodique.

1
3. Etablir une relation entre g (g), g <x —21_ > et g(z).
4. Montrer :
Vz € R\ Z g(x) = mcotan (7x)
Correction
R—R
1. Soit go 1
o
x
R—R
Pour tout n € N*, soit g, 2r
x
n2 _ 12

Dy C Dy, N ( Q\ﬁ@ﬂ) =R N ( Q\I*(R\{—n;n})> =R\ Z.

Réciproquement si x € R\ Z, toutes les fonctions g, sont définies en z et :
2|z|

|gn<x) ~ T 5

donc la série de terme général g,(x) converge absolument donc converge.

Le domaine de définition est donc R\ Z.

Il s’agit ensuite de montrer que g est continue sur R\ Z = U ks k+1].

kEZ
Cela revient a montrer que g est continue sur chaque intervalle |k; k + 1].
Soit k € Z.
kE+1sik>0
Soit ¢ = max (|k|; |k + 1|) = N _Sl N
—ksik<0

Vo €lk;k+ 1] |z] < cet 22 <2
Ing € N* tq Vn > ng n? > ¢

On a donc :
Vn > ng Vo E]k‘;k‘+1[n2—x2 >n2—c2>0
Donc : 5
c
Vn > ng Vo €]k k + 1[ |gn(z)| < —— indépendant de = et terme général d’une série
n? —c
convergente.
Donc la série de fonctions Z gn converge normalement sur |k; k 4 1].
n>ng
+oo
Comme les g, sont toutes continues sur |k; k + 1], la fonction Z gn €st continue sur
n=ng
kE:k+1].
no—1
La fonction gy + Z gn est continue (il n’y a aucun probléme dans I'application des
n=1

théorémes généraux).
On en déduit que g est continue sur |k; k + 1.

2. La technique de la décomposition en éléments simples donne :
2x 2x an bn,

Vn € N* J(ay, b,) € R? tq Vo € R\ {-n;n} R R CEDICET) :n—x+b g

11
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On multiplie par n —x et on évalueen z =n:a, =1

On multiplie par n + x et on évalue en x = —n : b, = —1
2x 1 1 1 1
Vr € R\ {—n; = — = —
“ W nn}n2—x2 n—xr n+zx <x+n+x—n>
N
Pour tout NV € N*, soit SN:go—Zgn.
=1
N 1
VN e NV =
r€R\Z Sn(z) ZHH
n=—N
N 1 N+1 1
VN e NVx e R\Z Sy(z+1) = Z — = Z
Sy tltn N T T
1 1
= Sn(z) +

En faisant tendre IV vers +oo, on obtient :
Ve e R\ Z gz +1) = g(x)

1
r+ ¢7.

3. Six & Z alors g et

=2
—_

=
—_

1
VNENVxER\ZSN(;C>—I—SN <’3; )

r+1)/24+n

+
n=—N 16/2 Tn n=—N (

=
)

=2
V)

+
~y&r+2n —ox+2n+1

2N+1 1 92
4 rT+n N($)+$—|—2N+l
n=—2N

En faisant tendre IV vers 4+oo, on obtient :

VweR\Zg(ﬁ)—l—g(x;l) = 2¢g(x)

4. Le domaine de définition de h : x — mcotan (mx) est R\ Z.
h est continue sur son domaine de définition, 1-périodique et :

Ve e R\Zh (‘2) +h (mgl) =7 (Zﬁffﬁgi + ﬁé:ﬁgi%)
- (e i)

cos? (mx/2) — sin? (wx/2)

cos (mx) sin (7x)

. C08 (mz)
B sin (7z)

= 2h(x)

La fonction f = g — h est donc définie sur R \ Z et vérifie :

VaseR\Zf(;>+f(x;1> —2f(x).

12
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+o0
On montre facilement que Z gn est continue en 0 (ou elle vaut 0) donc :
(2) = = +o(1) a
g(x)=—+o
hz) = ﬂ_C(‘)S (mx) _ T cos (rx)
sin (mx)  mx sin (7x)
T
114o0(x) 1
= - 7 = 1
x 1+ o(x) x( +ol@))
1
= 4ol
. +0(1)

Donc la fonction f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.
Par périodicité, f est continue sur R.

f est continue et périodique donc :

dzg € R tq Vo € R f(x) < f(z0)

F(R) 41 (22 =2 avee 7 () < flao) et £ (20 ) < flao)

2
Donc f % = f(xo) et on recommence :
Vn €N f(xo) = f <§2>

En faisant tendre n vers 400, on obtient f(z¢) = f(0) =0 : le maximum de f vaut 0.
On raisonne de méme avec le minimum pour prouver que le minimum de f vaut 0.
La fonction f est donc nulle sur R.
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