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Exercice 1 (CCP 2023)

. 5 1
Soit A = <3 3>.
On cherche les matrices M € Ma(C) telles que M? + M = A.
1. Résoudre :
(a) 2 +x=2
(b) 22 +z2=6
2. Déterminer les valeurs propres de A et une base de chaque sous-espace propre.
A est-elle diagonalisable dans Ma(R) ?
3. On suppose dans cette question et dans la suivante que M € My (R) et vérifie
M? + M = A.
(a) Montrer que si X est un vecteur propre de M associé a la valeur propre \ alors X est
vecteur propre de A et A € {—3;—2;1;2}.
(b) Montrer que A et M commutent.
En déduire que tout vecteur propre de A est vecteur propre de M.

4. Montrer par I’absurde que M n’admet que des valeurs propres simples.
M est-elle diagonalisable dans Mo(R) ?

5. Trouver toutes les matrices M € Ms(R) telles que M? + M = A.

Correction
1. (a) On réécrit I'équation : 22+ — 2 = 0.
—1- “1+3
A=9,z2=—=—-"20uzx= + =1
2 2
(a) On réécrit 'équation : 22 + x — 6 = 0.
—-1-5 —1+5

A=25z= 5 =-3oux= 2+ =2

xa = X?—tr(A)X +det(A)=X2-8X +12=(X —4)> - 16+ 12
= (X =42 —4=(X-4-2)(X-4+2) = (X -2)(X—6)

XA est scindé a racines simples sur R donc A est diagonalisable dans Ma(R).

5 =2
“ € Ey(A) «— pry=2o
Y 3z 4+ 3y =2y

— y=-3z
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<_13> est une base de Ea(A).

(a:) € By(A) e {5x+y:6x

3z 4 3y = 6y
= y==zx

G) est une base de Eg(A).

3.(a) MX = )AX donc M?X = M(MX)=M(\X)=AMX = \2X
On en déduit AX = M2X + MX = (N2 +\)X
X étant un vecteur propre de M, X est non nul donc X est un vecteur propre de A
et A2 4+ X est une valeur propre de A.
On en déduit que A2 + X\ = 2 ou 6 puis que A € {—3; —2;1;2}.

(b) AM = (M?+ M)M = M3 + M?

MA=M(M?*+ M) = M3+ M?
A et M commutent.

Soit X un vecteur propre de A pour la valeur propre 2 (le raisonnement est le méme
si X est vecteur propre pour la valeur propre 6).

E5(A) est de dimension 1 donc Fy(A) = RX.

A et M commutent donc Ey(A) est stable par M.

La droite RX est stable par M donc X est vecteur propre de M.

13> et Xo = 1 forment une base de R2.

4. Les colonnes X; = (

Ce sont des vecteurs propres de A donc des vecteurs propres de M.
Par conséquent, M est diagonalisable.

Si M avait une valeur propre double A alors M serait égal & Als et A serait égal a
()\2 + )\)12
Mais A n’est pas une matrice scalaire donc M n’a pas de valeur propre double.
5. En reprenant ce qui précede et en supposant toujours M?+M = A, M = P (%1 )[\) ) p1
2
1 1
-3 1

Réciproquement, si M est de la forme ci-dessus;

2
M24M=A « P<>\1+/\1 0 )P‘1:P<2 O>P—1

avec P =

0 A3+ Ao 0 6
)\% + )\1 0 o 2 0 -1
( 0 X "o 6 car P et P € GL2(R)

)\%+)\1:2
e
)\%4-)\2:6

{)\1 e{-2:1}
Ay € {*3; 2}
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Ilya donc 4 solutions :

S
AAAA
e 1\9
(@]
\/

Exercice 2 (Centrale 2023)

Soit /' un espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit u € L(E) tel que u? = 0.
On note r le rang de u et p =n — 7.

1. Montrer que 2r < n.

1 ..
0 1 0..
0 .
2. On a donc r < p et on note I, = 0 1]eM,(K)
0
o ... ... 0
. . 0 I,
Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est 0 0 .
3. Montrer que C(u) = {v € L(F) tquov =vou} est un espace vectoriel et donner sa
dimension.
Correction

1. u? = 0 donc Im (u) C Ker (u).
On en déduit r = dim (Im (u)) < dim (Ker (u)) =n —r.

Donc 2r <n.
2. Im (u) est de dimension r donc il existe (e, ..., e,) base de Im (u).
Im (u) est inclus dans Ker (u) donc on peut compléter la famille libre (eq,...,e,) et

(e1,...,ep) base de Ker (u).

Pour tout 7 compris entre let et r, on note e,4; un antécédent de e;.

On a au total p + r = n vecteurs.

Pour montrer que la famille (ep,...,e,) est une base de F, il suffit donc de montrer
qu’elle est libre.

On considere donc n scalaires Aq,..., A\, tels que Z Aie; = 0.
i=1

T
Lorsqu’on applique wu, il reste Z Apti€i = 0.

i=1
La famille (eq,...,e;) est libre donc A1 =--- =\, =0.
D
Il reste alors Z Aie; = 0 avec (eq, ... ,ep) libre donc Ay =--- =\, =0.

i=1
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(e1,...,ep) est bien une base de E.
La matrice de u dans cette base a la forme voulue.

3. On démontre facilement que le commutant de u est un sous-espace vectoriel de L(E).

C’est vrai de tout endomorphisme u de E.
La difficulté est ici de trouver la dimension du commutant de u.

Ip77‘

L’intérét de I'introduction de la matrice I, , est que 0 0

est une décomposition en

. . . . . (0 1 N
blocs classique (ce sont les blocs diagonaux qui sont carrés) contrairement a (O OT ) (ou

ce sont les blocs en dehors de la diagonale qui sont carrés).

<A B) (0 IpJ) _ <o AIpJ) o (0 IW> <A B) _ (IWC Ip,TD>
C D)\0O O 0 CIL,, 0 0 ¢ D 0 0o )

C' est une matrice a r lignes et p colonnes.

Elle peut se décomposer en C' = (C’l Cg) avec C1 a 7 lignes et r colonnes et Cy a r
lignes et p — r colonnes.

De méme I, = <Ir

0) avec un bloc de 0 a p — r lignes et r colonnes.

I,,C = 001 002 et CI,, = Cp donc :

I,,C=0et Clp, =0 <= C=0

D est une matrice a r lignes et r colonnes donc I, ,D = (g) D= (ﬁ)

A Ao
Az Ay
As e My, (K) et Ay € M, (K).

A peut se décomposer en A = avec A1 € M,(K), Ay € M, (K),

Al,, = (ﬁ;) donc :

D=A
A3 =0
Le commutant de u est donc de dimension :
p? —r(p—7r)+pr=p>+r?

I,,D = Al,, < {

Exercice 3 (Centrale 2024)
Soit A € GL,(C).

1. Est-ce que B = (61 ﬁ) est diagonalisable ?

2.7
Correction
1. Un examen des premieres puissances de B suggere I’hypothese de récurrence :
k Ak kAR

P(0) est vraie.
On suppose P(k) vraie.
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k k k+1 k+1
Bkl — BBk — (A j) (/é) k/ﬁ) _ <AO (k +A}€¥11 ) donc P(k + 1) est vraie.

On a donc : /
_ [P(A) AP'(A)

VP e C[X] P(B) = ( 0 P(A) )

Supposons B diagonalisable.

Il existe P scindé a racines simples tel que P(B) = 0.

P(A)=0et AP'(A) =0.

Mais A est inversible donc P'(A) = 0.

XA est un polynéme de degré n > 1 donc x4 a au moins une racine A (théoréme de

d’Alembert-Gauss).

P(A) et P'(A) sont nuls donc X est racine de P et de P’ : ¢’est absurde car P est scindé

a racines simples.

Donc B n’est pas diagonalisable.

Autre méthode
VA € C xp(A) =det (Ao, — B) =

Donc Sp(B) = Sp(A).
Soit A € Sp(B) = Sp(A).
A est inversible donc A # 0

Soit X = <X1> cC2n

‘)\In A —A

_ A2
0 )\In—A|_det()\I" A)

Xs

AXq +AXy = 2 X,

X € Ex(B) {AX2 Cx
(A—\)X; = —AX,
X5 € E,\(A)

X — X2
® est bien définie et c’est une application linéaire.
Soit X € Ker ().
Xy = ®(X) = 0 mais on a aussi :
(A — )\In)Xl = —-AXy =0donc X; € E)\(A)
Réciproquement si X; € Ey\(A) alors (A — A,,)X; =0 = —AX, avec X9 =0 € E)\(4).
Donc (X1,0) € Ex(B) et ®((X1,0)) =0
Ker (®) = {(X1,0), X1 € E\(A)} et dim ((Ker (®)) = dim (Ey(A))

Soit ® {E’\(B) —C

Soit Y € Im .
. X1 X
Il existe (X1, X2) € C" x C" tel que X € Ex(B) et ® X =Y
2
OnadoncY = Xo € E\(4 ) I)X) = —-AXs = —AXo = -)\Y

(A
On en déduit ¥V = )\1( I,) 1€Im(A A,)
)

Réciproquement, si Y € E)\( NIm (A — Al,,) alors =AY € Im (A — Al,) et il existe
X1 € C" tel que (A— M) X1 =—-)\Y

at
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X1 X))\ _
<Y eBB et (V)] =Y

Donc Im (®) = Ex(A) NIm (A — A1)
On en déduit par la formule du rang :
dim (E)\(B)) = dim (E)(A)) + dim(Ex(A) NIm (A — \],,))

Supposons B diagonalisable.
2n= Y dim(E\(B)) <2 > dim(E\(4))<2n

AESp(B) AeSp(4)
Donc Z dim(E)(A)) = n et A est diagonalisable
AeSp(A)

Classiquement E)(A) et Im (A — AI,,) sont alors supplémentaires donc :
2n = Z dim(E\(B)) = Z dim(E)\(A)) =n

AESP(B) AESP(A)
C’est absurde donc B n’est pas diagonalisable.

Exercice 4 (Mines 2023)

Soit A € M,,(C) nilpotente d’ordre p.
1. Montrer que p < n.

0 00
2. Soit A=1-2 0 0
0 1 0

Montrer qu’il n’existe pas de matrice B € M3(C) telle que B? = A.

Correction

1. AP = 0 donc le polynéme XP annule A.
A n’a donc qu’'une seule valeur propre complexe possible : 0.
Mais x4 est un polynéme unitaire de degré n donc par d’Alembert-Gauss, x4 = X™.
Par Cayley-Hamilton A™ = 0.
Mais p est le plus petit entier k tel que A¥ = 0 donc p < n.

2. xa = X3 : c’est immédiat puisque A est triangulaire.

Par Cayley-Hamilton, A% = 0.

Supposons qu’il existe B € M,,(C) telle que B? = A.

BY = 43 =0 donc B? = 0.

On en déduit B* = 0.
0 00

Mais B*=A4%2=] 0 0 0| est non nulle : on aboutit & une contradiction.
-2 0 0

Exercice 5 (X 2023)

Soit G une partie de GLy(R) qui contient la matrice I3 et qui est stable par le produit matriciel
et par passage a l'inverse.
On note Vect(G) I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de G.
Montrer que Vect(G) est différent de Ma(R) si, et seulement si, une des deux conditions suivantes
est vérifiée :
(1) Tl existe P € GLy(R) telle que pour toute matrice M de G, PMP~! est triangulaire
supérieure.
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(2) 1l existe P € GLy(R) telle que pour toute matrice M de G, PMP~! est de la forme
a —b
)
Correction
L’examinateur a suggéré de commencer par montrer que ces deux conditions sont suffisantes.
I a également suggéré d’utiliser le produit scalaire sur Mo(R) défini par : (A | B) = tr (ATB).

J’ajoute que l'intérét d’introduire un produit scalaire est que :

Vect(G) = Ma(R) <= Vect(G)* = {0}

On commence donc par supposer que la condition (1) est vérifiée.

0 R . . .
) est orthogonale & toutes les matrices triangulaires

On remarque que la matrice A = ( 10

supérieures.

-1
Soit B = PTA(PT) = pPTA(P~Y)".

VM eG (M|B) = tr(MTB) =t (MTPTA (P_1>T)

= tr ((P—l)TMTPTA> = tr ((PMP—l)TA)

= 0

On en déduit facilement :
VM € Vect(G) (M | B) =0

-1
Mais la matrice B est non nulle car A est non nulle et les matrices P et (PT) sont inversibles.
Donc Vect(G) est différent de Mz (R). En effet Vect(G) est inclus dans ’hyperplan B+,

On suppose ensuite que la propriété (2) est vraie.
1 1 . . —b
La matrice A = 1 -1 est orthogonale & toutes les matrices de la forme Z .

On montre alors comme dans le premier cas que Vect(G) est différent de Mo (R).

Réciproquement, on suppose que Vect(G) est différent de Ms(R).

Il existe donc un hyperplan H qui contient Vect(G).

H*' est une droite et on note A une matrice non nulle de cette droite.
VM € Vect(G) tr (ATM) =0

¥(G1,G) € G2 tr (ATG1Gy) = 0car GiGo € G
= tr (GoATGr) =t <(AG§’)TG1)

Par linéarité, on en déduit :

V(M. Gs) € Vect(G) x G (AGT | M) =0

On a donc, pour tout M € G, AM?T est orthogonal & Vect(G).

Vect(G) est différent de My(R) qui est de dimension 4 et contient I donc la dimension de
Vect(G) vaut 1,2 ou 3.

Si elle vaut 3 alors Vect(G) = H et pour tout M € G, il existe Ay € R tel que AMT = \y,A.
En transposant, on obtient M AT = \;; AT
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La matrice A est non nulle donc la matrice AT est aussi non nulle et :

IX e M5(R) tq Y = ATX £0

Y est un vecteur propre commun & toutes les matrices de G.

Y # 0 donc la famille (Y) est libre et on peut la compléter en (Y, Z) base de My 1(R).

Si on note @ la matrice de passage de la base canonique de Mg ;(R) vers la base (Y, Z) et P
son inverse alors :

VM € G PM P~ est triangulaire supérieure.

Si la dimension de Vect(G) vaut 2 alors Vect(G) a une base de la forme (I, B) avec B € G.

Si xp est scindé sur R alors il existe P € GLy(R) telle que PBP~! = T soit triangulaire
supérieure.

Si M € G alors M est combinaison linéaire de Is et de B : il existe A et u € R tels que
M = X5 + uB.

PMP~! = P(Aly + puT)P~! avec My + uT triangulaire supérieure.

Si xp n’est pas scindé sur R, alors on a vu (mais ce n’est pas un résultat au programme) que B

est semblable & une matrice C' de la forme <Z _ab>.

A+ pa —b

b A+ pa
On montre facilement comme dans le cas précédent que le propriété (2) est vraie.
Reste enfin le cas ou Vect(G) est de dimension 1.
Vect(G) = RIy et en particulier G C Rl
La propriété (1) est vérifiée.

Mo+ pB = ) est également de cette forme.



