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Exercice 1 (CCP 2023)

z 1
Ry ——
(=) 0o V1+t?
1. Montrer que F est bien définie et qu’elle est de classe C' sur R.
2. (a) Montrer que F est impaire et strictement croissante.

(b) Montrer qu'en +o00, F' admet une limite qu’on ne cherchera pas a expliciter.

+o0
_1)n
3. Déterminer les nombres a,, n € N tels que F(z) = nzzo Mﬁ”“
1
4. Exprimer F(z) + F () en fonction de F(1).
x
5 (=1D)"an 4 1
+1
5. Montrer que |F'(z) — 7;) R < s
En dédui la séric 3 1" t explicit io CD™n 4 paide de 7
n déduire que la série ~————— converge et expliciter ~——— alaide de F.
e dn +1 = dn+1
Correction
1
1. La fonction f : x — ———= est définie et continue sur R.

V142t

D’apres le théoréme fondamental de 'analyse, F' est bien définie, est de classe C' sur R
de dérivée f.
Mais en fait F’ = f est de classe C* sur R donc F est de classe C* sur R.
2. (a) La fonction G : z +— F(x) + F(—z) est de classe C* sur R et :
Ve e RG'(z) = F'(z) — F'(—x) = f(z) — f(—x) = 0 car f est paire.
La fonction G est constante.
On en déduit :
Ve e R F(z)+ F(—2) =G(x) =G(0)=F(0)+ F(0)=0+0=0
Donc :
Ve € R F(—z) = —F(z) : F est impaire.
1
/
Ve e R F'(z) = f(x) = \/1+7$4>0

On en déduit que F est strictement croissante sur R.

1
(b) f(z) ~4c00 —5 donc f est intégrable sur R.
x

P oo dt
On en déduit F(zr) ——

zotoo Jo o V14t

1

eR




Révisions 2025 Séries entieres

3.
Vo € R 11+x — (l42) 2= 2 (=1/2)(=3/2) = (=Cn—-1)/2) ,
_ g“”"l X 3n; 2n;<' (2n-1) ,
- Sl
B 2(_1)71(52?)!2"””

On en déduit :

2n)! 4
Vo € ) g
)= \/ V1tat nE:o anl
On peut intégrer terme a terme une série entiere sur son domaine de convergence donc :
400 (Zn)' $4n—i-1
Ve el -1;1] F(z) = -n" -
z €] [ F(z) 2_:( ) (202 4n + 1
n=0
(2n)!
(27n!)?

Vn € Na, =

1
4. La fonction H : x — F(z) + F () est de classe C* sur R et :
T

wem we) = Fo- 5 ()= - 21 (2)

2 x
1 1 1 1
V1428 1'2\/1+1/1‘4_\/1+$4 Vat+1

=0
Donc la fonction H est constante sur R et :
Ve e RY F(z)+ F (i) =2F(1)
F' étant impaire :
Ve e R* F(z)+ F (i) = —2F(1)
5. On fixe z €] — 1; 1].

(Zn) 4n+1 B (271)! x4n+1 ) A
Vne N (=1)" x (— 1)n(2”n')2 il @mPingl est du signe de z (z*" > 0)
4n+1
Donc la série Z )" (én ?)2 Il est alternée.
n!

n>0
1) (2n)! z' | (2n)! Elaia
(22 4n+1)  (2™n!)24n+17
(2n+1)(2n +2)(4n + 1)x4 _ (2n+1)(4n+1)
4(n+1)%2(4n + 3) " (2n+2)(4n + 3)

L (2n)! atntl

< (=1) (27n!)2 4n + 1

(2n)! zpintl

(2"n!)24dn 41 n—+oo

Si on note b, =

on a :

Vbpi1 = 24y, < by

Donc la suite

> est décroissante.
eN

Enfin (—-1)" 0 car on sait déja que la série converge.

2
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D’apres le théoréme sur la convergence de certaines séries alternées :

)4 (—1)7"0, +o0 (2n)! pin+l
VneN |F(z)— S 2L "ngdntl] — (—1)l
nZ::O dn +1 nzpil (2nn!)2 4n+ 1

(D" 2p+2)! s
2+ (p+1)!)° (4p + 5)
I1x2x--x(2p+1)x(2p4+2) |z

2x2x4x4dx---x(2p+2)x(2p+2)4p+5

1
<
— 4dp+5
En faisant tendre z vers 1 (F' est continue en 1 ainsi que la somme finie), on obtient :
P (-1)"a 1
VpeN |F(1) — = ;
P W= 2 T | S prs e
—1)" +o00 —1)"
Donc la série ,IZ;Z) M converge et nz:% M =F(1).

Exercice 2 (CCP 2023)

/2
Pour tout n € N, soit u, = / cos” (t) dt.
0

1. Déterminer lim cos™ ().
n—-+0oo
2. Montrer que u,, — 0.

n—-+0o

3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer :
n+ 2

—u
n—+3
4. Montrer que pour tout n € N, ugpy1 # 0.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E U412
n>0

Vn €N Un+2 =

n

2n+1

+o0o
5. On pose pour tout x €] — 1;1[, g(x) = Z Ugp 122"
n=0

Montrer :
vz €] - 1;1] (2% — 1)g"(x) + 32¢/(z) + g(z) = 0
6. Il restait deux questions ou il fallait trouver des expressions de g dont 1'une avec une
intégrale.
Correction
1. Sit = 0(2m) alors la suite (cos™ (t)),,cy converge vers 1.
Si t = m(27) alors la suite (cos™ (t)),, oy diverge.
Si t # 0(m) alors la suite (cos™ (t)),,cy converge vers 0.
_ [0; F} ~R
2. Pour tout n € N, soit f, 2
t — cos™ (t)

e Pour tout n € N, f,, est continue sur [0; 721
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2
La suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur [0; ;T] vers f <4 L 0 gt > 0

0—1

{0; ”] —R

. s
f est continue par morceaux sur [0; 2]

L’hypothese de domination est vérifiée :
Vn € NVt € {0; g} |fn@®)] <1

T
avec t — 1 continue, positive et intégrable sur {0; 2}

1

Donc u,, —— [ f(t)dt =0
n—+oo  Jo

/2
Vn e Nupio = / cos (t) cos" T (t) dt
0

w/2

= {sin (t) cos™ 1 (t)}o

w/2
_ /0 sin (£)(n + 1)(—sin (#)) cos™ (t) dt

/2

%
— (n+ 1)/0 " sin? (£) cos” (1) dt = (n + 1)/0
= (n+Duy — (n+ Dupto

(1 — cos? (t)) cos™ (t) dt

On conclut facilement.

4. Pour tout n € N, la fonction f, est continue, positive et différente de la fonction nulle
donc :
VYn € Nwu, >0

Soit r > 0.
Vn € N ugp 172"t >0
ZLQn+3T2n+3 . 2n+ 2 2 2

= r r

UQn+1T'2n+1 2n+ 3 n——+o0

Sir < 1 alors 2 < 1 et par la régle de d’Alembert, Z U172 converge.
n>0

Si 7 > 1 alors 72 > 1 et par la régle de d’Alembert, Z Uop 41T
n>0

2n+l Qiverge.

+1

Donc le rayon de convergence de la série entiere Z uQn+1:1:2" vaut 1.

n>0
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d.
va €] = L1 (2% = 1)¢" () + 3xg/(x) + g(x)
+o0 too =
= Z(2n + 1)2nug, 122" — Z(?n + 1)2nugp 12?1 + 3 2(271 + Dugpy 2t
n=1 n=1 n=0
+00
+ Z U122
n=0
+00 oo I
= 2(271 + 1)2nugp 122" — Z(Qn + 3)2(n + Dugpqzz® + Z (3(2n +1) + 1) ugp 22"t
n=0 n=0 n=0
+00 too
= D (@n+3)2n+1) + Dugppra®™ ™ = > 4(n+ 1) %ugp 1™
n=0 n=0
+o0
= Z (4712 +8n+4—4n® —8n — 4) Ugpp1 22Tt
n=0
= 0
6.

N
VN € NVz €] — 1;1[ Y ugnyr2®

n=0
N w/2
= Z x2”+1/ cos?™ L (t) dt
n=>0 0

n/2 [ N
_ / S w2+ cos?H (1) dt
0 n=0

/2 1 — 22N+2 0o2N+2 (¢
= / x cos (t) v €08 ®) dt
0 1 — 22 cos? (t)

w/2 T COoS (t) /2 p2N+3 ogg2N+3 (t)
R L t
o 1—x2cos?(t) 0 1 — 22 cos? (t)

Mais :

VN € NVz €] — 1;1] dt

/W/Q 22N+3 cos2N+3 (1)
0

/2 1
< |x‘2N+3/ . 11
1 — 22 cos? (t) o 1

— 22 cos? (t)

. ) m/2 xcos(t)
En fixant x €]—1; 1] et en faisant tendre N vers +o0, on obtient g(z) = / dt.

o 1—x2cos?(t)

Exercice 3 (CCP 2023)

x| =

n
Pour tout n € N*, on pose H,, = Z
k=1

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z H,z".
n>1
+oo
2. Calculer explicitement Z H,z".
n=1

Correction
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1
1. La fonction x »—> — est décroissante sur R* donc :

k+1 n+1
Vn € N* H, >Z/ de / it In(n+1)

et
nodt
Vn € N* H), <1+Z/ /17:1—1—111(71)

In(n+1) ~In(n )et1+ln( ) ~In(n) donc H,, ~ In(n)
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere Z H,z" est égal au rayon
n>1
de convergence de la série entiere Z In (n)z".
n>1
Soit r > 0.
Vn>2 In(n)r" >0
In(n+1)r"  In(n+1)
In(n)rm  In(n) [
D’apres la regle de d’Alembert :
Sir <1 la série Z In (n)r" converge.
n>1
Sir > 1 la série Z In (n)r" diverge grossierement.
n>1
Donc le rayon de convergence cherché est 1.
De plus les séries Z H,1" et Z H,(—1)" divergent grossiérement.
n>1 n>1

2. Les séries entieres Z " et Z anx” avec ag = 0 et ap = — pour k > 0 ont un rayon de

n>0 n>0 k
convergence égal & 1 donc par produit de Cauchy :

Va 6]—1;1[_11;(_1;@ = <+§:Oanm”> X <+zo:ox”>
n=0 n=0
+o0

S (Z) o

n=0 \k=0
+o0
= ZHnJ:”
n=0
Exercice 4 (CCP 2023)

Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et :
Vn € Nuy1 = (n+ Duy, + (1)
Soit (vp)nen la suite définie par :

Vn e N, = —
n!

1. Calculer vy, v1, vo, v3.
2. (a) Déterminer v,y en fonction de v, et de n.
(b) En déduire que la suite (v,) converge et déterminer sa limite.

3. On note S la somme de la série entiere E vz
n>0

(a) Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
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(b) Déterminer une équation différentielle dont S est solution.
—x

e
4. Soit = .
(a) Développer f en série entiére.
(b) 7
Correction
1. Vo = a =1
ulzuO—lzo,’Ul:O
1
u2:2U1+1:1,U2:§
1
U3:3u2—1:2,v3:§
2. (a)
Un+1 (n+ uy, + (=1)7*!
Vn € N = =
e (n+ 1) (n+ 1)
_up (_1)n+1 B (_1)n+1
ool (DT (n41)!
(b)
nil nil (_1)k+1
VneNv, = wvg+ Vg1 — v = 1+ -—_—
=0 im0 (k1)1
n k k
_ D" _ D
= =y
k=1 k=0
Donc la suite (v,,) converge vers e~
3.(a) (vy) converge vers e~! # 0 donc |v,| ~ e~ L.
On en déduit :
Rey Z v | = Rov Z ex lz" | = 1.
n>0 n>0
(b) Sest C® sur|—1;1] et :
+oo +oo
Vz €] —1;1[ S (z) = Z ot = Z(n + Dvpyr2”
n=1 n=0
“+oo
1 n+1
= > ((n+ Doy, + (),> "
= n!

= z5(x)+ S(z)— e”

—x

S est donc solution sur | — 1;1[ de (1 —z)y —y = —e

= (71)n$n = n
n=0 : n=0
“+o00 n 1 k
- S (5

n=0 \k=0

“+oo
= Z vz
n=0

) z" les deux séries sont absolument convergentes

7
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(b) 7
Exercice 5 (Mines 2023)

+o0 k!

. 2k+1
Etudedef(a?)zz1X3X...x(2k+1)x '
k=0

1. Rayon de convergence
2. Montrer que f est solution sur un certain intervalle de (z% — 2)y’' + zy + 2 = 0.
Expliciter f.
Correction
k!

1. PourtoutkEN,onnoteak:1X3X”_X(2k+1)'

Soit r € RY..
Vk € N apr?*1 > 0
apr?* k41, r2
= T _—
akr%“ 2k + 3 k—+oo 2
2
Si 7 < /2 alors % < 1 et la série de terme général a,r? ! converge.
2
Si 7 > /2 alors % > 1 et la série de terme général a,r? ! diverge.
Donc R = /2.
2. D’apres les propriétés des séries entieres, on a :
Vxe]—\f'\[[(mQ—Q) () + xf(x) +
+oo
= QZ 2k + 1)agz? —22 (2k + )akxzk—i—Za 22 49
k=0 k=0 k=0
+o0o +oo
= Y2k +1)apz® T =23 (2k + aga
k=0 k=1
+o0o +o00o
= Z 2kaj_122F — 2 Z(Qk + Dagz
k=1 k=1
+oo
= 2" (kag—1 — (2k + 1)ay) —2209[;%
k=1
=0
On résout ensuite ’équation différentielle.
Va €] — \[\f[:n —-2<0
ESSM : ¢/ =
1_2 1
z _ 1 2 _ofy 2 _ 2
/xZ_de—zln(‘x 2’)—21n(2 x)

_¢
V2 — 22
Recherche d’une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante :

C'(x
(x2—2)2(_i2+2:()

Solution générale : y =
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2

C@ = o=

2 2
Clx) = / ——dx = / ——=__\/2dt changement de variable z = v/2t
(z) V2 —z2 V2 — 22 8

= 2arcsin(t)

_ 2/ dt
B V112
= 2arcsin <5§)

Donc :

2arcsin(\mf>
3O € R tq Yz €] — vZ V2] f(z) = 2-3:22 t o
Or f(0) =0 donc :

2 arcsin

er]ﬂ;\/ﬂf@)\/ﬁx\?)

Exercice 6 (Centrale 2023)

. o 2
Soit (an)nen la suite définie par ap = a1 =1 et apta = ant1 + n 5 0n-
n
1. Montrer :

Vn e N* 1 < a, < n?
+oo

et en déduire le rayon de convergence de la série entiere Z anx".
n=0

2. Exprimer la somme de cette série entiere a l’aide des fonctions usuelles.

3. Montrer : N
Vo €] - L1 S(z) =) (n—i—1)2(n—|—2)xn e

n=0
Correction
1. Pour tout n > 2, soit P(n) : Vk € [1;n] 1 < aj, < k2.
a1 =1 et ag = 2 donc P(2) est vraie.
On suppose P(n) vraie (avec n un entier supérieur ou égal a 2.

Un+1 = Gp + 1an_121+n+121
2 2
< n3+3n2—4n+2<n3+3n2+2
- n+1 - n+1
< n®+3n?+3n+1  (n+1)>
- n+1 n+1
< (n+1)?

Donc P(n + 1) est vraie.

Sixz > 1 alors:
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Vn € Na,z" > 2" —— 400
n—-+o0o

Donc apz™ — +o00
n—-4o00
Si0<x<1alors:
Vn e NO < apz™ < n?z™ — 0
n—-+o0o
Donc a2 —— 0
n—4o00

On en déduit R = 1.

2.
+oo +oo
Ve el —1;1[ S(x) = l—i-:v—l—Zan:r" = 1+x+2an+2x"+2
n=2 n=0
+o0 2
— 1 n+2
+x+ Z ( —y 2 ) x
n=0
+o00 +00 Lnt2
= 1+x+x2anx”+22ann+2
La séparation de la somme en 2 est légitime : la somme compléte converge et un des deux
termes de la séparation (celui de gauche) converge assurément.
00 xn+2
v —1;1[ 8 = 1 S —1 2
x €] ;1] S(z) +x+2(Sk)—1)+ Zann+2
S'(z) = 1+8(@)—1+25(x —i-QZanw
= =S(z)+ 25 (z) + 22S(x )
S est solution sur | — 1;1[ de (1 — 2)y’ = 2z + 1)y
2 1 20 —2+3 3
/ v dx:/Hdw:/(—Q—F )da::—Qx—fSln(l—x)
1—2 1—2 1—2
Compte tenu de S(0) =0, on a :
67290
Vo €] —1;1[ S(z) = ——
v el - L[S0 = 5o
3. Vo e] - 1;1] = Z "
En dérivant deux f01s on obtient :
9 +oo +oo
Vo €] = 1] g = Zn(n D Z(n+ )(n+2)x"
(1 o .13) n=2 n=0
Finalement : N
ay 1 2
Ve el —1;1[ S(x) = Z wx”e_%
n=0 2

Exercice 7 (Centrale 2023)
400 n

Soit : S : :pr—>z

n= 1

10
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11 1 _ 2
1. Montrer que n( z) -
0 6
2
2. Montrer que = =Sy)+S1—-y)+In(y)ln(l—y)
Correction
L Vze]l-1L1—In(l—x) Z—
]O 1[—> R
Pour tout n € N*, soit f, 21
X —
n

e Pour tout n € N*| f,, est continue et intégrable sur ]0; 1] (elle est prolongeable en une
fonction continue sur le segment [0; 1]).
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur |0; 1] et sa somme est continue :
n>1
10;1[— R
c’est la fonction In(1—=x)
T ——
Lt

e La série de terme général / | fn(x)| dz converge :

1 1 ,n—1 nql 1
Vn € N* / | fn(2)] da::/ T dr= [z} =—
0 0

n 0 n?
On en déduit :

—/Olln(lx)dx = /1 <§:Ofn(x)> dxzf(olfn(@dx>

T

0 n=1 n=1
— _
—n 6

2. La fonction S est la somme d’une série entiere.

Soit r > 0. "
Vn € N* u,, = — >0
, 7
Un+1 n
= r r
Un, (n4+1)?2 no+oo

Par la regle de d’ Alembert

Sir <1, la série — converge.
> 8
n>1
xn
Sir>1, la série Z — diverge.
n>1
Donc le rayon de convergence vaut 1.
Mais :
Vn e NVz € [-1;1] |fo(z)| =
convergente
Donc la série entiere converge normalement sur [—1; 1].

1;
On en déduit que la fonction S est continue sur [—1;1].
De plus, la fonction f : y +— S(y) + S(1 —y) +1n(y)In (1 — y) est de classe C* sur ]0; 1]

x
| ‘2 < — indépendant de z et terme général d’une série
n n

11
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avec !

vy €]0;1] f'(y) = S'(y)—S'"1—y)+ hl(ly— y) lln_(y?j

SRy R -y)t ln(l-g)  In(y)

- Sy

= " y -y
B ln(l—y) In(1-(1-y)  In(l-y) In(y)
= - + + -
Yy 1—y y 1—y

= 0

Donc f est constante sur |0; 1].
In(y)In(1—y)~p+ —yln(y) —— 0 donc :
y—0~+

+o00 1 2
fy) @S(O)+S(1)+o_s(1) :;ﬁ -
Y

On peut se demander & quoi sert la premiere question.
Je pense que le concepteur du sujet avait en téte le calcul suivant :
S, comme toute série entiere, est C°° sur son intervalle ouvert de convergence donc :

=y In (1 -
Wy €]0: 1] S(1 — +/ / n(x:C)dm
0
1 _ 2
On en déduit S(1 — y) / In (1 ;1:) de = ©—
y—0 0 T 6

y>0

Exercice 8 (Ens 2023)

Soit (an)nen € CN périodique :
dFI'e N* tqVn € Nayi7 = ay,
Que peut-on dire de la série entiere Z anz"?
n>0
Correction
Si tous les a, sont nuls, il n’y pas grand chose a dire.
On suppose désormais qu'’il existe ng € N tel que ap, # 0.
La suite (an)nen ne prenant qu’un nombre fini de valeurs est bornée donc R > 1.
La suite extraite (an,+x7)ken ne converge pas vers 0 (elle est constante non nulle) donc la suite
(an)nen ne converge pas vers 0 et R < 1.
Le rayon de convergence est donc égal a 1.

T-1 400
Vz € D(0;1) S(z) = Z anz" + Z anz"
0 —

T—1 +oo
= anz" + Z aT+sz+k
=0 k=0

—1 +o0
= Z anz" + 27 Z apz®
k=0

= Zanz + 21'8(2)
n=0

12
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et finalement :

T-1
Z apz"

Vz e D(0;1) S(z) = %

Exercice 9 (X 2023)

Soit (ap)nen une suite de nombres complexes telle que :
n+4 3n+7
—a —a
n+1 T + 2
Proposer une minoration du rayon de convergence de la série entiere Z anx”.

Vn € Nan+2 =

mn-

Correction
La suite nulle vérifie cette relation de récurrence donc le rayon de convergence peut étre infini.
VneNn+4—4(n+1)=-3n<0
Donc :
WneNn+4<A(nt+1)et 2 <4
n+1

VneN3n+7—4n+2)=-1-n<0

Donc : 3 47
Vn e N3n+7<4(n+2)et ' <
n—+ 2

On a donc :

Vn €N lanto| < 4(lan| + |any1])

Si on introduit M,, = max (ag,...,a,), on a :

Vn € N |apt2| < 8Myy1

On en déduit :

Vn € N Myio < 8Mpi1

Donc M, = O (8") et a,, = O (8") car |ap| < M,.

Donc Roy (Z anxn) > Reovy (Z 8”33") = %

On peut faire mieux.

4

n+4 ot 3n+7
n+1 n—s+oo n-+2 n—too
Soit € > 0.

n+4 3n+7

<3+c¢

dng € N tq Vn > ng w—— <1+e€et -
Vn > ng |ant2| < (1+€)ant1 + (3 +€)ay
On introduit alors la suite (by)p>n, telle que by, = any €t bpgr1 = angy1 €t :
Vn > ng |bnta| < (14 €)bny1 + (3 +€)by
On montre facilement par récurrence que :
Vn €N |a,| < by,
On cherche ensuite les racines du polynéme X2 — (1 + €)X — (3 +¢).
A=14+€?+40B+¢)=13+6e+¢>0.

X l+e—V13+6e+€e2  1—+13
Dou:r = ~

2 - 2
14+ €+ V13 + 6e + €2 N 1++/13
- 2

et ro =
|r1] < re donc b, = O (rg).

RCV(Zanaﬁ”)zl: 2 :Q(m—l):\/ﬁ—l
r2 1+V13 12 6

13
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V13 -1
6

Exercice 10 (Mines 2024)

~ 0,434 et % =0,125

On cherche a résoudre (F) : x(z + 1)y" + (x + 2)y —y = 2.
1. Déterminer les solutions développables en série entiére de (E).

2. Le candidat n’a pas donné de précision sur la suite, qui n’est pas traitable sans indication
dans ’état actuel du programme.

Correction
1. Soit E a,x" une série entieére de rayon de convergence R > 0 et .S sa somme.

n>0

Vz €] — Ry R[;z(x + 1)S"(z) + (x + 2)S'(z) — S(x)

—+o00o —+o0o —+o00o
= z(x+1) Z n(n —1)apz 2 + (z +2) Z na,z" "t — Z anz"
n=2 n=1
+oo +o0o +oo
= Z n(n —1)a,z" + Z n(n — Dap,z™  + Z napxr” + Z 2napx™” Z anx”
n=2 n=1 n=1
“+o00 —+00 —+00
= Z n(n — 1la,x" —i—Z nn+1)ap+12" +Znanx +22n+1an+1m Zanx
n=0 n=0 n=0
“+o0 —+00 —+00
= Z n(n — lapx" + Z nn+ Dappi12™ + Z na,xr" + Z 2(n+ Dap412"” Z anx"
n=0 n=0 n=0

Donc :

S solution de (F) sur | — R; R|

2&1 — ap = 2
Vn>1(n?—1)a,+ (n+2)(n+ 1)ayt1 =0

ap =1+ il
= 2
Vn >2n(n+1)a, = —n(n —2)ap—1

a1:1+%
Vn > 2 n-2
n an = — Ape
= n n+1n1
a1:1+@
<~ 2
Yn>2a,=0

Réciproquement, le rayon de convergence est évidemment infini.
R—R

Les solutions développables en série entieére de (E) sont donc les fonctions ao
rz—ag+ (14 5 x
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