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Exercice 1 (Centrale 2024)

1. On s’intéresse a la suite (up)nen+ qui admet pour limite [ € R U {—o0; +00}.

1 n

Montrer que la suite < E uk> admet la méme limite.

n
k=1 neN*

Un+1
s le
Un n—-+oo

2. Soit (vp)nen+ une suite a valeurs réelles strictement positives telle que

1/

Montrer que vy, [N

n——+o0o
La réciproque est-elle vraie ?

1/

3. On suppose vy " ———€ Ry U {+o0}.

n—-+o0o
Montrer que si I < 1 alors la série de terme général v,, converge.
Montrer que si [ > 1 alors la série de terme général v, diverge.
Montrer que si [ = 1, on ne peut pas conclure.

Commenter.

Correction

1. On commence par le cas [ = 0.
Soit € > 0.
dng € N* tq Vn > ng |u,| <e

1 & 1 & 1 & 1 & n —ng
Yn>ng+1 |= ) upl < =D Jugl+= >0 €<= jupl+ €
= [y [y ———t [y n
1 &
< et fu
=
1
—Z]uk\—>0donc:
i1 n——+oo
1 &
Elnlzno—i-lthnan—Z\uk\ge
[y
Donc :

1 n
Yn > nq ’Zuk < 2e¢
=1

1 n
Donc — Z up — 0.
n i1 n—-+oo
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On suppose ensuite [ € R*.

Pour tout n € N*, soit w,, = u,, — L.
n

1
wy, — 0 donc : — wp, — 0.
n—-+oo n el n—-+oo

Mais :
1 & 1 &
Vn € N* — = — —1

1 n
donc - kz::l Uy, m l.
On suppose ensuite [ = +oo.
Soit A > 0.
dng € N* tq Vn > ng u, > A

1 & 1 & n —ng
Vn>ng+ 1= up > =)+ A
i Lyt
Vn > 2ng2(n —ng) —n=n—2ny >0
Donc : 1
Vn > 2nyg o > —
n 2
On en déduit :
1 & 1 & 1
Vn22n0—2uk2 —Zuk+§A
[yt =
1 &
— Z up, — 0 donc :
=1 n—-+o0o
1 ng A
dng > 2ng tq Vn >ny |— > ug| < —
n =1 4
On a alors :
n A
Vn>mng — 3 up > —
n =1 4
1 n
Donc — Z U — +00.
n el n—-+oo
Enfin le cas | = —oo se traite avec w,, = —u,.

2. On commence par le cas | € RY..

In (vp41) —In(v,) =1n (UnH) —— In (I).
v
D’apres la premiére questio% :
n

In(vy) —In(v1) %Z

n

(In (vk11) — In (vg)) ot In (1)

k=1
In (v In (v
) g done B .
n n—-+oo n n—-+oo
En passant a ’exponentielle, v}z/ [
n—-+0o

On suppose ensuite [ = 0.

Un+1
In (vp41) —In(vy) =1In ( v: > T oo

D’apres la premiére question :
In(v,) —In(vy) 1 Zn:
n

n

1 —1 —
k:1(n(vk+l) n(vk))m o0
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In (v In (v
(v1) — 0 donc (vn) —00.
n n—-+00 n n—+00
En passant a ’exponentielle, wl/ " ——0.
n—-+4o0o

Le cas | = +oco se traite de maniere similaire.

On consideére la suite (vy,)nen+ définie par :
Vp € N* vgp_1 =1 et vy =2

« , 1/(2p—1) _
Vp € N* vy, =1——1

In (2p)
¥ c N* 1/(2p) — ( ) 1
P V2p P 2p p—+o0
Donc 21711/ (LU |
n—-+oo
Par contre P —9 2
Ugp—1 p—s-+00
1 1
Par contre Yoptl _ 2 —
U2p 2 p—too 2

. U .
Donc la suite ( i ) diverge.
Un, neN*

3. Tl s’agit donc ici d’établir une régle d’application plus générale que la regle de d’Alembert.
On commence par le cas [ < 1.
Soit r €]l;1].
dng € N* thnZnov}/n <r
VYn>ng0<wv, <r®
La série de terme général r™ converge donc la série de terme général v,, converge.

On passe ensuite au cas [ > 1.
Soit r €]1;1].

dng € N* thnZnovg/n >r
Yn>ny0<wv, <r"

Donc v, —— +o0 et la série de terme général v,, diverge grossierement.
n—-+00

Prenons v,, = 1 pour tout n € N*.

vi/ " — 1 et la série de terme général v,, diverge.
n——+0o00
1
Prenons v, = —; pour tout n € N*.
n
—2In(n
21711/ " = exp ( ( )> 1 et la série de terme général v,, converge.
n n—-+oo

Exercice 2 (Centrale 2024)

Soit z = € avec 6 €]0; 27

n
Pour tout n € N*, soit S,, = Z 2"
k=1
1. Montrer qu’il existe M € R tel que :
Vn e N* [S,| <M

ZTL
2. Etudier la nature de la série de terme général — avec s €]0;1].
n
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1 400 on— 1
3. Montrer que/0 T Z
Correction
1. z# 1 donc :
Wn € N* || = |2 n_l‘g 2
-1 |z — 1]

AP " Sk =Sk om Sk s Sk
vneN kglg = Y = Y

Vn € N* & — ———0cars>0

ns n—+oo

Donc — ——— 0
ns n—+oo

1 1 1

La suite (ks) converge (vers 0) car s > 0 donc la série ’; (ks — M) converge.
1 1 1 1 (1 1
Vk € N* |S, - V=8 - ) <M==
- ’“(k (k+1>s>‘ | ’“’(ks (k+1)8> - (k <k+1)8)
1 1
donc la série Z Sk <S — S) converge.
=1 k (k+1)

Sl on note A sa somme :
n

Z —— A € C donc la série de terme général — converge.
k5 n—+oo ns

3. Vre[O,l[\rz|:r<1doncl—rz#0
Pourr=1,1—-rz=1—2z#1.
La fonction r —

de définition.
D’apres la question précédente, la série de droite est bien convergente.

est donc continue sur [0; 1] : Uintégrale ne pose pas de probléme
—rz

Vr e [0; 1]

. —Zrz car |rz| =r <1
—rz

Dans la mesure ou 11 n 'y pas convergence simple sur le segment, on ne peut pas utiliser
le premier théoréme d’intégration terme a terme.
Le théoréeme Nj ne s’applique pas non plus :

z 1
/ |r" 2" dr = 12" = terme général d’une série divergente.
0 n+1 n—+1

n
1 — pntlntl
Vn € N* Zrkzk =
prrd 1—1rz
On integre entre O et 1 :

n Zk 1 dr 1rn+1zn+1
Vn € N* :/ —/ —d
" kzz:ok—i—l o 1—rz o 1—rz "

car rz # 1
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[0;1[— R
Pour tout n € N, soit f, ptlntl
rr— —
1—-rz
e Pour tout n € N, f, est continue sur [0; 1[.
e La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 1].
e La fonction nulle est continue sur [0;1[.
e Domination
La fonction 7 — |1 — rz| est continue sur [0; 1] donc :

Jrg € [0,1] tq Vr € [0;1] |1—rz| 2 |1 —7rpz| >0
r’ 1
VYn e NVr € [0;1] | fn(r < _
[0;1[ [ fu(r)] = T < o(r) = T

avec ¢ continue, positive et 1ntegrab1e sur [0; 1].
D’apres le théoréeme de convergence dominée :

1 ,n+1_n+1
T z
/ dr 0
0 1—1rz n—-+00

D’Ou
1 +Oozk‘—1
= _Zk+1 2

Exercice 3 (Mines 2024)

Soit n > 2.
1. Montrer que S, (R) est un fermé de M,,(R).
2. Déterminer I’ensemble des points intérieurs a S, (R).
3. ST (R) est-il un fermé de M, (R)?
4. Soit M € S (R).
Montrer qu’il existe o > 0 tq :
VX € Mp1(R) XTMX > aXTX

5. ST (R) est-il un ouvert de Sy, (R)?
6. Quels sont les points intérieurs a S, (R)?
Correction

1. Soit (Sp)pen une suite de matrices de S, (R) qui converge vers S € M,,(R).
VpeN S;;F = Sp
On fait tendre p vers +o00 : ST = S (la transposition est continue comme toute application
linéaire en dimension finie).
Donc S € S,(R).
Par caractérisation séquentielle des fermés, S, (R) est un fermé de M,,(R).
2. Soit M un point intérieur & M, (R).
En particulier, M € S, (R).
On munit M,,(R) de la norme définie par :
VA€ Mn(R) [|All = max (Jai;l)

Il existe r > 0 tel que B(M,r) C Sp(R).
En particulier, M + §E172 € Sp(R).
On en déduit que Ej 3 € S, (R). C’est absurde donc S,,(R) n’a pas de point intérieur.
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3. Soit (Sp)pen une suite de matrices de S;7 (R) qui converge vers S € M,,(R).
VpeNSI =S5,
On fait tendre p vers 400 : ST = §S.
Vp € NVX € M, 1(R) XTS,X >0
On fixe X et on fait tendre p vers 400 :
VX € M1 (R) XTSX >0
Donc S € S;F(R).
Par caractérisation séquentielle des fermés, S;F(R) est un fermé de M, (R).
4. M est symétrique réelle définie positive donc :
3P € O(n) tq M = PDPT avec D = Diag(\1,...,\y) et : Vi € [1;n] \; > 0
Soit @ = min (\;) >0

ie[1;n]
x1
Soit X = | : S ./\/lml(R).
xn
XTmx = xT(PpPhX = (XTP)D(PTX)
= (PTX)'D(PTX)
n
Onpose Y =PTX =| : | € Mu1(R).
Yn
A1Y1
X"™™MX = Y'Dy = (y1 yn) :
An¥Yn
= Z(/\z > a)y!

=1
> a) yi =Yy =XTpPpP'X
=1
> XTX car P € O(n)

5. On munit M,,(R) de la norme définie par :
VA € Su(R) [|A] = max (la;|)

3,j<n
51
Soit X = : | e M, 1(R).
Tn
‘XTAX‘ = | Y aigmir| < ) aigl |zl |l
1<i,j<n 1<i,j<n
n 2
< 1Al Y2 Jail |zl = Al <Z’xi‘>
1<i,j<n i=1
n n
< |IA]] <Z|x1]2> (Z 12> par Cauchy-Schwarz
i=1 i=1
< nflA) XTX
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Soit M € S;FH(R).

Ja>0tq VX € Mp1(R) XTMX > aXTX

Soit A une matrice appartenant a la boule ouverte de S, (R) de centre M et de rayon @
n

pour la norme ci-dessus.
Comme on se restreint a S, (R), A est symétrique.

VX € M, 1(R)\ {0} XTAX = XTMX+XT(A-M)X
aXTX —n||A- M| XTX
aXTX —aXTXx =0

\%

V

Donc A € ST (R).

Donc la boule ouverte de S, (R) de centre M et de rayon 2 est incluse dans S (R).
n

Donc S;7*(R) est un ouvert de S, (R).

6. Dans M, (R) il n’y en a pas car on peut trouver aussi prés qu’on veut d’une matrice
symétrique une matrice qui ne l’est pas.
On se restreint donc comme dans la question précédente a .S, (R).
Les éléements de S;7+(R) sont points intérieurs a S;7 (R) d’apres la question précédente.
Soit M € S;F(R) \ ST (R).
0 est valeur propre de M et il existe Xo € My, 1(R) \ {0} tel que M Xy = 0.
Soit € > 0.
La matrice M — el,, est symétrique et :
XE(M —el)Xo = XTMXo— eXTXo = —eXIX0 <0
Donc M — eI, € S, (R)
Comme on peut prendre € arbitrairement petit, M n’est pas un point intérieur a S, (R)

Exercice 4 (Mines 202/)

Soit (€x)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi uniforme

sur [—1;1].
Montrer :
1 & k
dleRtqVe>0P —Zcos —4e ) —1l|>e] ——0
n 1 n n—-+o0o
Correction

k
Pour tout n € N* et tout k € [1;n], soit Y}, ;, = cos ( + ek).
n

A n fixé, les variables aléatoires Y, j, sont indépendantes.

1 n
Pour tout n € N*, on note X,, = — Z Yok
n
k=1

1 k k k
Vn e N*VEk e [1;n] E (Vi) = 3 (cos (—1 + n) - cos (n) + cos (1 + n))

11¢ k k k
Vn e N* E(X,,) = 35 <cos <—1 + n) + cos <n> + cos (1 + n)>

k=1
est a un facteur prés une somme de Riemann donc :

1 /1
E(Xn) —>L:f/ (cos (1 + )+ cosz +cos(x —1)) do
n—-+o00 3 Jo

sin (1) (2cos (1) +1)
3

1 r1
L = 3/0 (2cos (1) + 1) cos (z)dx =

7
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Vn € N Vk € [1;n] V(Yar) = B (V2) = E(Yap)* < B (Y2) < B(1) =1
Par indépendance :

. 1 & 1
Vn e N V(X,) = ) l;::l‘/(ymk) < -
Soit € > 0.
1 e €
dng € N* tq Vn > ng — < 1 et |[E(X,)— L] §§
n
Soit n > ny.

Supposons I’évenement | X,, — L| > € réalisé.
€
€ < [ X = B(Xn)| + [E(Xy) — L| < | X = E(X,)| + 5

€
Donc I'événement | X,, — E(X,)| > B est réalisé. Donc par Bienaymé-Tchebychev :

P(Xu-LIz9 < P (1%~ BX) 2 )

4V (Xn)
€2

IN

n
< 4
= ne2

IN

€

Exercice 5

Montrer :
V(z,y,2) € Ry)Ptqa+y+ 2= g sin (x) sin (y) sin (2) <

0| =

Correction
e Une solution proche du cours
Il s’agit de montrer :

1
V(z,y) € A flzy) < ¢
AWCA:{@MUGRzmmZQyEOam+ySg}a
A—=R

(x,y) > sin (z) sin (y) sin <7T —xr— y> = sin (z) sin (y) cos (x + y)

2
™\ Y
0.~
(03)

™
2
Tty g
X
0,07 T (z.0)
2 92’
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A est une partie fermée et bornée de R? et f est continue donc l'existence du maximum
est assurée.
Examinons la fonction f sur les trois cotés du triangle :

Va € [O;;r] f(z,0) = 0
Yy € [0;7;] f(0y) = 0

V:CG[O;;T} f(x,Q—x) =0

La fonction f prenant des valeurs strictement positives sur A, le maximum est atteint en
un point intérieur. C’est donc aussi un maximum local et par suite un point critique.
Recherchons les points critiques de f :

of
g(w) =0 — {sin (y) (cos (z) — sin (z +y)) = 0
67(% y) =0 sin (z) (cos (y) —sin (z +y)) =0
Y
PN cos(z) —sin(z+y) =0
cos (y) —sin(z+y) =0
car a l'intérieur de A, sin (x) et sin (y) sont non nuls
— cos(z) —sin(z+y)=0
cos (y) —cos(z) =0
~sin (22) = 0
— {COS (x) — sin (22)
xT=y
car x et y € [O; g] intervalle sur lequel cos est injective
cos (z) (1 —2sin (z)) =0
rT=y
— r=y=——
D'ou : )
T
v A <fl=,=)==
o) ed sy <f(5.7) =3

e La solution de Deepseek
Soit (x,y,2) € (Ry)3 tels que  +y + 2 = g Montrons que :

sin(z) sin(y) sin(z) <

| =

1. Concavité de Inosin

La fonction Inosin est concave sur |0, 7 car sa dérivée seconde est négative :

d? 5 1

@ln(sinx) = —cscix = — < 0.

sin? (x)
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2. Application de I’inégalité de Jensen

Par concavité et 'inégalité de Jensen :

In(sin x) 4 In(siny) + In(sin 2) <In (sin <:L'—{—y—|—z>)

3

Avec x +y+ 2z = g, on obtient :

In(sinx) + In(siny) + In(sin 2) < (sin (77)) I (1) .

3

En prenant ’exponentielle :

- — 1
¢/sinzsiny sin z < 3
3. Cas d’égalité

PENETR . . T
L’égalité a lieu si et seulement six =y =2 = 5

Conclusion

= sinzsinysinz <

6 2

| =

ce qui donne :

. ) ™
Nous avons donc démontré que pour tous z,y,z > 0 avec  +y + z = 5"

sin(z) sin(y) sin(z) <

avec égalité si et seulement six =y =2 =

ol

I

oo =

V(z,y,2) € (R+)3 telsque z +y+ z = g7

sin(z) sin(y) sin(z) <

(o

10




