ANALYSE 1
TD
2025-2026
Chapitre 1
Correction

941

1 Intégrales sur un segment
Exercice 1 (Mines 2023)

Soit f : R — R de classe C' et 2r-périodique.
Montrer qu’il existe deux réels A et B indépendants de f tels que :

2 2m
s%p(!f)SA/o ‘f“"B/O |f']

Correction
f est continue sur le segment [0; 27| donc :
I@m, 2ar) € [0;27] tq Vo € [0527] | f(zm)| < [f(2)] < |f(2n)]
f étant 2m-périodique, sup (|f]) = |f(xamr)]-
R
On en déduit :

swp (If1) = f(@an)l = [f(zar) = f(@m) + fl@m)]
< f@ar) = F@m)| + [ f (@m)]
< o f/(t)dt| + | f(xm)| car f est de classe C!
rrylr;x (Tm,xpr) , 1 27
< fo a7l @

27 1 27
< "(t)| dt 7/ t)| dt
< [Tlrmlae o [Tl
Exercice 2 (Centrale 2023)
Soit f € C3([0; 1], R).
12, [k
Pour tout n € N*, soit S,,(f) = — Z f <>
ni=" \n
1. Quelle est la limite de la suite (S, (f)),en- 7

k k+1
2. (a) Soitke[[O;n—l]]ette{n; + }

Montrer :

n
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k kN L (kY 1 kEN? ., (k M kN3
-1 (2 = (e=2)r(2)-s(e==2) m(2)| <= (t-=
n n n 2 n n 6 n

avec M indépendant de k et de t.
(b) En déduire :
1 Lo 1
Sn(f)—/ dt——/ (¢ 712”2/0 f(t)dt+o(nz>
Correction

1. D’apres le cours de Sup sur les sommes de Riemann :

e S0

2. (a) f étant de classe C3, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne :

Ifw—f(:z) )2 P =6 o

Par conséquent, M = sup ( @) (I)) convient.
z€[0;1]

(b) L’idée essentielle sur les sommes de Riemann est qu’il s’agit de la somme d’aires de
rectangles :

N OL

k k
La question précédente étudie 1’écart entre f(t) et f () pour t compris entre — et

n n
(k+1)

n

n

s = S [ (E)
L0 e D5
TS s (CH G R G

kE+1
e

) a
(2)s

k
On integre I'inégalité de la question précédente entre — et
n

(k+1)/n
/k/n

-1 ()--2)r ()3 (-3 ()
<L e e

On en déduit :

[0 ((8) 0 (=5 (B) 4 (-2 7 (5)) o< 5

On en déduit :
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L (1) 0065 () o E
]??’rl'bli .

D[ s L ()€ ed ' () e
o(3)

-1 (k+1)/n 1
kz::o/k/n f(t)dt:/o ft)dt

(k+1)/n Lk 1 k2 (k+1)/n 1
L el -2

k/n n " m n

(k+1)/n k2 1 E\3 (k+1)/n 1
R R T et

k/n n ) m n
Donc :
1k 1

S.00) = [ S0t - 515 2Zf () - 6n3,§f (i) o)
f' et f” sont continues donc
Sn(f) —>/ f'(t) dt ce qu’on peut écrire S, ( / f/(t)dt + o(1)
Su(f) —— " / f"(t)dt ce qu’on peut écrire S, (f") / f(t)dt +o(1)

Donc :

f>=/0 f(t)dt—;n/o Fdeol(s)

En reprenant ce qui précede, on voit que f de classe C? suffit pour ce développement
donc :

Snlf) = /01 fi()dt - 2171/01 f'(t)dt+o (i)

On obtient alors :

Su(f) = /f dt——/ £t 121712/01f”(t)dt+o<nlz>

- [ f(°)+121nQ (1) = 1) +o (55

2 Fonctions intégrables et intégrales impropres

2.1 Etudes d’intégrabilité
Exercice 3

10;1[— R
Discuter selon la valeur de o de I'intégralité de la fonction f |In (1 —2)|*
T —

)
Correction
f est continue sur ]0; 1.

Eno0: f(z) ~2972 =

x2—a
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Donc :
f est intégrable sur |0;1/2] <=2 —-a<l<=a>1

Enl:v1—zf(x)= 1—3:\1;12(1—35)]04 0_

Doncenl: f(z)=o0 (\/11—795)

On en déduit que f est intégrable sur [1/2;1[ (pour toute valeur de «).
Finalement :
f est intégrable sur |0; 1[<= o > 1

z—1— 1

2.2 Détermination de la nature d’intégrales

Exercice 4

+oo
Quelle est la nature de / 23 sin (28) dz ?
0

Correction

Ry - R
Soit f9 " T
x — x° sin (2°)
f est continue.

+o0 +o0o
/ f(z)dz converge < / f(z)dz converge
0 1

On effectue le changement de variable C! strictement croissant ¢ =
+o00 3 8 +00 gin ¢t

/ x” sin (z°) do converge <= / —— dt converge
1 1 8Vt
s +2 sint

D’apres les exemples du cours, —— dt converge, donc :

1 8/t

8 .

T 8
/ x”sin (z°) dx converge
0

Exercice 5

1
Quelle est la nature de / sin (Inx)dx?
0

Correction

Soit f 10;1] = R
? z — sin (Inz)

f est continue.
Va €]0;1] |sin (Inz)| <1
Or = — 1 est intégrable sur |0;1] donc f est intégrable sur 0; 1].

1
Finalement : / f(z)dz converge (absolument).
0

Exercice 6 (Mines 2011)

+oo S'
Quelle est la nature de / e P
0 2?2 +1

Correction
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R+ — R
La fonction f sinx est continue sur R .
x?+1
Au voisinage de 400 :
sinx 1 sin 1\ /2
fz) = = (1 + 2)
T /14 1/2? x x

- =2 {1r0(2)

+o0 gin z

fo) = =" 10 (5)

D’apres les exemples du cours, /
1 x

dz converge.

1 oo
Si g(z) = O4eo (3) alors g est intégrable sur [1;+o0[ et / g(z) dz converge absolument
x 1

donc converge.

+oo
Par linéarité, / f(x) dx converge.

1 .
Finalement, par Chasles, (x) dx converge

0

Exercice 7 (Centrale 2011)

+o00 1) — @
Quelle est la nature de / m

5 dx?
0 T

Correction
Remarque préliminaire

RY =+ R
Jr
f { (x+1)* —z>  est continue sur R}, de signe constant (positive si & > 0, négative si
T ————————

B
a <0)
/0 W dz converge <= f intégrable sur R
En +oo:

[e%
(x4+1)%—2* = x“(l—i—) -z

: o
Doncsi a #0, (x 4+ 1)% — 2% ~ s
400 1 o O
Sia=0,alors f =0 et / W dz converge.
0 T

Dans la suite, on suppose «a # 0.

f(x)“’x,;%

f est intégrable sur [1;+00][ <— pf+1—-a>1
— (>«
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En O
e Premier cas: o > 0
(x4+1)*—=1letz®—0

1
f(z) ~ ol
f est intégrable sur |0;1] <= g < 1
e Deuxiéme cas : a <0
(x4+1)* = 1et 2% — +o0
f(a) ~ 2B gB-a
f est intégrable sur |0;1] <= f—a < 1

a=0
ou

dz converge <= <0<a<f<1

0 xB
ou

a < f <1+ a<1(laderniére pour exprimer a < 0)

Exercice 8 (Mines 2012)

Soitf:xHM.

+oo
Montrer que / f(x)dz converge mais que f n’est pas intégrable sur R .
0

Correction

R%* — R
Soit f sin x
}_)

T

Inx

f est continue sxur R*% .

Par les accroissements finis :

Ve € R |sinz| < |z|.

On en déduit :

vz €]0;1] |f(2)] < [In x|

La fonction In est intégrable sur ]0; 1] donc f est intégrable sur ]0;1].

1
Donc / f(x) dx converge absolument donc converge.
0

Inx 1—Inz
1PP = — "(z) =
u@) =25 @)=
v'(x) =sinz v(x) = —cosx

u et v sont de classe C! sur [1; +oo[ et u(x)v(x) — 0
T——+00

o0 20 cos (1 — 1
Donc / f(z)dz est de méme nature que / M dz

1 1 T
x3/2(:osa:(1 2— In x) _ cos z(1 —1Inx) . 0 dope &% z(1 2— In x) _, (13)

x VT T—+400 x I~
1

— > 1 donc la fonction x — — est intégrable sur [1; +ool.
2 3/2

1-1
On en déduit que la fonction z — cosz(l —Inz) est intégrable sur [1; 4o0l.

T2
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+o0 _

cosz(l —Inzx

Donc / % dx converge absolument donc converge.
1 x

+o0o
Donc / f(z)dz converge.
1

Finalement :
+o0o
/ f(z)dz converge.
0

Pour I'intégrabilité, on utilise :
v > |f(r)| > P00

ce qui nous ramene au cours.

Exercice 9 (X 2015)
Soit z € R.
A t3

Montrer que / cos 3 + a:t) dt a une limite finie quand A tend vers +oco (on ne demande pas
0

de la calculer).

Correction
On va faire une intégration par parties en écrivant

A t3 A 1 t3
/0 cos §+xt dt:/o 7524_$(7§2+x)cos §+xt dt

mais t2 + z peut s’annuler quand x est négatif, ce qui oblige & prendre des précautions.
R+ — R
Pour commencer, la fonction f <t3 ) est continue sur R;.
— cos

— t
3 +x
Il existe ty > 0 tel que :
Vit >tot? 4+ x>0
+oo +oo
et / f(t)dt est de méme nature que / f(t)dt.
0 t

0

[to; +oo[— R [t0; +-00[— R
Soient u 1 et v (3
= t—sin | — +at
2 +x 3
u et v sont de classe C! et f = uv'.
+oo +oo
u(t)v(t) — 0 donc f(t) dt est de méme nature que / o (t)v(t) dt.
t——+o00 to to
Vi > to u/(t)v(t) = S sin ﬁ +at| =0 <1> donc /v est intégrable sur [to; +o0o|
- (12 4 )2 3 t3 ’ '
+o0
Donc / u'(t)v(t) dt converge absolument donc converge.
0 too
Finalement, / f(t) dt converge.
0
Autre méthode 5
On fait le changement de variable y = ¢(t) = 3 + xt

v est de classe C! et :
VtER Y (t) =2+
1l existe tg > 0 tel que :
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Vit >tgt?+ x>0
+00 +oo
et / f(t) dt est de méme nature que / f(t)dte.
0

to
Sur [to; +00], le changement de variable y = ¢(t) est strictement croissant, de classe C! ainsi que

sa bijection réciproque.

+oo
/ f(t)dt est donc de méme nature que / cos (y) (cp_l), (y)dy
to gp(to)

On procede ensuite a une intégration par parties :
W' (y) = cos (y), u(y) = sin (y)

/ ,
v(y) = (7)) (y) = — = et on s’épargne le calcul de v'(y).
™) ¢ (e HY) (o My) +a
o(t) ?) 400 donc pour la bijection réciproque :
—4-00

+o0

1
o (y) m +00

+oo
On en déduit u(y)v(y) = 0 et 'intégrale de I’énoncé est de méme nature que / sin (y)v'(y) dy
Y=o o(to)
Mais :

Vy € [i(to); +oo[ [sin (y)o'(y)| < [v'(y)] = —v'(y) )
car v est décroissante car go_l étant croissante et positive, y — (c,p_l(y)) + x est croissante.

Y
/ [V (y)| dy = v(p(to)) — v(Y) ——— v(p(ty)) donc la fonction o’ est intégrable sur
o(i0) Voo

[p(to); +oo]
On en déduit que la fonction y — sin (y)v’(y) intégrable sur [p(tg); +o00[

+oo
Donc / sin (y)v'(y) dy converge absolument.
®(to)

+oo
Donc / sin (y)v'(y) dy converge.
e(to)

+o0 3
Finalement / cos 3 + at | dt converge.
0

2.3 Calculs d’intégrales
Exercice 10 (X 2019)

u
e Calcul
o lim [
a——400
Correction
[1;+o00[— R
e Soit f In (a + u?)
U ————
u2

f est continue.
In(a+u?) 2In(u) 1

u? A <u3/2)
Donc f est intégrable sur [1; +o0]

En +oo,
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1 1
2z
_ 2 / —
v(m)-ln(a—i—:}:) v'(x) R

u et v sont C! sur [1;+o00]

n (a + 22 ) In («
u(az)v(az):l (; )N In (2) 0

xT Tr—+0c0
L’IPP est justifiée.

dx oo

+oo 1 x
I = 11f1(1—|—oz)—i—2/1 W:ln(1+a)+2[\/&arctan<\/&>
1

= In(l1+a)+ 5& (g — arctan (ﬁ)) =In(l+a)+ jﬁ arctan (v/a)

1

e lim =+
a—+00

Exercice 11 (Mines 2019)

Soient I =)0;+oo[ et E = {f € C'(I,C) tq Vs > 0 u + f(+u) est intégrable sur I}.
u+s
|I—=R
Pour f € E, on définit +00
d ! s»—>/ f(u) du
0 U+ s

1. Soit L = {f € C°(,C) intégrable sur I}.
Comparer L et E pour l'inclusion.

I —-R

a—1

2. Soit fa{
U u

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles f, € E.
Montrer que f, est proportionnelle a f,.
3.7
Correction
1. e Soit f: 1 — C continue et intégrable sur I.
Soit s € RY..
U u u
due 1 | £ | _ 1l _ 1)
U+ S U+ S S
avec |i continue, & valeurs réelles positives et intégrable sur 1.
S
I1—-C
Donc la fonction fu) est intégrable sur 1.
U —

U+ s
On en déduit que f € E.

On a donc prouvé : L C E.
I1—-C
e Soit f 1
U —
u—+1
— f est continue sur 1.
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— Soit s € RY.

I1—-C

La fonction f(u)  est prolongeable en une fonction continue sur R4 donc
'_> —_—

“ U+ s
elle est intégrable sur ]0; 1].
De plus :

1 1 1
Vu € [1;400[ 0 < f(w) = ) <=
u+s u+lu+s ™ u

[1; +o00[—= R
avec 1 continue, positive et intégrable sur [1; +oo].
U —

2

u

I—-C
Donc la fonction f(u)  est intégrable sur [1;+ocl.

—

“ U+ s

I1-C
Donc la fonction f(u) est intégrable sur I.

u+s

On a donc f € E.

Par contre f ¢ L :
f(u) ~4o0 — donc f n’est pas intégrable sur [1;+oo[ ni a fortiori sur I.
u
Finalement L est strictement inclus dans F.

2. Pour tout o € R, f, est continue sur I.
Soit a € R.
fa(u) - 1
uts 0 syl
falw) 1
u+s 02«
On en déduit :
FoeE<—l—-a<let2—a>1
puis :

fa € E <= a €]0;1]
| |

Soit a €]0;1].
Soit s € RY..
Le changement de variable C! strictement croissant u = st donne :

— B +o0o fa(u) _ +00 Sa—lua—l
foc(s) - /0 U+Sdu_A deu

= o7t /+OO ue du
0 14+u

et finalement :

t+1

o e +oo pa—1
fa:fa(l)‘fa: (/0 ! dt) ~fa

3. Cf Centrale PC1 1998

Exercice 12 (Mines 2016)

10
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Soit (a,b) € R? avec a < b.

b
Existence et calcul de /
a

N CED I

Correction

{]a; b[— R
Soit f x

T dx

(r—a)(b—x)

f est continue sur ]a; b|.

1
Siaoub=0,iya un probleme pour 'équivalent mais f(z) = Oa(
T—a
1
@) donc f est intégrable sur |a;b|.
() done 1 et mis Jos ol
Vz €la;b[ (z —a)(b—x) = —ab+ (a+b)x — 2>
b)? b)?
= —ab—l—m - <x2— (a+0b)x + (a+h) )
4 4
(b —a)? ( a+b>2
= — €T —
4 2
—a)? 2
S (2 ()
4 b—a 2
. . 1 . . 2 a—+ b
On fait donc le changement de variable C* strictement croissant : ¢t = [ T-—

/abmdm = /_ll(b;a” >

a—i—b) 2 1 b—a
b—a+1—-¢2 2

b—a [} t a+b (1 1
= dt + / de
2 Jo1v/1—t2 2 Joa/1—t¢2
a+b /1 1 .
= dt par parité
2 Jaa1-1#2 bat b
b
= a—21— [arcsint]!
m(a+b)
2

) et £la) =

Exercice 13 (X 2016)

o0 1
Montrer que / In (1 + 2) dx converge et la calculer.
x

0

Correction
]0; +o0[— R

1
T+ In (1 + 2)
x
f est continue.
1

1
En +oo, 1n(1+2> ~—
x x
Donc f est intégrable sur [1; +oo]

1 1
En 0, In <1+ $2> ~ In (332>

Soit f

11
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1 1

(car 1+ —5 ~ —5 et ce sont des infiniment grands)
x z

Donc f(x) ~ —2Inz.

Donc f est intégrable sur ]0;1].

IPP: J(z)=1 u(z) ==z
1 2
—In(1+ = '(z) = —
v(x) n( +x2> v'(x) P
u et v sont C! sur R .
1 1
u(z)v(z) = zln (1 + 332) ~ o o 0

1
u(x)v(x) = xln (1 + 372) ~ —2z1n (z) — 0
L’IPP est justifiée.

+00 1 +oo
/0 In <1+x2) d$:2/0 &%zQ[&retan(az)]gw:w

Exercice 14 (Centrale 2012)

11 42
In(-¢9)
t2

0
Montrer qu’elle converge et la calculer.

On considere 'intégrale

Correction
10;1[—= R
Soit f In (1 —t2)
t— —a
f est continue.
f(t) ?0; -1
hl(tht) ~p- In(1— )
Comme In est intégrable sur |0;1/2[, par changement de variable (z =1 —1¢) t + In (1 —¢) est
intégrable sur [1/2;1]).
Donc f est intégrable sur |0; 1].

On fait une IPP :

—2t
u(t) = lri(l —t?), u’it) =1 p
'U/(t) = ﬁ’ 'U(t) = T
u et v sont C! sur ]0; 1] et :
In (1 —¢2)
u(to(t) = = t t—0
Par contre u(t)v(t) ot
—

12
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On peut donc écrire :

1=h1n (1 —t2) In(1—(1-h)?) I=h  q¢

/ 2O g = - _2/ @

0 t2 1—-~h 0 1—1¢2
_ 7ln(2h—h2)71 (1+1—h>
- 1—h "\1-1+n

1 h 2—h
= 1_h(ln2—|—1nh+ln(1—2>)—ln<h)

= (=1+h+o(h)(In2+1Inh+o(1)) +lnh—ln2—ln(

= —In2—-Inh+o(l)+Inh—In2=-2In2+o(1)

Finalement :

Lln (1 —+¢2
/n(2>dt:—21n2
0 t

Exercice 15 (Mines 2021)

Soit A > 0. .
Calculer (et montrer 'existence de) I = / e M |sin ()| dt.
0

Correction
L’existence est facile & justifier :
e La fonction ¢ +— e~ [sin (¢)| est continue sur R, .

o Vte Ry ‘e‘” |sin (t)]‘ = e M|sin (t)| < e M
avec t — e~ intégrable sur R, (A > 0)
On en déduit que la fonction ¢ — e~ [sin (¢)| est intégrable sur R, .

nm
De plus : I = lim e M sin (2)].

n——+o0 Jo

n

nm VI B -1 (k+1)m —)\t )
e Vlsin (t)| = Z sin (¢)| dt
0

= Z/ AR Isin (u 4 k)| du

= z%) (/07r AT i (u) du)

k=

= /07T “sin ( duxZ( _’\”)

13

1— =
2

:)
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On en déduit que I = /Tr Usin (u) du x Z ( ,\W)k’
0

/ e Mgin(u)du = Im
0

2.4 Fonctions intégrables
Exercice 16 (X 2017)

Soit f: R, — R, de classe C!, intégrable et de dérivée bornée.
Montrer que f admet une limite en 400 et la calculer.

Correction
Par hypothese, il existe une constante M € R tq :
Vo € Ry |f(x) < M
Soit F' la primitive wde fnulleen O :
vz € Ry Flz) = / £ dt.
Par hypothese, F((a)v) — 1l eR.
T—+00
Soit € > 0.
Soit €1 > 0 a choisir plus tard.
drg € Ry tq Ve >z |[F(x) =1 < e
On en déduit :
V(x,y) € [vo; +50[2 [F(2) = F(y)| = |[F(a) = L+1 = F(y)| < |F() = 1| + |l - F(y)| < 261
Soit © > xg et h > 0 a choisir plus tard.

z+h
F(x+h) = F(x) + hF' () +/ (x+h—t)F () F(z)+hf(x +/ (x+h—1t)f(t)dt

Flo+h) = F(z) / (@ +h—t)f(t) dt

On en déduit f(z) = 3

On en déduit :

::*M—‘

F(z+h)— F(z 1 [zth
s < EEENZEEN 2 1) a
z+h
2 M [rth 2¢g M (ac—i—h—t)2
< - Sk [
= 7 + h/g: (x+h—t)dt 3 + h 5 )
< Za Mh
- h 2

R
¢ est de classe C! et :

R* - R
Soit ¢ 2  Mh
h— —

14
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2¢¢ M 1 /M
h '(h)=—"F5+— =+ h2—2>
v >0¢() h2+2 h2(2 €1
Sionposeh0:21/%,ona:
€1
M2,/ —
2e M
Sy < 2 M
9. /L
M

Si on prend €; = VY alors, pour tout x > g, |f(z)| <e.

En revenant donc a la définition, on a prouvé f(x) PR 0.
T—r+00

2.5 Comportements asymptotiques
Exercice 17 (Mines 2022)

“+o00

Limite et équivalent quand x tend vers +oo de e® / et dt.
X
Correction
400 400 1
Vo >0 ex2/ e dt = ex2/ Ste P dt
T x t
22 [1—1 g2 +oo /+O° -1 -1
t 2 . = 2 2
1 o [too o=t
= — - — —dt
2x 2 Jx 12
+o0 o—t2 1 400 5
Va:>00§/ dt_—/ et dt
T 22 x? 0
+oo ot 400
Donc e*’ / dt =0 (e”2 / et dt).
'+OO 1
Finalement : emQ/ e dt ~ —.
z 2x

15

et dt) IPP facile & justifier



