ANALYSE 1
TD
2025-2026
Chapitre 1
Correction

941

1 Intégrales sur un segment
Exercice 1 (Mines 2023)

Soit f : R — R de classe C' et 2r-périodique.
Montrer qu’il existe deux réels A et B indépendants de f tels que :

2 2m
s%p(!f)SA/o ‘f“"B/O |f']

Correction
f est continue sur le segment [0; 27| donc :
I@m, 2ar) € [0;27] tq Vo € [0527] | f(zm)| < [f(2)] < |f(2n)]
f étant 2m-périodique, sup (|f]) = |f(xamr)]-
R
On en déduit :

swp (If1) = f(@an)l = [f(zar) = f(@m) + fl@m)]
< f@ar) = F@m)| + [ f (@m)]
< o f/(t)dt| + | f(xm)| car f est de classe C!
rrylr;x (Tm,xpr) , 1 27
< fo a7l @

27 1 27
< "(t)| dt 7/ t)| dt
< [Tlrmlae o [Tl
Exercice 2 (Centrale 2023)
Soit f € C3([0; 1], R).
12, [k
Pour tout n € N*, soit S,,(f) = — Z f <>
ni=" \n
1. Quelle est la limite de la suite (S, (f)),en- 7

k k+1
2. (a) Soitke[[O;n—l]]ette{n; + }

Montrer :

n
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k kN L (kY 1 kEN? ., (k M kN3
-1 (2 = (e=2)r(2)-s(e==2) m(2)| <= (t-=
n n n 2 n n 6 n

avec M indépendant de k et de t.
1 1 1
12n? /0 fidt+o <n2>

(b) En déduire :
1. D’apres le cours de Sup sur les sommes de Riemann :

1
n=[ swa-5- [ o
- / F(b)dt
2. (a) f étant de classe C3, I'inégalité de Taylor- Lagrange donne :

If<t>—f<:z>—<t—:z> P(8)-HE (= -2, (o0

welmii]
Par conséquent, M = sup ( @3 (I)) convient.
z€[0;1]

Correction

ko k+1
(b) On inteégre I'inégalité précédente entre — et + .
n n

(k+1)/n 2
[ o= ()62 ()32 ()]
k/n n n n 2 n n
(k+1)/n \f E\3 M B\ A (k+1)/n

R ICREIo)
k/n 6 n ") L im

< %

— 24nt

Avec I'inégalité de la moyenne, on en déduit :

L (o r () (-0 () -5 () o<

(k+1)/n k 1 k (k+1)/n 1
o N (1
k/n n L m n
(k+1)/n k2 1 E\3 (k+1)/n 1
G R o

Donc :

/k(/iﬂ)/”f(t)dt_lf(k) — <> 6n3f”< )‘Sﬂj\i

En sommant ces inégalités, on obtlent
n—1

EZ:O Aii+l)/nf(t)dt_nf <n> o2 ( ) 6n3f” (i)‘émj\ig

k
Avec 'inégalité triangulaire et la relation de Chasles, on en déduit :

1
[ @t = () = 3-8~ 5zSals)] < 5y

1 1 1
IMm&mzéfww—%&uwwﬁ&w%w(m)
f' et f” sont continues donc :

Sn(f)—>/ f'(t) dt ce qu’on peut écrire Sy, ( /f )dt + o(1)

2
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Sn(f") ——— R / f"(t) dt ce qu’on peut écrire Sy, (f") / f"(t)dt + o(1)

Donc :

ﬂ:Afww—;AfwMHwC)

En reprenant ce qui précéde, on voit que f de classe C? suffit pour ce développement

donc : . - .
:/O f’(t)dt—%/o f”(t)dt+o(n)

On obtient alors :

Sn(f) = /Olf( dt——/f dt+m/ (¢ dt+0<1>

= [ rwa- T IO - o) 4o ()

0

2 Fonctions intégrables et intégrales impropres

2.1 Etudes d’intégrabilité

Exercice 3

10;1[—= R
Discuter selon la valeur de « de I'intégralité de la fonction f |In (1 — z)|*
T —

72

Correction

f est continue sur ]0; 1].
EnoO: f(z) ~ 2 =
Donc :

f est intégrable sur |0;1/2| <=2 —-a<l<=a>1

V1—2z|In(1—z)|* 0

x2—o¢

Enl:V1—-zf(x)= 5 -=0
1 x z—1- 1
Doncenl: f(x)=o0 (m>
On en déduit que f est intégrable sur [1/2;1[ (pour toute valeur de «).
Finalement :

f est intégrable sur ]0; 1[<= o > 1

2.2 Détermination de la nature d’intégrales

Exercice 4

400
Quelle est la nature de / 23 sin (%) dz ?
0
Correction
— R
Soit f R+

x> 23 sin (28)

f est continue.
+oo +oo
f(z)dz converge <— / f(z)dz converge
1

On effectue le changement de variable C! strictement croissant ¢t = 28 :



TD analyse 1 2025-2026 Chapitre 1, correction

+oo +00 gin t
/ 2% sin (2%) dz converge <= / —— dt converge
1 1 8Vt
R +oo gin ¢
D’apres les exemples du cours, / —— dt converge, donc :

1 8/t

+o0o
/ 23 sin (2%) dz converge
0

Exercice 5

1
Quelle est la nature de / sin (Inzx)dx ?
0

Correction

Soit, / 10;1] = R
? z — sin (In z)

f est continue.
vV €]0;1] |sin (Inz)| <1
Or x +— 1 est intégrable sur |0; 1] donc f est intégrable sur 0; 1].

1
Finalement : / f(z)dz converge (absolument).
0

Exercice 6 (Mines 2011)

+oo i
Quelle est la nature de / _Sme dz?
0 2 +1
Correction
R+ — R
La fonction f sin x est continue sur R,.
2+ 1
Au voisinage de 400 :
f(2) sin 1 sin x (1+ 1>1/2
xr == = _
T /14 1/2? x x2

= fuo()
x X

sinx 1
f(z) = . +O<x3>
+o0 gin z

D’apres les exemples du cours, / dz converge.

1 x

1 oo

Sig(x) = Ot <3) alors g est intégrable sur [1;+oo[ et / g(z) dz converge absolument
x 1

donc converge.

+oo
Par linéarité, / f(x) dx converge.
1 .
Finalement, par Chasles, / f(z)dz converge
0

Exercice 7 (Centrale 2011)
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400 1 o a0
Quelle est la nature de / w dz?

0 zf

Correction
Remarque préliminaire

RY — R
Jr
f { (r+1)® —z>  est continue sur R* , de signe constant (positive si o > 0, négative si
e T E—

B
a <0)
Dgr%g : e N
/ w dx converge <= f intégrable sur R’
0 X
En +oo:

(0% o (e 1 ¢ (e
(x4+1)%—2% = 2%(1+—-) —=x

: o
Doncsi a #0, (x +1)% — 2 ~ s
+oo 1)® — @
Sia=0,alors f =0 et / W dz converge.
0 T

Dans la suite, on suppose «a # 0.

f(x)’“xg%_a

f est intégrable sur [1;+00][ <— pf+1—-a>1
— (>«

En O
e Premier cas: o >0

(x4+1)*—=1letz*—0

1
f(z) ~ ]
f est intégrable sur |0;1] <= g < 1
e Deuxiéme cas : a <0
(x4+1)* = 1et 2% — +o00
f(a) ~ 2B gB-a
f est intégrable sur |0;1] <= f—a < 1

a=0
ou

dz converge <= <0<a<f<1

/+oo (l‘ + 1)04 _ l,a
0 8

ou

a < f <1+ a<1(laderniére pour exprimer a < 0)

Exercice 8 (Mines 2012)
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Soit f:xz— In (@) x sin (x) (z) x sin (m)

+oo
Montrer que / f(x)dz converge mais que f n’est pas intégrable sur R .
0

Correction

{R1—+R

Soit f sin x
Inz

f est continue gur R%.

Par les accroissements finis :

Ve € R |sinz| < |z|.

On en déduit :

Va €]0;1] [f(2)] < [Inz]

La fonction In est intégrable sur ]0; 1] donc f est intégrable sur ]0;1].

T —

1
Donc / f(x) dx converge absolument donc converge.
0

Inx 1—Inxz
IpPP = — "(z) =
u@) = @)=
V' (x) =sinz v(z) = —coszx

u et v sont de classe C! sur [1; 4+o0[ et u(x)v(z) —— 0
T—r+00

+oo 1-1
Donc / f(x)dz est de méme nature que / M
1 1 &z
1-1 1-1 1-1 1
x3/2cosx( nz) = cos nz) 0 donc coso(l = lnz) - (3)
xr2 \/E T—+00 x? T2

3 1
3 > 1 donc la fonction = — =7 est intégrable sur [1; 4o0[.
x

On en déduit que la fonction x +—

—+00
x

M est intégrable sur [1; +oo].

2
x

T cosz(l —Inzx

Donc / % dx converge absolument donc converge.
x

L
Donc f(x)dz converge.

1
Finalement :

+

/ f(x)dz converge.
0

Pour l'intégrabilité, on utilise :
sinz
Vo >e [f(z)] 2 lsin ]

ce qui nous rameéne au cours.
Exercice 9 (X 2015)

Soit « € R.
A t3
Montrer que / cos 3 + at | dt a une limite finie quand A tend vers +00 (on ne demande pas
0

de la calculer).

Correction
On va faire une intégration par parties en écrivant
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A t3 A 1 9 t3
/0 cos <3 +xt> dt:/o t2+a:(t + ) cos <3—|—azt> dt
mais t? + x peut s’annuler quand x est négatif, ce qui oblige & prendre des précautions.
R+ — R
Pour commencer, la fonction f <t3 ) est continue sur R;.
t — cos

Il existe tg > 0 tel que :

VE>tgt?+2 >0
+00 +oo
et f(t) dt est de méme nature que / f(t)dt.
0 to

[to; +o0[— R fo; ool > R
Soient u 1

et v ; . t3+ .
— —sin| —+4+x
2+ 3

w et v sont de classe C! et f = uv'.

+00 +oo
u(t)v(t) — 0 donc / f(t) dt est de méme nature que / o' (t)v(t) dt.
t——+o0 to to
Vit > to u'(t)v(t) 2t i t3+t O<1>d 'v est intégrabl [to; +o0]
W(t)o(t) = ——5——5sin | — +at | = O ( — | donc v'v est intégrable sur [to; +00].
=10 (£ + 1)? 3 3 & 0

+o0o
Donc / u'(t)v(t) dt converge absolument donc converge.
0

+oo
Finalement, / f(t)dt converge.
0

2.3 Calculs d’intégrales
Exercice 10 (X 2019)

+o0 2
I = / w du a>0
1 u
e Calcul
e lim [
a——+00
Correction
[1; +o00[— R
e Soit f In (a + u?)
U "
U

f est continue.
In(a+u?) 2In(u) 1

u? e T <u3/2)
Donc f est intégrable sur [1; +o0]

En +oo,

1 1
2z
— 2 / —
v(:c)-ln(a—i—a:) v'(x) P
u et v sont C sur [1; +oo[.
| 2 1
w(w)o(z) = n(a+x)N n(x) 0
X x T—+00
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L’IPP est justifiée.

dx oo

too 1 T
= e [ = 2| aretan ()]

= In(l1+4+a)+ \35 (72r — arctan (%)) =In(l+a)+ \ja arctan (v/a)

e lim =+
a——+00

Exercice 11 (Mines 2019)

Soient I =)0;+oo[ et E = {f € C'(I,C) tq Vs > 0 u f:i_i) est intégrable sur I}.
u+s
|I—=R
Pour f € E, on définit f oo f(u)
o [7 I,
0 U+ s

1. Soit L = {f € C°(I,C) intégrable sur I}.
Comparer L et E pour l'inclusion.

I —-R
2. Soit fa{ L
U ut

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles f, € E.
Montrer que f, est proportionnelle a f,.

3.7
Correction
1. e Soit f: I — C continue et intégrable sur 1.
Soit s € RY..
Yuel ‘ f(u)
U+ s

/]

avec — continue, a valeurs réelles positives et intégrable sur I.
S

_ Wl 1f ()]

u+s S

I—-C
Donc la fonction f(u)  est intégrable sur I.

U —
u—+s
On en déduit que f € E.

On a donc prouvé : L C E.

I—-C
e Soit f N 1
U

u+1
— f est continue sur I.
— Soit s € RY.
I1—-C
La fonction f(u)  est prolongeable en une fonction continue sur R donc
H
“ U+ s
elle est intégrable sur |0; 1].
De plus :
1 1 1
Vu € [1;400[ 0 < f(u) = ) < —
u+s u+lu+s = u
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[1; +oo[— R
avec 1 continue, positive et intégrable sur [1; 400l
U —

u2
I—-C
Donc la fonction f(u)  est intégrable sur [1; +ool.
U+ S
I—-C
Donc la fonction f(u)  est intégrable sur I.
“ U+ S

On a donc f € E.

Par contre f & L :
f(u) ~4o0 — donc f n’est pas intégrable sur [1; +oo] ni a fortiori sur I.
U
Finalement L est strictement inclus dans FE.

2. Pour tout a € R, f, est continue sur I.
Soit a € R.
fa(u) N 1
uts O osul-e
ful) 1
u+s 0 y2a
On en déduit :
FoeF—=l—-a<let2—-—a>1
puis :

’faeE@ae}O;l[‘

Soit a €]0;1].
Soit s € RY..
Le changement de variable C! strictement croissant u = st donne :

— - +o0 fa(u) B +oo Sa—lua—l
fa(s) - /0 U+Sdu_/() deu

—+o0 a—1
= 80‘_1/ Y du
0 14+u

et finalement :

t+1

_ . +oo pa—1
fa:fa(l)-fa: (/0 ! dt) 'foz

3. Cf Centrale PC1 1998
Exercice 12 (Mines 2016)

Soit (a,b) € R? avec a < b.

b
Existence et calcul de / x dzx.
a v(x—a)lb—1zx)

Correction
{]a; b[— R
Soit f x
—> d
T e—ab—a)
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f est continue sur |a; b|.

1
Siaoub=0,ily a un probleme pour I’équivalent mais f(x) = Oa< ) et f(z) =
r—a
1
Oy (m) donc f est intégrable sur |a; b[.
Vz €la;b] (x —a)(b—1z) = —ab+ (a+b)z—2?
b)? b)?
= —ab+ (atb) _ (:1;2— (a+b)x + (a—z ) )

_ (b4a)2_<x_a;b>2

e (e

On fait donc le changement de variable C' strictement croissant : ¢ =

b—a

1

b—a

/abm_j)mdm = /t(bgat*a;b)biam 5

b—a [} t

a+b/1 1
2 Joiv/1—t2

b
- ¢ —2i- [arcsint]!

dt par parité

m(a+b)
2

Exercice 13 (X 2016)
+o00 1
Montrer que / In (1 + 2) dx converge et la calculer.
0 x

Correction
]0; +o00[— R

Soit 1
/ x+—In <1 + 2)
x
f est continue.
1 1
En +oc, 1n<1+2> ~—
x x
Donc f est intégrable sur [1; +o0]

1 1
En 0, In <1+ 2) ~ In (2>
x x

(car 14 — ~ — et ce sont des infiniment grands)
x x
Donc f(z) ~ —2Inz.

Donc f est intégrable sur |0; 1].

10

dt

dt—l—a+b/1 L
2 Joa/1—1#2 2 Ja1—142
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IPP: J(z)=1 u(z) =z
1 2
—In(1+— '(z) =
v(x) n( +x2> v'(x) P
u et v sont C! sur R% .
1 1
u(x)v(z) =xln (1 + 1'2) ~ o 0

1
u(z)v(z) = zln (1 + 332) ~ —2zln (z) m 0
L’IPP est Justlﬁee

/0+°° ( )dx—2/+ool+x2— [arctan (2)]d> = 7

Exercice 14 (Centrale 2012)

ln (1 —¢2)
Tdt.

0
Montrer qu’elle converge et la calculer.

On considere l'intégrale

Correction
10;1[—= R
Soit f In (1 —t2)
b —— 7
t2
f est continue.

fit) — -1

t—>02
In(1—1t%)
T ~q— In (1 - t)
Comme In est intégrable sur |0;1/2[, par changement de variable (z =1 —1¢%) t +— In (1 —¢) est
intégrable sur [1/2;1]).
Donc f est intégrable sur |0; 1].

On fait une IPP :
u(t) =1In (1 —2), u/(t) =

V() = vt =

u et v sont C! sur ]0;1] et :

In (1 — ¢
u(tyo(ty = — =) -
Par contre u(t)v(t) — 400

t—1

—2t
1—¢2

On peut donc écrire :

/1—h1n(1—t2) & - _1n(1—(1—h)2)_2/1—hdt
0 t2 1—-~h 0 1—t2
- _1n(2h—h2)_ln(1+1—h)
1—h 1—1+h

1 h 2—h
= 1_h(ln2+lnh+ln(l—2>>—ln<h>

= (=1+h+oh)(In24+Inh+o(l))+Inh—In2—1In (1— Z)

= —In2—-Inh+o(l)+Inh—In2=-2In2+o(1)

11
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Finalement :

Exercice 15 (Mines 2021)

Soit A > 0. N
oo
Calculer (et montrer I’existence de) I = / e M |sin (¢)| dt.
0

Correction
L’existence est facile a justifier :
e La fonction t — e~ |sin ()| est continue sur R,.
o VtER, ‘e’” |sin (t)|‘ = e M|sin (1)] < e M
avec t — e~ intégrable sur R, (A > 0)
On en déduit que la fonction ¢ — e~ [sin (¢)| est intégrable sur R, .

De plus : I = lim e M [sin (¢)).

n—+o0 Jo

n

nr L - —1 rk+)m N
e Vlsin ()] = Z |sin (¢)] dt
0

k=0

= Z/ AWHRT) 5in (u + k)| du

- Z (/07r e M e M sin (u) du)

k=0

T A
= / e “sin (u uxE (7“>

0

™

™ k
déduit que I = u)d e / M sin (u)d
On en déduit que /0 “sin (u) du x Z ( ) 1= e "“sin (u) du

/ e Mgin(u)du = Im
0

14 e 7
1+ N2

2.4 Fonctions intégrables

Exercice 16 (X 2017)

Soit f:R. — R, de classe C!, intégrable et de dérivée bornée.
Montrer que f admet une limite en 400 et la calculer.

12
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Correction
Par hypothese, il existe une constante M € R tq :
Vo € Ry |f/(z) < M
Soit F' la primitive ;ie f nulleen O :
Vo € Ry F(x) = / £(b)dt.
Par hypothese, F((:]B) —— 1l eR.
T—r+00
Soit € > 0.
Soit €; > 0 a choisir plus tard.
Jrg € Ry tq Ve >z |F(x) =1 <€
On en déduit :
V(z,y) € [zo; +oo[* |F(z) = F(y)| = |F(z) =l +1 = F(y)| < |F(z) = | + [l - F(y)| < 26
Soit x > x¢ et h > 0 a choisir plus tard.

z+h
F(a:+h):F(x)+hF’(x)+/z (@+h—t)F () F(a)+ hf(z +/ (w4 h— ) F(£) dt

Pl = 1) / (z+h— 1)1 (1) dt

On en déduit f(z) =
On en déduit :

v\r—‘

F(x+h)—F(z 1 [zth
f) < FEENZEEN 2 1) a
z+h
%, M [Tth 2, M| (x+h—1)2]""
< =42 - it It R S A
= 7 + h/g: (x+h—t)dt 3 + h 5 )
< 261+Mh
- h 2

Rj_*)]R
Soit ¢ 2, Mh
hi— — + ——

h 2
¢ est de classe C! et :
2¢¢ M 1 /M
h '(h) = — = (Fhr-2 )
v>0¢() h2+2 h2(2 €1
Slonposeh0:21/]\2 on a :
€1
M2, /—
2€ M
|f($)‘ < 161 2 :2\/61M
9. /2L
M

Si on prend €; = YNYi alors, pour tout =z > xo, |f(x)| <e.

En revenant donc & la définition, on a prouvé f(x) —— 0.
T——+00

2.5 Comportements asymptotiques

Exercice 17 (Mines 2022)

+oo
Limite et équivalent quand x tend vers +oo de ™ / et dt.
€T

13
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Correction

V:U>Oez2/

xT

“+o00 —+o00 1
At = & / “te U dt
z t

+oo too —1-1 2
_ / =5 e~ dt | IPP facile & justifier
X

+oo g=t? 1 [* 2
V:):>()O§/ dt§—2/ et dt
< Jo

x t22
+o0 e—t +o00
Donc €% / 2 dt =o0 (e”2 / et dt).
’ o [0 2 :1E
Finalement : €” / e U dt ~ —.
. 2z

14



