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Opérateurs de moyenne

A rendre le jeudi 25 septembre 2025

On note C 'ensemble des nombres complexes, R ’ensemble des réels, R* ’ensemble des réels
non nuls, R% l'ensemble des réels strictement positifs et R* l’ensemble des réels strictement
négatifs. On note N ’ensemble des entiers naturels, N* I’ensemble des entiers naturels non nuls,
Z I'ensemble des entiers relatifs et Z* ’ensemble des entiers relatifs non nuls.

On note C° I’ensemble des fonctions continues sur R & valeurs dans R, Cg I’ensemble des fonctions
bornées appartenant a C° et Cg* I'ensemble des fonctions appartenant & C° et prenant leurs
valeurs dans RY.

On note ||.|| la norme de la convergence uniforme sur Cf : si f est continue et bornée sur R,

If]l = sup|f(2)|
z€R

Dans tout le probléme, la fonction f est un élément de C° et la fonction w un élément
de CS)F*.
1 L’opérateur de moyenne

Pour = € R*, on pose : ) N
oul@) = ey, SOR@a 1)

1. Montrer que la formule (1) définit une fonction ¢,, continue sur R* et qu’elle se prolonge
continiiment a R. Déterminer lin% V().
T—

On notera encore ¢, ce prolongement.

On note A, l'application qui & f fait correspondre ¢,,.

2. Montrer que A, définit un endomorphisme de C°; est-ce également un endomorphisme
de Cg ?

3. Démontrer que A, est injectif.

On dit que X\ est une valeur propre de A, sur Cl?v s’il existe u € Cl? non identique-
ment nulle telle que A, (u) = Au. La fonction u est alors un vecteur propre associé a la
valeur propre .
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4. Déterminer I'équation différentielle satisfaite par la restriction a R d’un vecteur propre
u de A,,.

5. Résoudre cette équation différentielle dans R* . Montrer que sa solution ne peut se pro-
longer par continuité en 0 que si A €]0; 1].

6. Dans le cas ou w est intégrable sur R, déterminer ’ensemble des valeurs propres de A,
et les sous-espaces propres associés (on pourra distinguer le cas A = 1.)

2 Le cas périodique

On suppose désormais que w est 7-périodique et que f est T-périodique, ou 7 et
T sont des réels strictement positifs.

T
7. Montrer que / w(t) dt tend vers +o0o quand x tend vers +oo.
0

8. Montrer que w admet un maximum et un minimum strictement positifs.

Périodes commensurables -
On suppose dans ce paragraphe que T est rationnel.

9. Déterminer 6 > 0 tel que pour tout x,
wx+0)=w(x)et f(zx+0) = f(x)
On note E l'application partie entiere de R dans Z, et pour € R,

X

Ey(z)=0F (9

) ouz € R

10. Représenter graphiquement la fonction Ey pour —20 < x < 36.

11. Déterminer A, (f) o Ep sur [k6; (k + 1)0[ ou k € Z*. Démontrer que
(Au(f) 0 Ep) (x) = Au(f)(0)

pour z € [0;6].
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12. Montrer que <O f wl]

13. Démontrer que, pour z € R

Al = Ao ) o < AL (Lol )

T min w min w

14. En déduire que A, (f) € C° et posseéde une limite lorsque = tend vers +o0o et en donner
une expression. Qu’en est-il lorsque x tend vers —oo ?

Périodes incommensurables
La fin du probleme fait appel a la théorie des séries de Fourier qui n’est plus au programme.



