TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 1
Normes, inégalités, convexité
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1 Exemples de normes

Exercice 1

Soient : E = {f :[0;7] = R C? tq f(0) = f/(0) = 0} et pour f € E :
N(f)= sup |f(z)+ f"(z)|

xz€[0;7]
N est-elle une norme sur E 7

Exercice 2 (Centrale)
Soit £ = M,,(K) avec K=R ou K =C.
1. Peut-on trouver une norme N sur E telle que, pour tout (A, B) € E?, N(AB) = N(BA)?

2. Peut-on trouver une norme N sur E telle que, pour tout (A, B) € E%, A semblable & B
implique N(A) = N(B)?
Remarque :
Cette question est réservée aux 5/2.

Exercice 3 (Mines)

Soit E = R[X]. On considére une partie non vide A de R.
On pose, pour P € E, N(P) = sup |P(z)].
€A
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit & valeurs réelles.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit une norme sur F.
Exercice 4 (Ens 2023)

La premiére question sera vue ultérieurement dans le cours d’algebre linéaire.
Exercice 5 (Ens 2023)
1. Soit f: R™ — R™ telle que : V(z,y) € R™ x R"™ (f(z) | f(y)) = (x| y).

Montrer que f est un automorphisme orthogonal.

n
2. On pose ||z]|; = Z | ;]
i=1
Montrer que pour tout (z,y) € R™ x R", on a :
o+ yll, + llz = ylly = 2(ally + lgll,) <= Vi € {L;...in} @y, =0
3. Déterminer les applications linéaires f de R™ dans R” telles que :
va € R" [|f(@)ll, =l
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1.1 Parties, suites et fonctions bornées

Exercice 6 (X 201/)

z1

1. Pour X = | : |, on pose || X| = nﬁix}] |z;].
1e|ln

Ln

Soit A € M, (R).

X oo

Montrer : sup (||[AX] )= max (Z |a”|> (ENS PSI 2024)

2. On considere cette fois-ci : || X||; = Z |2 .
i=1

Montrer : sup (|AX];) = max (Z!a”o
X1 =1

2 Inégalités avec des normes

Exercice 7 (Ens 2023)

On considére la suite de polynémes (P, )nen définie par Py =1, P = X et :

vn Z 2 Pn = QXPn_l — Pn—2

1. (a) Montrer que P, est de degré n. Quel est son coefficient dominant ?

(b) Montrer :
Vn € NVz € [-1;1] P,(z) = cos (narccos (x))

. P,

2. Pour tout n € N*, soit p,, = o1

Montrer : 1

Y €N* lpullo = sup (lpa(2)l) = 55

ze[—1;1

3. Soient y1,...,yn € [—1;1] deux a deux distincts et T'= (X —y1) ... (X —yn).

Montrer que ||pnllo < |75
4. Conclure concernant inf (X —y1) ... (X —un)ll

Y1,..,Yn 2 & 2 distincts dans [—1;1]

3 Fonctions convexes

Exercice 8

Soit f € C'(R) convexe et bornée.
Montrer que f est constante.

Exercice 9
Soit f: R} — R dle classe C2.
Soit g : x — xf ()

x

Montrer que f est convexe si, et seulement si, g est convexe.
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Exercice 10

Soit f € C*(R).
Montrer : wir
f convexe <= Va € RVr >0 / f(t)dt > 2rf(a)



