TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 1
Normes, inégalités, convexité
Correction

941

1 Exemples de normes

Exercice 1

Soient : E = {f:[0;7] = RC? tq f(0) = f/(0) =0} et pour f € E :
N(f) = sup |f(z)+ f"(z)|

z€[0;m]
N est-elle une norme sur E 7

Correction
— Pour tout f € E, |f+ f”| est continue sur le segment [0;7] donc elle y est bornée et
atteint ses bornes. Donc N(f) = sup |f(x)+ f"(z)] = max |f(z) + f"(x)| est bien
xe|0;m

ze|0;m
définie et appartient a R .

VFEe EVAERN(Af) = sup |[M(z)+ \f)"(@)| = sup |M(z)+ Mf"(x)]
z€[0;7] z€[0;7]
= sup [A(f(z)+ ()] = sup (]N|f(z)+ f"(x)])
z€[0;7] z€[0;7]
= | sup [f(@)+ ()] car A >0
z€[0;7]
= [AI N(f)

—SmththN(f):O

Vo € [0;7] f(z) + f"(x) =

Donc :

3(A, B) € R? tq Vx € [0;7] f(x) = Acosz + Bsinx

f € E donc f(0) = f/(0) =0. On en déduit A = B =0 et donc f = 0.
— Soit (f,g) € E2.

Vo e [07] [(f +9)(@) + (f+9)"(@)] = [f@)+g@)+f(z)+g"(2)]
< [f@@)+ (@) + |g(x) + ¢" (@)
< N(f)+ N(g) indépendant de x
Done N(f+g)= sup [(f+g)(z)+ (f+9)"(x)] < N(f)+N(g)

z€[0;7]
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Exercice 2 (Centrale)

Soit £ = M, (K) avec K=R ou K = C.
1. Peut-on trouver une norme N sur E telle que, pour tout (4, B) € E?, N(AB) = N(BA)?

2. Peut-on trouver une norme N sur E telle que, pour tout (A, B) € E%, A semblable & B
implique N(A) = N(B)?
Remarque :
Cette question est réservée aux 5/2.

Correction

. (0 0 (11
1. Soient A = (O 1) et B= (O 0).

0 0 0 1
e (3 ) eman (32).

Donc N(AB) =0et N(BA) # 0.

Donc la réponse est NON.

On peut aller plus loin :

Sin =1, le produit est commutatif donc toutes les normes conviennent.

Pour n > 3, la réponse est non car on peut trouver deux matrices A, et B, telles que
A,B, # B,A,.

11 suffit de définir ces deux matrices par blocs : A, = (61 2) et B, = <103 8)

. ([0 € (0 1
2. Soient A, = (0 0) avec € # 0 et B = (O 0).

A, et B sont semblables :

si B = Mat ., ¢,)(u) alors Ac = Mat(c, ce,)(u).
A —— 0 donc N(A.) — 0.
e—0 e—0

Or N(B) # 0 donc la réponse est NON.

Autre méthode

On suppose qu'il existe une norme N sur E telle que, pour tout (A4, B) € E? A semblable
a B implique N(A) = N(B).

VA€ EVYP € GL,(K) PA= P.(AP).P~!

Donc :

VA€ EVP € GL,(K) N(PA) = N(AP)

et puisque toute matrice carrée est la limite d’une suite de matrices inversibles :
V(A,B) € E? N(AB) = N(BA) : absurde.

Exercice 3 (Mines)

Soit E = R[X]. On considére une partie non vide A de R.
On pose, pour P € E, N(P) = sup |P(x)|.
€A
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit & valeurs réelles.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit une norme sur F.

Correction
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1. Si N est a valeurs réelles, on a :
N(X) =sup|z| € R donc A est bornée.
T€A

Réciproquement, on suppose A bornée.
dM eRy tqVz e A x| <M
n

Soit P =Y a,X" € R[X].
k=0
(je ne suppose pas a, # 0 ce qui évite de distinguer le cas P = 0).
n

n
Ve e A |P(x) < Jar| |2)f <3 Jag| MF e R
k=0 k=0
Donc sup |P(z)| € R
T€A
Finalement :
N est a valeurs réelles <= A bornée

2. On suppose que N est une norme sur F.
N est a valeurs réelles donc A est bornée.
Supposons A finie : A = {x1;...;2,} (A # 0 par hypothese)
N({(X—z1)...(X —ap)) =0avec (X —z1)... (X —z,) #0

C’est absurde donc A est infinie.

Réciproquement soit A une partie infinie et bornée de R.
D’apres 1., N est a valeurs réelles.
VP € R[X]| N(P) =sup (|P(z)] >0) >0

€A

De plus :
N(P)=0 <= VYreA|P(x)=0
< VYreAP(x)=0
<= P =0 car A est infinie
De plus :

VP e RX]VAeRN(AP) = sug (|A\P(x)|) = 21613 (M| P(x)])

S
= [Alsup (|P(2)]) car |A] € Ry
z€A
= [AIN(P)
Enfin soit P et Q € R[X].
Vo € A |P(z) + Q(z)| < |P(x)| + |Q(x)| < N(P) + N(Q) indépendant de x.
Donc N(P+ Q) < N(P) + N(Q).

Finalement :
N est une norme sur R[X] <= A est infinie et bornée

Exercice 4 (Ens 2023)
Exercice 5 (Ens 2023)

1. Soit f:R™ — R" telle que : V(z,y) € R* x R" (f(z) | f(y)) = (z | y).
Montrer que f est un automorphisme orthogonal.
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n
2. On pose ||z||; = Z |;.
i=1
Montrer que pour tout (z,y) € R” x R” on a :
2 +ylly + Iz —ylly = 2(lly + [lyll,) <= Vi € [1;n] ziyi = 0
3. Déterminer les applications linéaires f de R™ dans R” telles que :
Ve e R [|f(2)ll, = ll=]l,

Correction

1. Cette question a été traitée en cours.
Voici une autre méthode.
On commence par remarquer que la conservation du produit scalaire entraine la conser-
vation de la norme.

Soit (z,y) € R"® x R™ et (\, ) € R2.

If Az + py) — M (2) — pf(y)]>

= IfOa+uy)|? + X F @) + 12 | F W7 — 2M(f 2 + py | f(=))
=2u(f(Ax +py | f(y) + 2 u(f(z) | f(y))

= Az +pyl? + N lz|® + 22 lylI* — 2A Oz + py | )
—2u(Ar + py | y) + 2 (2 | y)

= Az +py — Az — pyl)?

— 0

Donc f est une application linéaire. Comme elle conserve le produit scalaire, c’est un
automorphisme orthogonal.

2. Supposons |z +yll; + [z — yll; = 2(|z(l, + [[yll,)-
On a [z, + [yl — =+ ylly + [lzll; + lyll, = lz =y, = 0.
Mais avec I'inégalité triangulaire : ||z +yll; < 2|, + [lyll; et [z —yll; < [lzlly + llyl,
donc :

[z +ylly = llzlly + lylly et [lz =yl = =l + [yl
n n

On a donc :Z(ml + lyil — |zi + yi]) =0 et Z (lwi| + yil = |z —wil) =0
i=1 i=1

Mais avec I'inégalité triangulaire :

Vi€ [Lin] |zi| + [yil — |zi + vil = 0 et |zi| + |yi| — |zi —vil =0

Donc :

Vi€ [Lin] |z + yil = |zl + [vil et |z — vl = |zi| + |uil

Donc :

Vi€ [1in] |z + yil = |z — yil

Elevé au carré cela donne :

Vi€ [1;n] (2 +vi)? = (x5 — y:)?

En développant, on a :

Vi € [[1;n]] ‘7}? + yf + Qxiyi = 3312 + yiz - 2xz~yi

et finalement :

Vi € [1;n] iy =0

Réciproquement, on suppose :
Vi€ [1;n] z;y; =0
Soit i € [1;n].
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x;y; = 0 donc x; = 0 ou y; = 0.

Si z; =0 alors |z; + yi| = |yi| = |@il + |vil et |z — vl = |-y = |@i] + |vil-
Siy; = 0 alors |x; + yi| = |zi] = |2 + |yil et |z — il = || = |@i] + |yil-
Donc :

Vie [L;n] |2+ yil + e — yil = 2] + 2 yil

En sommant, on obtient : ||z +yl|; + [z — yll; = 2([lll; + yll,)-
3. Soit f un endomorphisme de R" qui conserve la norme ||.||;.

Soit (z,y) € R™ x R™ tel que pour tout i € [1;n], z;y; = 0.

1f(x) + flly + 1 f(=) = fWll, = If@+yll, +If(xz—y)ll, car on suppose f linéaire
= [z +uylly +llz -yl
= 2(|llly + llylly)

= 2(lf@)l; + 1IfF W)

Si on prend pour z et y les vecteurs de la base canonique, on a :

V(i k1) € [1;n]? avec k # I, m;gm;; =0

Sur chaque ligne, il y a au plus un coefficient non nul.

Mais f est bijective : a cause de la conservation de la norme, son noyau est réduit a {0}.

Donc sur chaque ligne, il y a un et seul coefficient non nul.

[1;n] = [1;n]

i — j tq a;; est I'unique coefficient non nul de la i-éme ligne de Matcqn (f)
f est un automorphisme de R™ donc chaque colonne contient au moins un coefficient non

nul. On en déduit que o est surjective puis que o est une permutation de [1;n].

On peut donc définir o {

f est donc de la forme (21,...,2Zn) = (A1Z5(1); - - - OnTo(n))-

En éerivant |[£(e;)ll; = [le;],, on obtient |ag-1(;)| = 1.
R™ — R"

Finalement, f est de la forme { ou o est une per-
(mla s ’xn) = (ixa(l)a SR ixa(n))

mutation de [1;n].
La réciproque est triviale.
Il y a donc 2"n! endomorphismes de R™ qui conservent la norme ||.|;.

1.1 Parties, suites et fonctions bornées

Exercice 6 (X 201/)

71

1. Pour X = | : |, on pose || X||, = max_|z;|.
’ i€[1;n]
In

Soit A € M, (R).

Montrer :  sup (|[AX] )= max (Z| m|)

X1l oo =1
n
2. On considere cette fois-ci : || X||; = Z | ]
i= 1

Montrer : sup (||[AX];) = max |a; ;|
IXIh=1 seliin] Z h
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Correction
n
1. On note M4 = igﬁiﬁ]] (]Z_:l ]am\) )
x1
Soit X = | : | tel que || X|| = 1.
Tn
n
[AX|l = ax, jZlai,j Z; )
n
n
S max jzl |aij| !%‘)
n
< s (Lo ||X||oo)
n
S max jleam'l) car [ X[/ =1

< My

n
De plus, il existe ig € [1;n] tel que Z laig,j| = Ma.

j=1
1

Soit Xg = [ : | tel que z; =1 si a;,; > 0, —1 sinon.
Tn
| Xolloo =1et:

n n
My > [[AXollo = D aig x| = D laiyj| = Ma
j=1 j=1

On a donc établi :
i Pour tout X € R" tel que | X =1, |[AX] < My
ii Il existe Xy € R™ tel que || Xol|,, =1 et |4 Xo|, = Ma

D’ou le résultat et plus précisément :

max AX = max Qi i
(14X = max (gw ,J|)

n
2. On note Ny = max la; ;| |
jeltn] \;4

1=
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1
Soit X =

In

1A Xy

IN

IN

IN

IN

tel que || X||; = 1.

/N

n n
Z(I%! Na)=Na Y |zj|=Na

J=1

n
De plus, il existe jp € [1;n] tel que Z lai jo| = Na.

i=1

Soit Xg le vecteur d’indice jy de la base canonique.

a17j0
AX, =

Qn,jo

donc || Xol|; =1 et ||AXo|; = Na.

On conclut comme dans le premier cas.

1.2 Inégalités avec des normes

Exercice 7 (Ens 2023)

On considere la suite de polynémes (P,),en définie par Py =1, P;

vn > 2 Pn = ZXPn,1 — Pn,Q

=X et:

1. (a) Montrer que P, est de degré n. Quel est son coefficient dominant ?

(b) Montrer :

Vn € NVzx € [-1;1] P,(z) = cos (narccos (x))

. P

2. Pour tout n € N*, soit p, = o1

Montrer : )

v € N* |Ipnlle = sup (Ipa(@)l) = 55

ze[—1;1]

3. Soient y1,...,yn € [—1;1] deux & deux distincts et T'= (X —y1) ... (X —yn).

Montrer que ||pnllo < [T o
4. Conclure concernant (X =y1) ... (X =)l

Correction

1. (a) Pour tout n € N*, soit P(n)
Py = X donc P(1) est vraie.

in
Y1,---syn 2 & 2 distincts dans [—1;1]

: P, est degré n et de coeflicient dominant

P
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P, = 2X? — 1 donc P(2) est vraie.
On suppose que P(k) est vraie pour tout k compris entre 1 et n (n > 2).
Pn+1 =2XP, — Py
X P, est de degré n+ 1 et P,_1 est de degré n — 1 donc P, est de degré n + 1.
De plus le coefficient dominant de P,4; est celui de 2X P, ie 2 X =1 — 97 donc
P(n+ 1) est vraie.
(b) Pour tout n € N, soit P(n) : Vo € [—1;1] P,(z) = cos (narccos (x))
Vz € [—1;1] cos (0arccos (x)) = cos (0) = 1 = Py(x)
Vz € [—1;1] cos (1 x arccos (z)) = = = Py ()
On suppose que P(k) est vraie pour tout k compris entre 0 et n (n € N*).

V(a,b) € R? cos (a) + cos (b) = 2 cos <a2+b> cos <a - b>

2
Donc :
Vz € [—1;1] cos((n + 1) arccos (x))+cos ((n — 1) arccos (z)) = 2 cos (n arccos (x)) cos (arccos (x))
Donc :

Vz € [—1;1] cos ((n + 1)arccos (z)) = 22P,(x) — Py—1(z) = Pot1(2)
Donc P(n + 1) est vraie.

Remarques
— On peut s’en sortir avec des formules de trigonométrie plus élémentaire :
Pour tout n € N, soit P(n) : Vo € [—1;1] P,(z) = cos (narccos (z))
Va € [—1;1] cos(0arccos (x)) = cos (0) =1 = Py(x)
Vz € [—1;1] cos (1 x arccos (z)) =z = Pi(x)
On suppose que P(k) est vraie pour tout k compris entre 0 et n (n € N*).

Vo € [—1;1] cos((n + 1)arccos (z)) =
= cos (narccos (z)) cos (arccos (x)) — sin (n arccos (x)) sin (arccos (x))

= xP,(x) — sin (narccos (x)) sin (arccos (x))

sin (arccos( )) est facile a calculer :

cos 2 (arccos ()) + sin (arccos (x)) =1 donc :
sin? (arccos (z)) = 1 — 22

Or arccos (z) € [0; 7] donc sin (arccos (x)) > 0.
On en déduit : sin (arccos (z)) = V1 — 22

Par contre, sin (narccos (z)) est difficile a calculer. Pour I'éliminer, on calcule :

Vz € [-1;1] cos((n — 1)arccos (z)) =
= cos (narccos (x)) cos (arccos (z)) + sin (n arccos (z)) sin (arccos (z))

= xP,(x) + sin (narccos (z)) sin (arccos (z))

On en déduit :

Vo € [—1;1] cos ((n — 1)arccos (z)) 4 cos ((n + 1) arccos (z)) = 2z P, (x)

Donc :

Vz € [—1;1] cos((n+ 1)arccos (z)) = 22P,(x) — Ph—1(z) = Pyt1(2)
— On peut procéder différemment.

Soit x € [—1;1].

Pour tout n € N, on pose u,, = P,(x).

La suite (up)nen vérifie la relation de récurrence linéaire a deux pas :
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Unt2 — 2TUp11 + Uup =0
L’équation caractéristique est 7> — 2zr + 1 = 0 ou encore (r — z)? + 1 — 2% = 0.
On suppose désormais = €] — 1;1].
L’équation caractéristique a deux racines complexes (non réelles) conjuguées :
x—iv1—2z?et x4 iv1— a2
2 +iv1 — 22 est de module 22 + vI — 22 = 1 et de partie imaginaire positive
donc il existe 6 €]0; 7| tel que = +iv/1 — 22 = %
cos (0) = x avec 6 € [0; 7] donc 6 = arccos (z).
Il existe donc deux constantes A et B telles que :
Vn € N u,, = Acos (narccos (z)) + Bsin (n arccos (z))
n=0donne A =uy=1
n =1 donne x = A cos (arccos (z)) + Bsin (arccos (z)) = x + Bsin (arccos (z))
arccos (z) €]0; w[ donc sin (arccos (z)) > 0 et B = 0.
On a donc :
Vn € N P,(x) = u,, = cos (narccos (x))
On a donc prouvé :
Vn € NVz €] — 1;1[ P,(x) = cos (narccos (x))
Par continuité, on en déduit :
Vn € NVz € [-1;1] P,(z) = cos (narccos (z))
2. p, est unitaire, ce qui va étre utile pour la suite mais dans cette question, il s’agit de
prouver que || Py,||, = 1.

Soit n € N*.

Soit = € [—1;1].

|P,(z)| = |cos (narccos (z))] < 1
De plus :

| P, (1)] = |cos (narccos (1))| = |cos(n x 0)] =1
Donc || P, =1
3. On raisonne par ’absurde.
On suppose | < [[pn
On s’intéresse aux = € [—1;1] tels que [py(x)| = ||pn|l (cette indication a été fournie
par 'examinateur mais quand ?)
Cela revient a chercher les z € [—1;1] tels que cos(narccos(z)) = £1 ou encore les

x € [—1;1] tels que narccos (x) € 7Z .
T

On pose donc pour tout k € [0;n], xp = cos (
n

La fonction cos est strictement décroissante sur [0; 7] donc —1 =z, < zp_1 < -+ <21 <

o = 1.

Vk € [0;n] (pn — T)(zk) = pulzr) — T(zk)

Mais [T'(x1)| < [T < l[Pnlloo €t [pn(F)[ = [[pnllo done (pn—T)(x1) ale signe de pn (zy).

1
pn(zr) = —— cos(narccos(xy)) car xy € [—1;1]

on—1
_ 1 km km )
= gy oos|n-)car —= € [0; 7]

(="

2n—1

(pn — T)(x) a donc le signe de (—1)*. On met ainsi en évidence n changement de signe
(strict) du polynéme p, —T. p, — T a donc au moins n racines.
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Mais p,, et T sont unitaires de degré n donc p, — T est de degré au plus n — 1.
On en déduit que p, — T =0 ie p, = T, ce qui contredit ’hypothese ||p,| > ||T|
On a donc prouvé :
1T oo > lIPnll -

4. Le polynéme p,, est scindé a racines simples toutes dans [—1;1].

(2k — 1)71')'

[e.9]

Pour tout k£ € [1;n] soit y; = cos <

2n
2k —1
Vke[[l;n]]0<g<ﬂ
Donc les yy, sont n nombres deux a deux distincts dans | — 1;1].
1
pul(yr) = ST €08 (narccos (yg)) car yi € [—1;1]
1 (2k — )7 (2k — 1)m
= o1 cos (n o ) car o € [0; «]
=0

On a mis en évidence n racines deux a deux distinctes de p,, unitaire de degré n donc on

a toutes les racines de p, qui est scindé & racines simples toutes dans | — 1; 1].

Donc l'inf évoqué dans ’énoncé est en fait un minimum et vaut on Tt

2 Fonctions convexes
Exercice 8

Soit f € C}(R) convexe et bornée.
Montrer que f est constante.

Correction

Soit ty € R.

f est convexe donc :

vVt e R f(t) > f(to) + f'(to)(t —to)

Si f'(to) > 0 alors f(t) —— +oc.
t——+o00

C’est absurde car on a supposé f bornée.

Donc f(ty) < 0.

Si f'(to) < 0 alors f(t) o oo

C’est absurde car on a supposé f bornée.

Donc f'(ty) = 0.

On a donc prouvé :

VieR f'(t) =0

On en déduit que f est constante.

Remarque

L’exercice est juste sans ’hypothése f bornée mais la solution est plus complexe et plus longue.

Supposons f convexe et bornée.

10
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Soit g = f — f(0).
V(z,y,t) € Rx R x [0;1] g((1 — t)x + ty)

f(1 =tz +ty) — f(0)
(L=t)f(x) +tf(y) — (1 —=1)+1)f(0)
(L=0)(f(z) = f(0)) +t(f(y) — f(0)) = (1 —t)g(x) + tg(y)

VANVAN

g est donc convexe et bornée.
Soit x et y deux réels tels que 0 <z < y

x:my+<1—)0avece[0 1]
Y Y Y

On en déduit g(z) < gg(y) + (1 - z) g(0) = —g(y)

g(x)

x
Yy
Done g(y) = y=
Si g(z) > 0 alors g(y) ——— 400 : c’est absurde.

Yy—r—+00
Donc :

Vr>0g(x) <0
Soient x et y deux réels tels que y < = < 0.

x:nyr(l)OavecE[O 1]
Y ) Y

On en déduit g((x))S gg(y) + (1 — Z;) g(0) =
9\r)

9(y)

Donc g(y) >y
Si g(z) < 0 alors g(y) —— 400 : c’est absurde.
Yy——00

Donc :
Ve <0g(x) >0

Soit h {R - R
z— g(—x)
h est bornée et convexe :
V(z,y,t) ERXxR X [0;1] A((1 —t)z +ty) = g(=((1-t)z+ty)) =g (1 —t)(—2) +t(-y))
< (1-t)g(—2)+tg(—~y) = (1 = t)h(z) + th(y)

D’apres ce qui précede :
Ve >0g(—x)=h(z) <0

Donc :

Ve eR_g(z) <0

De méme :

Vr <0g(—x)=h(z)>0
Donc :

Vr e Ry g(z) >0
D’ol g nulle sur R et f = f(0) est constante.

Exercice 9

Soit f: R%} — R de classe C2.
1

Soit g : x — xf ()
x

Montrer que f est convexe si, et seulement si, g est convexe.

11
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Correction
g est également de classe C? sur R% et :

vz € R* ¢'(z) f CU) B %f/ (;)
@ =~ () e () (0

()

[ convexe <= Vz e R f'(z

On en déduit :

0

— VzeR: f"
1

7N

) >
1 | Lo o
- >0 car p décrit RY quand z décrit R’
) =0

— VzeR] ¢'(x

<= g convexe

La propriété de 1’énoncé est vraie avec f seulement supposée convexe mais la solution est plus
complexe :

On suppose f convexe.

Soient x et y deux réels tq 0 < z < y et t €]0,1[ (les casx = y ou t = 0 ou 1 sont clairs).
Ona:0<x<(1—t)x+ty<3{

1 1
Donc0< - < i —m < —
y (QI—-thr+ty =

1 1
DOHC m = (1 — S)E + 85 avec s E]O, 1[
t
s=— 0 (calcul trivial)
(1—t)z +ty

o(1=Dz+ty) = (1—He+ty)f (1)

T Y
< (A=t +ty) <<1—S>f (i) +sf (i))
< o) ()
< (1—t)g(x) +tg(y)

Donc g est convexe.

Réciproquement on suppose g convexe.

Ve > 0zg (i) = xif(x) = f(z)

Donc, d’apres ce qui précede, f est convexe.

Exercice 10
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Soit f € C=(R).

Montrer :

a+r
f convexe <= Va € RVr >0 / f(t)dt > 2rf(a)

Correction
— =
f est convexe donc :
V(a,t) € R f(t) > f(a) + f'(a)(t — a)
On en déduit :

W(a,r) € R x R, /Wf(t) it > /aw (fla) + f'(a)(t — ) dt

a—r —r
(t o a)2‘| a+r

> %ﬂ®+fw% .

> 2rf(a)

a—r

[
Soit F' une primitive de f.

/aawf(t)dt = F(a+r)—F(a—r)

-r
7"3

2 3 2
= Fa) +rfa) + 5 f'(a) + = f"(a) = (F(a) —rfla) + 5 f'(a) = 5

f”(a)) +o(r?)

3
= 2rf(a)+ gf”(a) + o(r?)

Donc f"(a) = lim <F(a +r) - F(;L —r) = 2rf(0)
r—0+ r /3
1" (a) est la limite d’une quantité positive donc f”(a) > 0.
Comme c’est vrai pour tout a € R, f est convexe.
Autre méthode
On raisonne par ’absurde : on suppose que f n’est pas convexe.
Jda € R tq f"(a) < 0.
Par continuité de f” :
Ir>0tqVtela—ria+r] f(t) <0
/" est donc strictement décroissante sur [a — r;a + 7).
Soit t €]a;a + 7).
Par les accroissements finis :
s cast] t 10O _ i < g0
On en déduit f(t) < f(a) + f'(a)(t —a)
Soit t € [a — 7;al.
Par les accroissements finis :

ds €]t; af tq f(ti:(]:(a) = f'(s) > f'(a)

On en déduit f(t) < f(a) + f'(a)(t —a)

Vt € [a—ria+r]\{a} f(t) < fla) + (t —a)f'(a)
On en déduit :

a-+r a+r
[ < [T (@) + £t - ) de =2 f@)

-r -r
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C’est absurde.
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