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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € L(F) diagonalisable.
Soit A1,..., A, ses valeurs propres (2 a 2 distinctes).
e Le point de vue géométrique

p
u est diagonalisable donc E = @ Ej, (u).
i=1

P
Pour tout i € [1; p], soit p; le projecteur sur Ej, (u) parallelement & @ By, (u).

j=1
JFi
Sii# j, Im(pj) = E),(u) C Ker (p;) donc p;op; =0
On a donc :
V(i,7) € [1;p]? pi o pj = &ijpi
Soit x € E.
p
M(zq,...,zp) € By x -+ x E th:in.

i=1
p; est application qui a x associe x;.

Vn e Nu"(x) = iu"(:cz) = i/\?azi cf 4.1
On a donc : , = =
Vn e Nu" = Z)\ani

e Le point deijrlue algébrique

P
Le polynome P = H(X — A;) annule w.
i=1
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Pour tout ¢ € [1;p], soit L; = € K,_1[X] et p; = Li(u) € L(E).
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Soit i € [1;p].

Vi € [[l;p]] Lz’()\j)z = (5127] = (51,] = Li()\j) car 5i,j =0oul.

Donc le polynéme P divise le polynéme L? — L; : L? — L; = Q; P avec Q; € K[X].
On en déduit p? — p; = L?(u) — Li(u) = Q;(u) o P(u) = 0 : p; est un projecteur.
Soit j € [1;p] \ {i}.

Les racines de L;L; sont A; et \; simples et A\, k € [1;p] \ {¢;j} doubles.

Donc P divise L;L; et p; o p; = 0.

Soit n € N.



Algebre linéaire, chapitre 2 2022 - 2023

M(Qn, Ry) € K[X] tq X" = P(X)Qn(X) + R, (X) avec le degré de R, strictement infé-
rieur a celui de P

Vi € [1;p] A7 = P(Xi)@n (i) + Rn(Xi) = Rn(Ni)

u" = P(u)Qn(u) + Rn(u) = Rn(u)

R, € K,_1[X] donc d’apres le cours sur 'interpolation de Lagrange :

p
Ry =) Rn(\)Li
=1

P P
On en déduit u™ = Ry, (u) = Z R, (\i)pi = Z \i'Di
i=1 i=1



