ALGEBRE LINEAIRE
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Chapitre 2
Correction

941

1 Recherche d’éléments propres
Exercice 1 (Mines 2015)

CO(R,R) — CZ(R, R)

fe (x H/O f(t)dt+f(x))

1. Montrer que 7' est un automorphisme de C°(R,R).

T

2. Quelles sont les valeurs propres de T'7
Correction
Soit f € C°(R, R).
xX
D’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel-intégral, la fonction x — / f(t)dt est
0

continue sur R.

On en déduit que T(f) € C°(R,R).
Passons a la linéarité de T'.

Soient (f,g) € C°(R,R)? et (\, u) € R2.

Ve e RT(Af + pg)(x) = /Ox(Af +ng)(x) dz + (Af + pg)(z)
= [ @)+ ng(a)) do+ Af(a) + ng(a)
= A /z f(z)dz + u/z g(t)dt + Af(x) + pg(x) linéarité de 'intégrale
0 0
= AT(f)(z) + uT(g)(x)

Done T(Af + pg) = AT(f) + pT'(g).
T est donc une application linéaire de C°(R, R) dans C°(R, R) ie un endomorphisme de C°(R, R).
Soit f dans le noyau de T'.

v € 01 f(a) = — [ Sty

0

Sous cette forme, f est C! et f(0) = 0.

En dérivant, on obtient f'(z) = —f(x) et f(x) = Ce 7.
Avec f(0) =0, f est la fonction nulle.
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T est injective.

Soit g € CO(R, R).

L’équation différentielle 4/ + y = g(x) a une solution, et une seule, nulle en 0, on la note F.
F est de classe C! et on peut donc définir f = F' € CY(R,R).

F étant nulle en 0, F(z) = /I ft)dt et T(f) =g.
Soit A € Ret f € CO(R,R) fels que T(f) = Af.
vz € [0;1] /xf(t) dt = (A — 1) f(x).
° Prerrolier cas : A =1
vz € [0 1] /xf(t)dt:O
On dérive : 3‘“ =0.
e Deuxiéme cas : A # 1

On divise par A — 1, et on en déduit que f est de classe C'.
On peut dériver :

vz € [0;1] f(z) = (A = 1)f'(2).
De plus 0 = (A — 1) f(0) donc f(0) = 0.

f est solution de y' = ﬁy donc :

dC e RtqVzr € R f(z) = Cexp <>\f1>
f(0) =0 donc C =0 et f est la fonction nulle.

Finalement, T n’a aucune valeur propre.

2 Propriétés des éléments propres

Exercice 2 (Mines 2019)

Soit £ un K-ev de dimension finie ou infinie et u et v deux endomorphismes de FE.

1. Soit A une valeur propre non nulle de u o v.
Montrer que A est valeur propre de v o u.

X et v
Pl—>/ P(t)dt {
0

Déterminer Ker (u o v) et Ker (v o u).
Commenter.

2. On prend E = R[X], u

3. On suppose que F est de dimension finie.
Montrer que si 0 est valeur propre de u o v alors 0 est valeur propre de v o u.

Correction

1. Soit x un vecteur propre de uv associé a la valeur propre A.
wv(x) = Ax.
Donc (vu)(v(z)) = Av(x).
Si v(z) = 0 alors uv(z) = u (v(x)) = 0 donc Az = 0.
x est un vecteur propre donc z est non nul et A = 0.
C’est absurde donc v(z) est non nul et c’est un vecteur propre de vu associé a la valeur
propre A.
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) E— FE
e P P(X) — P(0)

Ker (uov) = Ro[X] et 0 est valeur propre de u o v.
vou = idgx), Ker (vou)= {0} et 0 n’est pas valeur propre de v o u.
L’implication de la premiére question n’est pas valable en dimension infinie.

3. Si 0 est valeur propre de uv, c’est que uv n’est pas inversible. vu ne peut alors ’étre
(det (vu) = det (uv) = det (u) det (v)) et 0 est valeur propre de vu.

3 Diagonalisation : le point de vue géométrique
Exercice 3 (CCP 2024)

Soit A € M, (R) telle que A% = 24 et (A, I,,) libre.
On considere f € £L(M,(R) définie par :
VM € M,(R) f(M) =AM

1. Déterminer f2 = fo f.

2. f est-elle diagonalisable 7 Trouver son spectre.

Correction
1.
VM € Mu(R) f5(M) = f(f(M))=f(AM) = A(AM) = A°M
2AM =2f(M)
Donc f? = 2f.
2. Le polynéme X2 —2X = X (X — 2) est scindé & racines simples et annule f donc f est
diagonalisable.

Le spectre de f est inclus dans ’ensemble des racines de P donc dans {0;2}.
f est diagonalisable donc Sp(f) # 0.

Supposons Sp(f) = {0}.
f étant diagonalisable, on aurait f = 0.

En particulier A = AL, = f(I,) =0 et (A, I,) est liée.

Supposons Sp(f) = {2}.
f étant diagonalisable, on aurait f = 2Id.

En particulier A = Al, = f(I,) = 21, et (A, I,) est liée.
Finalement Sp(f) = {0;2}.

Exercice 4 (CCP 2023)

Soit E = {(un)neN e RN tq Vn € Nupig — 2upnys — 1o + 12wy 1 + 36u, = 0}
1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. S (p R
Oll
(UH)TLEN <u07u17u27u3)

Montrer que ¢ est un isomorphisme.
Donner la dimension de E.

3. Montrer que lapplication T": (up)pnen = (Un+1)nen est un endomorphisme de E.
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4. Montrer que T% — 273 — 117% 4+ 12T + 36idg = 0.
Montrer que (T — 3idg)? o (T + 2idg)? = 0.
5. Donner les valeurs propres possibles de T'.

6. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de 7.
Est-ce que T est diagonalisable 7

7. Montrer :
e Ker ((T — 3idg)?) NKer ((T + 2idg)?) = {0}
o Im ((T + 2idg)?) C Ker (T — 3idg)?)
e E=Ker (T - 3idg)?) ® Ker ((T + 2idg)?)

8. Donner une base de E.

Correction

1. On montre que E est un sous-espace vectoriel de R".
e FCR"
e La suite nulle appartient a F.
e F est stable par combinaisons linéaires.
Soit u = (up)nen €t v = (v )nen deux éléments de E.
Soit A et p deux réels.
Soit w = Au + pw.

Vn e N Wn+4 — 2U)n+3 — 11wn+2 + 12wn+1 + 36wn
= Mupta — 2upt3 — 1lupyo + 12up41 + 36uy,)
+pu(vnta — 20p43 — Llvpyo + 120,41 + 360y,
= Ax04+px0=0
2. On vérife facilement que ¢ est linéaire.
Etant donné (z,y,z,t) € R%, il existe une et une seule suite vérifiant la relation de
récurrence et les conditions initiales ug = x, uy =y, uo = z et ug =t.
En d’autres termes, ¢ est bijective.

@ est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que E a la méme dimension que R* ie 4.

3. Soit u € F.

On note v = T'(u).
Vn € Nopiq — 20p43 — 1lopyo + 120541 + 360,
Unt+a+1 — 2Un43+1 — Llupport + 12up4141 + 36unt

Unt14+4 — 2Unt1+3 — Vuppiro + 12upq141 + 36Up g1
= 0

Donc T'(u) € E.
On vérifie ensuite facilement la linéarité de T'.

4. Soit u € FE.
T(u) = (Unt1)nen, T?(u) = (uni2)nen et ainsi de suite.
(T* =273 —11T? +12T+ 36idg) (1) = (Upta — 2Uny3 — 11unyo + 12upi1 4 36uy) ey =0
(X =3)%(X +2)? = (X2-6X+9)(X?>+4X +4)
= X*4+4X3 +4X% - 6X3 —24X% - 24X +9X? + 36X + 36
= X*_3X%—11X%+ 12X +36
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8.

9.

Donc :
(T — 3idg)? o (T + 2idg)? = T* — 273 — 1172 + 12T + 36idg = 0

. Le polynéme (X — 3)%(X + 2)? annule T donc le spectre de T est inclus dans I’ensemble

des racines du polynome (X — 3)%(X + 2)2.
Les valeurs propres possibles de T" sont donc —2 et 3.

. On regarde si 3 est valeur propre de T'.

Soit v € E.

u € Ker (T — 3idg) <= VneNun+1=3u,
<~ Vn e Nu, = 3"

De plus la suite (3"),, .y appartient a E :

Vn e N3gntd —23n+3 _ 11 3742 1 1237+ 4 36 3"
= 3"(3*—23%-113%24+123+36)
= 3"(3-3)%3+2)?
=0

Donc 3 est valeur propre de T' et les vecteurs propres associés sont les suites (3™ ug)nen
avec ug # 0.

On montre de méme que -2 est valeur propre de T' et les vecteurs propres associés sont
les suites ((—2)"ug)nen avec ug # 0.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de T est 2 et E est de dimension 4
donc T n’est pas diagonalisable.

e Soit u € Ker (T — 3idg)?) NKer ((T + 2idg)?) = {0}.
T%(u) — 6T (u) + 9u = (T — 3idg)?(u) = 0
De méme T2(u) + 4T (u) +4u =0
En faisant la différence, on obtient —107"(u) + 5u = 0.

Donc T'(u) = —%u.

1
Mais —3 n’est pas valeur propre de T donc u = 0.

o (T —3idg)? o (T + 2idg)? = 0 donc Im ((T + 2idg)?) C Ker (T — 3idg)?)
e Ker (T — 3idg)?) NKer ((T + 2idg)?) = {0} donc la somme
Ker ((T — 3idg)?) + Ker ((T + 2idg)?) est directe.

dim (Ker ((T - 3idp)?) ® Ker ((T + 2idp)?))
= dim (Ker ((T - 3z'dE)2>) + dim (Ker ((T + 2idE)2>>
> dim (Im ((T + 2idE)2)> + dim (Ker ((T + 22'dE)2))

d’apres l'inclusion précédente
= 4
Donc :
E =Ker ((T - 3idg)?) ® Ker (T + 2idg)?)

Pour obtenir une base de E il suffit de concaténer une base de Ker ((T — 3idg)?) et une
base de Ker ((T + 2idg)?).
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Ker ((T — 3idg)?) est 'ensemble des suites de E qui vérifient également la relation de
récurrence Upyo — 6up41 + u, = 0.

Mais en fait si une suite vérifie cette relation de récurrence alors elle appartient a F.
RN — RN

(Un)nnN = (Un+1)nen
Ker ((7 — 3idgn)?) C Ker ((7 — 3idgn)?(7 + 2idgn)?) = E.

D’apres le cours de sup, Ker ((T + 2idg)?) a pour base ((3")nen, (n3")nen)-
Finalement, E a pour base ((3")nen, (13" )nen, ((—2)")nen; (R(—2)")nen)-

En effet si on note 7 { ,on a

Exercice 5

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit ¢ une forme linéaire non nulle de F.
Soit a € E tel que ¢(a) # 0.

Soit f {E B
z = ¢(z)a — ¢(a)z
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
3. f est-elle diagonalisable ?
Correction

1. f va clairement de E dans F.

V(z,y) € EV(\p) €K fQAz+py) = oAz + py)a — d(a)(Ax + py)

Donc ¢ est linéaire.

2. Soit A € Ket x € F tels que f(z) = Ax.
bx)a - d(a)z = Az
Donc, en prenant ¢ :
8(2)6(a) — (a)o(z) = AB(a)
D’ott Ap(x) = 0.
On traite d’abord le cas A # 0.
On obtient ¢(x) = 0 puis :
Az = f(z) = $(z)a — dla)s = —d(a)a
Si A # —¢(a) alors x = 0 et A n’est pas valeur propre.
A ce stade, on peut affirmer : Sp(f) C {0; —¢(a)} (rappelons qu’on a supposé ¢(a) # 0).
Soit x € E.
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—¢(a) est donc valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant I’hyperplan Ker (¢).

fx) =0 = ¢(z)a—¢(a)z =0

o(x)
= T )
— z € Ka

Réciproquement, f(a) = 0 donc 0 est bien valeur propre de f, le sous-espace propre
associé étant la droite dirigée par a.

3. La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est n — 1+ 1 = n donc f est
diagonalisable.

Exercice 6 (Mines 2001)

Soit E un K-ev de dimension n.

Soit f € L(FE) ayant n valeurs propres 2 a 2 distinctes : A\,..., \y.
Pour tout i € [1;n] soit e; un vecteur propre associé a \;.

Soit zg = €1+ -+ + ey,

Montrer que (xg, f(xo), ..., f" (o)) est une base de E.

Correction
D’apres le cours, (e, ..., e,) est libre. Vu qu’elle est formée de n = dim (E) vecteurs, c’est une
base de E.

Vk € N f* () Zfl (€:) Zx\ke,

° Premlere methode : sans calcul matriciel
n—1

Soit (aq,...,ap) € K™ tq Zakfk(xo) =0

. k=0
Z (657 (Z )\fez> =0
k= i=

En permutant les deux sommes, on obtient :
n

n—1
Z (Za;@f) €; — 0
= k=0

La famille (eq,...,e,) étant libre, on en déduit :

Vi € [1;n] Zak)\f =0
k= 0

Soit P(X Z aka

P a n racines deux a deux distinctes et P est de degré au plus n — 1 donc P = 0.
Donc :

Vk e [0;n—1] o, =0

Donc (7o, f(20), .-, f* L(x0)) est une famille libre de E.

Vu le nombre de vecteurs, c’est une base de E.

e Deuxiéme méthode : utilisation du déterminant de Vandermonde
Le déterminant de la famille (zq, f(z0), ..., " }(x0)) dans la base (e1,...,e,) est :
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D VIR Vit

1 X ... A

o = I (A=X)#0
: : : 1<i<j<n

D VD

car les \; sont deux a deux distincts.
Exercice 7 (Centrale 99)

Soit £ un C-ev de dimension finie.
Soient (f,g) € L(E) et a € C\ {0}.
On suppose fg—gf = af.
1. Montrer :
Vk € N* fkg — gfF = kafF
2. Soient v un vecteur propre de g et A la valeur propre associée.
Calculer g(f*(v)).
Montrer :
3k € N* tq f*(v) =0
3. On suppose g diagonalisable. Montrer que f est nilpotent.
Correction
1. On raisonne par récurrence sur k.

P(1) est vraie.
On suppose que P(k) est vraie.

g = f(ffg) = f(kaf® + gf*) = kaf* + (fg) f*
kafk+1 +(gf+ozf)fk — kakarl +gfk+1 +afk+1

D’ou le résultat.

ke N g(ffw) = —kaff(v) + fHg(v)) = —kaft(v) + ()
= (A —ka)f* ()

Supposons : Vk € N* f¥(v) £ 0

Alors :

Vk € N* A — ka € Sp(g)

Mais a # 0 donc {\ — ka, k € N*} est infini.

Or Sp(g) est fini : on aboutit & une contradiction.
Donc : 3k € N* tq fF(v) =0

3. Soit B = (eq,...,e,) une base de E formée de vecteurs propres de g (on suppose que la

dimension de E est strictement positive, le cas contraire étant trivial).
Vi € [[1;77,]] Jk; € N* tq fk’(ez) =0

Soit k = max (k1,...,kn) € N*.

Vi € [Lin] fo(es) = FER (PR (er)) = FER(0) = 0

Or B est une base de E donc f* =0

Exercice 8 (Centrale 2017)
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On note E = C,[X].
Soit B € C[X] de degré n + 1 ayant n + 1 racines simples.
Soit A € C[X].

EFE—-FE
Soit f {P R ol R est le reste de la division euclidienne de AP par B.
H

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.
2. Montrer que f est diagonalisable.
Correction

1. Par définition de la division euclidienne :
VP € C,[X] Deg(f(P)) < Deg(B) =n+1
VP € Cy[X] f(P) € Cp[X]
f est une application de C,[X] dans lui-méme.
Montrons que f est linéaire.
Soient P,Q € C,[X] et \,u € C.
3P, € C[X] tq AP = P,B + f(P)
5Q1 € C[X] tq AQ = Q1B + £(Q)
AP + uQ) = APy + Q1) B + M (P) + 11f (Q) avee Af(P) + uf(Q) € CulX]
Donc f(AP + u@Q) = Af(P) + pf(Q)

2. Soient zo, ..., 2n les racines de B.
—bH — z;) avec b € C*.

Soit A € (C et P € C,[X] tq f(P) = AP.
3P, € C[X] tq AP = PB + f(P) = P,B+ AP
Si on évalue cette relation en z;, on a :
Vi € [0;n] A(zi)P(z:) = AP(z;)
Si A est différent de tous les A(z;) alors P s’annule en tous les z;. Cela fait n + 1 racines
deux a deux distinctes d’'un polynoéme de degré inférieur ou égal a n donc P est le poly-
néme nul.
Il en résulte que A n’est pas valeur propre de f.
Si A€ {A(z), 1 <i<n}, on est confronté a un probléme : A peut étre égal a A(z;) pour
plusieurs valeurs de 1.
Il faut donc changer de notations.
On note AZ;, 1 < k < p les valeurs deux a deux distinctes que prend A sur les racines
de B.
Pour tout k compris entre 1 et p, on note Ey, = {i € [0;n] tq A(z;) = AZy}.
P

Ona » Card(Ej) =n+ 1.
k=1

On suppose donc qu'il existe un (unique) k € [1; p] tel que A = AZ.
= AP(

[
AP(z;) donne P(z;) = 0.

Pour i n’appartenant pas a Fy, A(z;)P(z;)
Donc P est un multiple de P, = H (X — z).
ie[1;n]\Ey
Réciproquement, si on suppose P multiple de P et on considere le polynéme C' =
(A— NP

A cause de P, les z; pour i € [1;n] \ Ej sont racines de C.
A cause de A — A, les z; pour i € Ej, sont racines de C.
Donc B divise C' :
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AQ € C[X] tq (A— NP =QB

AP = QB + AP avec A\Q de degré inférieur ou égal & n donc strictement inférieur au
degré de B.

Donc f(P) = AP.

Les valeurs propres de f sont donc les AZg, 1 < k < p.

Le sous-espace propre associé a AZy, est 'ensemble des multiples de P, qui appartiennent
a C,[X] ie 'ensemble des polynomes de la forme QP avec Deg(Q) < n — Deg(Py) =

P
n— Z Card(E;) = Card(Ey) — 1 car Z Card(E;) =n+1.
le[Lp]\{k} =1
Le sous-espace propre associé a AZj, est donc de dimension Card(FEy)
La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est donc n + 1 = dim (C,[X]).
f est donc diagonalisable.

Remarque
Cet exercice est tres classique, il existe avec de nombreuses variantes.
Si on le connait, une réponse plus rapide est possible :
Soit i € [0;n].
n

Soit P; = (X — 25) € Cu[X].
=0

]_

JFi
z; est racine du polynéme A(X) — A(z) donc il existe Q@ € C[X] tq A(X) — A(z;) =
(X - ZZ)Q

(A(X) = A(2)) Pi(X) = QB(X) et A(X)P = QB(X) + A(z) F;(X).
Donc f(P) = A(z)P.
Les P; sont donc des vecteurs propres de f. Les valeurs propres associées n’étant pas forcé-
ment deux a deux distinctes, on ne peut pas affirmer d’emblée que la famille (P, ..., P,)
est libre.
On revient donc a la déﬁnitign :
soit (ag,...,a,) € C"t! tq ZaiPZ- =0
i=0
On vérifie facilement que (P, ..., P,) est une famille libre (évaluation d’une combinaison
linéaire en z;).
Evalué en z; cela donne a;P;(z;) = 0 avec P(z;) non nul. Donc a; = 0.
(Py, ..., P,) est donc une famille libre de n 4+ 1 = dim (C,[X]) vecteurs de C,,[X].
(Po, ..., P,) est donc une base de C,[X].
Elle est formée de vecteurs propres de f donc f est diagonalisable.

Exercice 9 (Mines 2003)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit u € L(F) diagonalisable.
Soit F' un sous-espace vectoriel de F, différent de {0} et de E, stable par u.

1. Montrer que ur I’endomorphisme de F' induit par u est diagonalisable.
2. Montrer qu’il existe G supplémentaire de F' stable par w.
Correction

1. u est diagonalisable donc il existe P € K[X] scindé a racines simples tel que P(u) = 0.
On a aussi P(ur) = 0 donc up est diagonalisable.

10
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2.

Soit B = (ey,...,e,) une base de F formée de vecteurs propres de u.

Soit (fi,..., fp) une base de F.

D’apres le théoréme de la base incompleéte, on peut compléter (fi, ..., fp) par des vecteurs
de (e1,...,ey) en une base de E.

Quitte & réindexer, on peut supposer que (fi,..., fp,€p+1,--.,€n) est une base de E.

G = Vect(ept1, ..., ep) est donc un supplémentaire de F.

G est stable par u :

Soit z € G.

n
xpy1,...,xn) €E K" Ptqa = Z TLek-
k=p+1
Si on note A\ la valeur propre associée a ey, alors :
n

u(z) = Z Merrer € G
k=p+1

Exercice 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit v = zn:viei un vecteur non nul de F.
i=1
1. Montrer :
lf € L(E) tq Vi e [L;n] flei)) =v
2. Quel est le rang de f7
3. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
4. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur v pour que f soit diagonalisable.
5. Exprimer f2 comme combinaison linéaire de f et de idg et retrouver le résultat de la
question précédente.
Correction
1. Un endomorphisme est completement déterminé par la donnée des images des vecteurs

d’une base.

. Im (f) = Vect(f(e1),..., f(en)) = Vect(v) est de dimension 1.

. D’apres la formule du rang le noyau de f est de dimension n — 1 > 0.

On en déduit que 0 est valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant de dimension
n— 1.
On peut aller plus loin :

V(z1,...,2n) EK" f (leez> Zmzf & _<sz>

Donc le sous-espace propre de f assome a la valeur propre 0 est I’hyperplan d’équation
r1 + -+ x, = 0 dans la base B.
Soit A # 0 et x € E tel que f(z) = Ax.

= %f(m) donc z € Im (f) = Vect(v).

Réciproquement, f(v (Z vl>

v est propre pour f mais la valeur propre associée peut étre nulle.

11
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n
Si Zvi = 0 alors 0 est la seule valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant
i=1

de dimension n — 1.
n

Si Zvi # 0 alors f a deux vaelurs propres : 0, le sous-espace propre associé étant de

i=1
mn
dimension n — 1 et > v;, le sous-espace propre associé étant de dimension 1.
i=1
4.
f diagonalisable <= Z dim (EX\(f)) =n
A€Sp(f)
n
= > v #0
i=1
D.

tom et + sen-1((5)1)

Donc f? = <§n:vl> f-
i=1

n n
Si Z v; # 0 alors f est annulée par le polynéme scindé a racines simples X (X — Z vz-)
i=1 =1
donc f est diagonalisable.

n
Si » w; =0 alors f2 =0 donc Sp(f) C {0}.

i=1
Si f était diagonalisable, f aurait un seul sous-espace propre égal a E et serait donc nulle,

ce qui n’est pas car on a supposé v non nul donc f n’est pas diagonalisable.
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