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1 Comparaison d’une série a une intégrale

1.1 Théoréme

(Premiére publication : Cauchy 1827)
Soit f : [0;4+00[— R continue par morceaux, positive et décroissante.
La série Z f(n) converge <= f est intégrable sur [0; +oo].
n>0
Ce théoreme s’applique aux fonctions continues par morceaux, décroissantes, positives sur [a; +00]
moyennant des modifications naturelles.

Démonstration

On suppose que Z f(n) converge.
n>0
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n n—1
Vn € N* /0 feydt <> f(k)
k=0

C’est clair sur le dessin, cela peut se justifier.
VE e NVt € [k;k+ 1] f(t) < f(k) car f est décroissante.

Vk € N /:H F(t)dt < /:H Fk)dt = F(k)
n n=1 k41 n—1
vnen ["f)di = Far< S gk
R f s oy
Comme f(k) >0 et Zf(k) converge :

n too
Vn € N /0 F()dt < kgof(k)

Puis :
X

lz]+1
Vw€R+/ f(t)dtg/ f®)dtcar f>0etx < |z]+1
On en dédlolit : ’

x 100
voeRy [ fBdt<Y fK)
0 . k=0
La fonction z / f(t)dt est majorée et f est positive donc f est intégrable sur R .
0

On suppose f intégrable sur R, .
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V€N S, = 3 ) = F0)+ 30 £ < F0)+ [ f(ar
k=0 k=1 0

Clest clair sur le dessin, cela peut se justifier.
Vk e N*Vt e [k —1;k] f(t) > f(k) car f est décroissante.
k

k
Vk € N* /k_l £ dt > / F(k)dt = f(k)

. n Ijl_l k n
Vn e N /0 f(t)dt:kZ::l/k_lf(t)dt>kz::1f(k)

On en déduit :
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n +oo
Vn e N* 8, < f(0)+/ £ dt < f(0)+/ FH)dt € R (f > 0)
0 0
(Sn) est majorée.
La suite des sommes partielles de la série & termes positifs Z f(n) est majorée donc Z f(n)
converge.

1.2 Séries de Riemann

1.2.1 Définition

1
On appelle série de Riemann les séries Z — avec o € R.
n>1

1.2.2 Convergence des séries de Riemann

1
Z — converge <— a > 1
na

n>1

Démonstration

On suppose que Z — converge.
n

1 1
— ———— 0donca>0et f:t— — est décroissante sur [1;+o0].
ne n—+oo te

De plus, elle est continue et positive.
Z f(n) converge donc f est intégrable sur [1;+oo[ et a > 1.

On suppose « > 1.

1
f:te o est continue, positive, décroissante et intégrable sur [1;+oo[ donc la série Z —
converge. "

1.3 Autre exemple

1

Nature de Z w ?
n?(lnn

n>2

e Premier cas : o > 1.

Soit v €]1; a].
. ny—« . 1
n un—(lnn)ﬁm()carv—a<01eun—o(m>.

1

W converge.

De plus, Z S converge donc Z
n? n>2
e Deuxieme cas : a < 1.
n —Q
(Inn)f n—+oo
dng > 2 tq Vn > ng nu, > 1

1 1 1
Yn > ng up > — > 0 avec Z — qui diverge donc Z diverge.
n n s ?

= (Inn)

NUy = +ococar 1 —a > 0.

e Troisiéme cas : o = 1.

Vn>2u, = ———=
=i n(lnn)f
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[2; +00[— R
Soi
oit fz . 1
z(lnz)s
[ est continue et positive sur [2;+o0].
En fait, fg est C* sur [2; +oo] et :

Vo >2 fs(z) = 2 '(Inz)™”
Vo >2 fo(x) = —z2(nz) P — Bz 2(Inz) Pt = =2 2(nz) P H(nx + B)

Donc :
Jxp € [2;400[ tq Vo > 25 f(z) <0
(Si B >0, on peut prendre zg = 2)
[ est décroissante sur [zg;+o00].
D’ou :
1 .
Z ———— converge <= fg est intégrable sur [2;+00]
n(Inn)?
n>2
— f[f>1
Finalement :
Z*converge <~ (a>1)ou(a=1let 5 >1)
n®(Inn)?
n>2

1.4 Equivalent du reste d’une série de Riemann convergente

Soit f : Ry — R continue par morceaux, positive et décroissante.
On suppose que Z f(n) converge ou, ce qui revient au méme, que f est intégrable sur R .

“+oo
.Rpg/p f(t)dt :

() i +2)

p p+1 p+2
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+o0
o Byz [ 0

f(p+1)

f(p+2)
p+1 p+2 p+3
Si on détaille :
Soit n € N*.
f est décroissante donc :
n n n+1 n+1
[ oswae= [" pmae=go = [ feae= [ fear
n—1 -1 n n
Soit p € N.
n n+1
Vn>p+1 / FO)dt > f(n) 2/ F()dt
n—1 n
Donc :
N n N N nt1
AEFESED SN N TOL =2 SIFOESS DI MO
n=p+1 n—1 n=p+1 n=p+1“"
D’ou :
N N N+1
VN2p+1/ HOEI=EY f(n)zf f(t)dt
P n=p+1 p+1
On fait tendre N vers +o0 :
+o00 100 ~+o00
Vp € N / ot Rr,= Y fm)> [ fe)d
p p+1

n=p+1

Passons au cas particulier des séries de Riemann :
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Soit o > 1.
400 too 1 400
Vp e N* / At >Ry = ) —z/ > dt
p — ne p+1
n=p+1
tl—o +oo tl—a +oo
Vp € N* >R, >
11—« l—«a
p+1
1 1 1 1 1 1
Vp € N* >R, > ~
b a—1p1 =P~ a1 (p+1)21  a—1pal
Finalement :

R | 1

Ya>1R, = —_—~
P nzp;rl n®  (a—1)pa-1

1.5 Equivalent des sommes partielles d’une série de Riemann divergente

e Casa>0(a<1)
Soit f : Ry — R continue par morceaux, positive et décroissante.
On suppose que Z f(n) diverge ou, ce qui revient au méme, que f n’est pas intégrable
sur Ry .

— 5, < 1)+ [ rwyar
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f0
f1)
(- flp+1)
- - == S
0 1 2 P P41
Si on détaille :
Soit n € N*.
f est décroissante donc :
n n n+1 n+1
[ pwaez [C o pwdi= o= [ fmde= [T
—1 —1 n n
Soit p € N*.
p n p p n—l—l
SN RFIORTED SHOES Ol IO
n=1""" n=1 n=17"7"
Donc : ,
p+1
LD SFOEY MFCL]
Par ailleurs, f(0 / f(t) dt mais il n’y a pas de majoration de f(0).

Donc :
P p p+1 p
0) +/ f)dt > Z f(n) > / f(t)dt > / f(t)dt car f est positive
0 pr 0 0
On aboutit a ’encadrement :
/ ft)ydt < S, < f(0) + / f(t) dt également valable pour p = 0.
0 0
On peut également écrire cet encadrement :
P
VpeNO < sp—/ F(b)dt < £(0)
0

P
Donc la suite (Sp - / f(t) dt) est bornée.
0 peN

Donc S, — /p f)ydt=0(Q1) (%)
0
Zf(n) diverge avec f(n) > 0 donc S, m +00 (ainsi que [J f).
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P
DoncSpw/ f()de
0

Smt a €]0;1[.
p dt plf ) plfa
/ N - 11—«
En falt, en reprenant ( ), on montre :
p 1 plfa
— = O(1
— ne 11—« +0()
De meme
dt

et en reprenant (%) :
P

Z%zlnp—i—O(l)

n=1

On peut aller plus loin :
n

1
La suite (Z z In n) converge.
n>1

k=1 >
"1
Onposeun:Z%—lnn.
k=1
1 1 1
Yn>2u, —up—y = ——lnn+lnn—-1)=—+In(1l-—
n n n

11 1+<1)_ 1+(1>
n on 2n2 n2)  2n2 n?

Up — Up—1 ~ ~5.2 < 0 et terme général d’une série convergente.
n

Donc Z Uy, — Up—1 converge et la suite (uy,),>1 converge.
n>2
Sa limite s’appelle constante d’Euler et on la note y (v ~ 0,577...)

Montrons que vy € [0;1].

"1 n dt 1 kodt
Y R I

1 =/ k1 ¢ 1
" [ k k t n
1 k+1 dt
car — —/ — >0
k k t
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On fait tendre n vers +o00 : v >0

Exemple d’application

Soit u, = Z \/14:27
1
\/]{;27 > 0et Z k diverge.
1
Donc ————— diverge avec —— > 0 donc u,, —— +00.
2 \/k2 +1 & N " oo
On peut chercher un équivalent de u,,.
n
1
On ne peut pas sommer les équivalents et écrire : u, ~ Z T
k=7
Mais :
1 B 1 1 (1 L ) 1/2
VE2+1  kJI+1/R2 k k2

converge absolument.

Donc Z
k>1V k;Z k

DO“C“"‘Zk:““,;(m‘k) ree L ER

k=1
D’ou :

Uy, = Z +lh+o(l)=lnn+~v+1 + o(1)
= lnn+l+0()avecl€R

Finalement : u,, ~ Inn
Cas a <0
Soit f : Ry — R continue par morceaux et croissante.

+1
&gApf@&:

10
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De maniere plus précise :
f est croissante donc :

n n n+1 n+1
J(tyde < lf(n)dt:f(n):/ f(n)dtg/ £(6) dt

n— n—

11
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D’ou en sommant

p p n+1 p+1
VpeN*Z foae= [ o Zf(n)SZ/ swae= [ s
=1 n—1 n=1 n=1""
Par ailleurs, f(0 / f(t)dt donc :
p+1
Vp e N* £(0 +/ FHydt< S :Zf(n)g/ £(b) dt
0 g 0
valable également si p = 0. "
P
On n’a pas forcément S, ~ / f(t)dt.
0
Exemple
R R
Soit f{ + 7
x> e’
P P ePtl 1 ePtl e e
Sp Zf(n) Ze o 1= o-1°¢ avece_lsél

0

11—« p 11—«
. p 1 1 _(p+1) 1
Vp e N 1 — < — < —
p +1—a 1-— _nz::lna_ 11—« l—«o
1 —a>0donc p'=® —— +o0 et :
p—r—+00
11—« 11—« 11—« 11—«
P 1 . (p+1) 1 D
1 — ~ ~y
+1—a 11—« 1_aa1n31que l—«o 1l -«
p 1 pl—oc

DODC:Z—N

o —
—n l—«o

1 .
Cela marche car x — — croit lentement.
T

Finalement :

p
Va €] — o0y —1] Zia P

R%* — R
z+— Inz
Il a été demandé a l'oral de I'X enn2017 :

Appliquons ce qui précede a f

Trouver un équivalent simple de Z In (k).
k=1
f est continue et croissante sur R* donc :

» P
vp 22 /(1) + [ B dt< 3> s
Vp>2/ lntdt<21nn</ Intdt

n=1 1

12

p+1
< /1 £(t)dt
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p+1

Vp220§hﬂ!)—HMt—ﬂ€§/‘ Intdt

p
P
Vp>20<In(p!)— (plnp—p+1) <In(p+1)
Vp>20<In(p!)— (plnp— ) 1+1n(p+1)~lnp
Donc In (p!) — (plnp — p) + O(Inp) etln() plnp —p+ O(lnp)

p! =exp(plnp — p+ O(lnp)) ( > eOnp) e qui ne permet pas d’obtenir un équivalent de

pl.

fl’ar contre : | !
—In(n!)—Inn+1 :O(nn> ot — —— 0
n n n n—+oo

Donc In (

1.6 Formule de Stirling

n! ~

2t n (n)
e

La démonstration n’est pas exigible.

Centrale 2005

. Rappeler la formule de Stirling.

. On cherche a démontrer cette formule en admettant la formule de Wallis :

((27) p)? ™

lim ——————— = .
prioo 2p)(2p)172 V2
On pose, pour tout n € N* :

nle™

nii2 et up =Inapy; —Inay,

Ay —

Montrer que la série de terme général u,, converge puis que la suite (a,) converge vers
un réel strictement positif {.

3. Calculer [ en utilisant la formule de Wallis, en déduire la formule de Stirling.

4. Démontrer la formule de Wallis & partir d’une relation de récurrence sur la suite (1) des

.nl~\21n <n)n

intégrales :
w/2
I, = / sin” ¢ dt.
0

(&

13
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U, = Inapy; —Inay,
n+1

- 1
= Zlnk+n+1— <n+3>1n(n+1)21nkn+ (n+>lnn
k=1 2 k=1 2

3 1
= ln(”+1)+1_<n+2>ln(n+1)+(n+2>lnn
1
= (n+2)(lnnln(n+1))+1
= ( i) (1+1)+1—1 ( +1)<1 ! +o(1)>
a "hy)m n B T\ T 22 n3
1 1 1
- 1-(1-—+—10(=
( o ot <n2)>
1
- o=
()
On en déduit classiquement que la série de terme général u,, converge absolument donc

converge.
Donc la suite (In (a,,)) converge vers A € R et a,, ——— [ = e* € R%.
n——+00

n!e” [ pntl/2

3. —— —— [ #0doncn!~

— lnn+1/2 e M
nt+1/2 notoo

eTL

(@)p)? 2o
(2p)! (2p)1/2 1(2p)%+1/2 e=2p(2p)1/2
22pl2p2p+l l

[22p+1p2p+1 D)

2 o
Dou n! ~ 271 n ( )
e

D’oﬁl:\/jetl:\/%r

w/2
Yn>1141 = / sint sin™ ¢t dt
0
w/2
= [—costsin” t]g/2 + / costncostsin™ ! tdt
0

w/2
= n/ (1 —sin?¢)sin” !¢ dt
0

= n(In—l - In—i—l)

n
i N*I,.1 = _
ne .
ou encore :

n+1

Vn S N* In+2 = In
n

_|_
On en déduit classiquement :

14
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B (2p)! = .
2p—1 2p—1)(2p—3)...1
I = ——1Iy, o= I
2 2p PP (2p)(2p-2)...2 °
_ @@ -1)2p-2)(2p-3)...21,
(2p)2(2p — 2)2...22 0
@
o (2vp)22
. ((27)p)° - 11
Si on note v, = —————=- dont on cherche la limite, on a Iz, = - —=— —.
2p)! (2p)1/2 ’ P2 /2w
ot - 0P p
€ meme, 2p+1 — m .
I _ 2p _ (2p)(2p—2)...2 I
2pt 2+ 1 T 2p+1)(2p—1)...3"
(2p)2(2p —2)%...22 I
= 1
2p+1)2p)2p—1)(2p—2)...23
_ o (@rph)?
 (2p+ 1)
On a donc ;
I =——/2
P o, VPR
D’ou, apres simplification :
Ipyr  2p 2,

Iy 2p+1lr'?
. 2_E2p+1 I2p+1
pu1§ v, 2 9 L,
Mais Igp 2 IQP+1 Z I2p+2.
En effet :
Vt € {O; 72r] sinP(t) > sin?Pt1(t) > sin?*+2(t) car sin(t) € [0;1].

On en déduit :
1> Iopi1 S Ipia  2p+1

Iy, = Iy N 2p+ 2 p—too
R T
D’ou vf, — — et comme v, >0 :
p—+oo 2
T
vp —— [ =
p——00 2

2 Séries alternées

2.1 Définition

On appelle série alternée toute série Z Uy OU :
n>0

ivneNu, eR

ii La suite ((—1)™up)nen est de signe constant.

15
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Exemples

Z(_l)n’ Z (_1)n

n>0 n>1 n

Z In (n + 51_1)71) :

n>2

n—1 . . .
Uy = In ( ) < 0 si n est impair.
n

1
unzln(nz )>Osinest pair.

2.2 Théoreme spécial des séries alternées

Soit E u, une série alternée.

n>0
Si la suite (Jup|)nen décroit et si u,, —— 0 alors Z Uy, converge.
—
n—-+o0o >0
+o0
De plus si on note S = Z Up ON & :
n=0

S est du signe de ug et S| < |ug].

S est comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques.

pour tout p € N, R, (le reste d’ordre p) est du signe de u,+1 (le premier terme négligé)
et

| Bp| < [upta]-

De plus, si (|un|)nen est strictement décroissante, toutes les inégalités précédentes sont
strictes.

Ce théoréme ne signifie pas que toutes les séries alternées convergent : cf Z(—l)”.
n>0

Démonstration du théoréme

Je vais démontrer 'essentiel du théoreme.

Concernant la derniére remarque par exemple, je I'ai ajoutée car cela abrege la rédaction de

certains exercices. Je n’en ferai pas de preuve détaillée : il suffit d’adapter celle sur les inégalités

larges en étant attentif.

Je signale au passage que les inégalités sont aussi importantes en pratique que la convergence.

Soit (Sp)pen la suite des sommes partielles de la série Z U,
n>0
On suppose d’abord :

Vn € Nu, = (=1)"u, >0
(en particulier ug > 0)
o Vk € N Sopio — Sop = Ugpq1 + Uy = Vopyo — Vopy1 < 0
car la suite (vy)neny = (|tun|)nen est décroissante.
Donc la suite (Sak)ren est décroissante.
o Vk € N Sopy3 — Sopy1 = Ugk43 + Ugkyo = Vo2 — V2gg3 > 0
car la suite (vp)nen = (|un|)nen est décroissante.
Donc la suite (Sox11)ken est croissante.
® Sopt1 — Sop = Uk —— 0
k—4o00

16
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Donc les deux suites (Sox)ken et (S2r+1)ken sont adjacentes.
Donc :
dl € R tq Sor ——— l et SZkJrl — 1.

k——+o0 k——+o0

Dot 5, —— L.

p—r—+00
+oo
Donc la série Z Uy converge et on a S = Z Up = L.
n>0 n=0

(Sok)ken est décroissante et converge vers S et (Saox+1)ren est croissante et converge vers S
donc :

Vk e N Sor+1 <8 < Sop,
Sopy1 <8 < Sopto

S est bien comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques.

En particulier, S > S1 = ug + u; = vg — vy > 0 donc S a le signe de wuy.

On a0 <S8 <wug done |S| < up.

On pourrait s’arréter 14, dire que le cas (—1)"u, < 0 se traite de maniére similaire puis dire
que R, est lui-méme la somme d’une série qui vérifie les bonnes hypotheses mais je trouve la
démonstration qui suit éclairante.

Soit p € N.

Sip =2k, ona Sop1 <S5 < Sy done Sopy1 — Sop < Ry < 01de ugp < R, <0.

R, a bien le signe de upy1 et |Rp| < |upy1|

Sip=2k+1,ona Syt <5 < Sy donc 0 < Ry < upyr.

R, a bien le signe de upy1 et |Ry| < |upy1]

On traite de maniére similaire le cas :
Vn € N (_1)77,“” < 0

2.3 Exemple

_1)n
Nature de Z (=1) a e R.

o Y
n>1

Cette question n’est pas mentionnée dans le programme mais est trés classique.
e Premier cas : a <0

= " :
Z ——— est grossierement divergente.
n>1
e Deuxieme cas : a >0
(=n"
— 2 e

n>1

—1)n
— La suite (‘()

n()é
1"
) 0
n¢ n—-+oo
D’apres le TSCSA Zﬂ
apres le s ne converge.

n>1

est alternée.

1 , .
== est décroissante.
n>1 n=/ n>1

Finalement :

(=D"
E converge <= a > (
nOé
n>1

17
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2.4 Remarque

Dans le théoreme spécial des séries alternées si la suite (|uy|)nen n’est décroissante qu’au
dela du rang ng on peut encore conclure a la convergence de Z Uy, mais la majoration du reste
n>0
n’est valable que pour n > ng — 1 (ainsi que ’encadrement de la somme).

Exemple :
1
Nature Z Sl

n>1

[1; +oo[— R
Soit f Inx
T —
x
f est C*° sur [1;+o0] et :
1-1
Vo € [1;4o0] f'(z) = #
x
Donc f est décroissante sur [e; +o00].
On a: |
_qynt 4
o Z( 1) - est alternée.
n>1

est décroissante !

Inn
* 5z

1
. (_1)& —
n n—-+oo
1
Donc g M converge.

n>1

2.5 Exemple

Nature de la série Z cos <7rn2 In (
n>2

n 1)) ? (TPE 99)

n —

-1
Uy = COS (—7m2 In (n )> subtilité destinée a simplifier les calculs
n

D’apres ce qui précede (application du théoréeme spécial des séries alternées), la série de terme
) -1 n+1
général (b converge.
n

1. avec une machine, on voit que lnTl =0< IHTQ ~ 0,347 < ln??; ~ 0, 366

18
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: s L 1
Par ailleurs une série dont le terme général est en O (2 converge absolument donc converge.
n

n
Par linéarité, la série Z cos <7m2 In <1>) converge.

n>2 o

3 Regle de d’Alembert

3.1 Théoréme

Soit (un)nen une suite a valeurs dans R* .
Un4-1

— 1 € [0; +00)].

On suppose que
n—4o00

Alors :
e sil <1 la série Z Uy, converge.
n>0
e sil > 1 la série Z uy, diverge grossierement.
n>0

Plus précisément, u,, —— 400
n—-+o0o

e sil =1 on ne peut rien dire.
Remarque

U
On peut étre tenté de déduire de An R €]0; +00l, Upt1 == luy, puis u, ~ 1" ou u,, ~ KI™.
Up, n—-+0o

n

Cest faux :

1 Up+1
par exemple pour u,, = 1,n ou — on a lla N |
n

Un, n—-+oo

. . Un+1 . e N
Si on a juste nt —+——> [, il est difficile de comparer u,, a I"". Par contre, on peut comparer
U, n—-+oo

Up & 7™ avec r # [.

On suppose d’abord | < 1.
Soit r €]l;1].

U
dng € N tq Vn > ng ntl

<r

n
Vn > ng up1 < Uy (up > 0)
D’ou, par une récurrence élémentaire :

_ Un,
Vn >ng 0 < up < upyr™ "0 = —2 ",
7o

Or Z r" converge (r < 1) donc Z u, converge.

On suppose ensuite [ > 1.
Soit r €]1;1].

U
dng € N tq Vn > ng ntl

>r
n
Vn > ng Uny1 > rug (un > 0)

D’oti, par une récurrence élémentaire :

_ Un,
Vn > ng up > up,r™ "0 = —2 " ——— o0 car r > 1.
rho n——+00

Donc u,, —— +oo ("vite”)
n—+oo

Examinons enfin le cas [ = 1.
e Vn e N*u, =—
Un+1 N n "

Up  n+1 notoo

1let Z uy, diverge.
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1
e Vn e N*u, = —
"y
Un+1 n
= 1let u, converge.
Up (n+ 1) n—+o0 Z " &

3.2 Exemples d’applications

1
e Nature de Z —7

n
et n3

1
VneNu,=——>0
" p3n
Up+1 n3" n 1 1
U, (n+1)3"*t1 n+4+13 notoo 3

1
Donc Z an converge.
n

n>1
24+3n+5
e Nature de Z % ?
n>0
2
3n+5
Vn € N* u,, = HinnjL >0
Unr1 (M+1)24+3n+1)+5 7™  n?l 1
= ~N— — =<1
Up, n2+3n+5 Tl 27 notoo T
2
3n+5
Donc Z % converge.
n>1
e CCP 99 : .
Nature de la série de terme général ( n?) ?
n!
1 n
Yn > 2 u, = (Inn) >0
n!
Uny1  (In(n+1)"" nl In(n+1) <ln (n+ 1))"
Uy (n+1)! (Inn)»  n+1 Inn
~ In(n+1) (lnn—i—ln(l + 1/n)>n
N n+1 Inn
| 1 In(1+1
= 711(”4_ ) exp (nln (lJrn( i /n)))
n+1 Inn
In(n+1) 1 1
= — In (1
n+1 exp <n n( + nlnn to (nlnn)))
In(n+1) 1 1
N n+1 exp(n (nlnn+0(nlnn>)>
In(n+1) 1 1
T et eXp(m+O<m>)
1 Ungl L. , , . (Inn)”
On en déduit : — 0 < 1 donc la série de terme général converge.
Up, n—-+0oo n!

3.3 Remarque

Par le biais de la convergence absolue, on peut étendre la regle de d’Alembert aux suites
complexes (ou réelles de signe quelconque) :
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Soit (up)nen une suite a valeurs dans K*.

U
On suppose que R = [0; +00].
Un n—+00
Alors :
e sil <1 la série Z Uy converge absolument donc converge.
n>0
e sil>1|u,| —— +oo et la série Z u, diverge grossierement.
n——+0o0
n>0
e sil = 1 on ne peut rien dire.
U U
Il suffit de remarquer aty | ’n+’1 | et d’appliquer la regle de D’Alembert du paragraphe
n Up,

2.3.1 a la série Y _ |up|.
n>0

Exercice 1 (X 2014)

Soit u, = (ln(n—kl)) .

Inn
1. Etudier (uy).

-1
2. On pose v, = n .

n
Quelle est la nature de Z vp 7
n>2

Exercice 2 (Mines 2019)

Soit f une fonction de R dans R de classe C? et a un réel quelconque.

1 1
Quelle est la nature de la série de terme général u,, = f (a + ) +f (a — ) —2f(a)?
n n

Exercice 3 (Centrale 2019)

n
1

Convergence de la suite (Z
k=1

_ 2\/ﬁ>

=

neN*
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