ANALYSE 1
TD
2025-2026
Chapitre 2
Séries de nombres réels ou complexes
Correction

941

1 Natures de séries
Exercice 1

Déterminer la nature des séries suivantes :

a

Ly (cos (i))n (CCP 2002)

Correction 1
VneN*0< -<1
n

1
Vn € N* cos (n) >cos (1) >0

Donc u,, est bien défini pour n > 1.

In(un) = n®ln (C°S< )) = ‘_5#*(52))
- (oo (@)= o)

e Premier cas : o <2
In (u,) — 0 donc u,, — 1 : la série diverge grossiérement.
n——+00 n——+00

e Deuxiéme cas : a =2

In (u,) —— —= donc u, —— e~ /2 : la série diverge grossiérement.
n—-+o0o 2 n——4o00
e Troisiéme cas : o > 22
i
2Inn+In (u,) = SR (n®2) +2lnnet Inn=0(n*?2) cara—2>0

2Inn + In (uy,) o ™
n—

n—+o00o n?2
La série converge (absolument).

1
nun—>01eun—0( )

Autre méthode
On vérifie comme ci-dessus que u,, est bien défini pour n > 1.
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1
cos()——>1
n n—-+o00
O0sia<O
n* ——<lsia=0
n—-+4o0o
+oosia >0
lsia<O
Doncup, ——<{1sia=0
n—-4o00
?77sia>0

On peut déja affirmer que si a < 0 la série diverge grossierement.
On suppose désormais a > 0.

un = exp(nIn (COS (i)))

Sia < 2 alors uy, —+> 1 et la série diverge grossierement.
n—-+0oo

1
Si a =2 alors u, — exp (—) et la série diverge grossierement.
n——4o00 2

On suppose désormais a > 2.
a—2

nu, = exp | 2In (n) —

+o0 (na_2)> avec Inn = o (no‘_Q) cara—2>0

. 1
Donc n2u, — 0 ie u, = o0 (2
n—-+oo n

La série converge (absolument).

(=)™ 1 .
2.3 In (14— o 0 ) (Mines 2008)
Correction
° Premifrncas :1a <0
1+ - a) + 5z =1+ (=1)"n=% +n=2% avec 0 < —a < —2a donc :
(_1)n _9
1+ + ——~n""* — 400
n® n2o n——+o0o

La suite (u,) est définie & partir d’'un certain rang et la série de terme général u,
diverge grossiérement.
e Deuxieme cas : a =0
pq, (D1 n
Vn € N* 1+ a +W:2+(_1) >0
Vn € N* ug, = In3
La série de terme général u,, diverge grossiérement.
e Troisiéme cas : a >0
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—-1)" 1
1+ ( a) + =z — 1 : la suite (u,) est définie a partir d’un certain rang.
n n n—-+00
(=)™ 1 1 /(=D 12 1
Un = T T T\ e ThE) Tonm
(-1 1 1 1
= ne + n2c o In 2 +o n2o
(=" 1
nT e T gp2a =0

(="

La série de terme général converge (o > 0+ TSCSA) donc :

(=n"
Z un converge <~ Z Up — ’rLT converge

1
< Z 2n2a Converge
1
< > —

R

Remarque

On peut aborder I'exercice différemment.

On cherche a préciser le comportement de u,, quand n tend vers +oo.

Con 1
nO(

+ n2a’

On regarde donc le comportement de 1 + ce qui ameéne a distinguer
plusieurs cas en fonction du signe de a.

On montre comme ci-dessus que la série diverge pour « < 0.

(="

na

Dans le cas a > 0, on a I’équivalent u,, ~

Que peut-on en déduire ?

[t | ~ vy donc :

Sia > 1 alors Zun converge absolument donc converge.

Si a €]051], Zun ne converge pas absolument.
1

On a (=1)"up ~ — > 0 donc (—1)"u, > 0 & partir d’un certain rang : la série est
n

alternée a partir d’un certain rang.
Comme on est dans le cas a > 0, up, — 0.

n—-+0oo
Peut-on utiliser le théoréme spécial sur la convergence des séries alternées ?
[un+1] = Jun| = (_1)n+1un+1 — (=1)"up = (_1)n+1 (Un+41 + un)

= (=)™ (E;}:Z; * (n +11)2a a 2(n—i 1)2 T (_r;x)n * n%a a 27%2@ o (n}’)a»
- (0 (- )+ (e ) 0 ()
— (—1nH <(_n£)" (1 — (1 + ;>a> + %% (1 + (1 + 2)2(1) +0 (711,&))

(L)

o naJrl n2a n3a

Sia > 1alors a+1 < 2a et |upt1|—|up| ~ —

o1 < 0 : on peut dans ce cas appliquer
n

le TSCSA mais on va bien plus vite avec la convergence absolue.
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Si a = 1, il faudrait pousser le développement asymptotique plus loin.
(_1)n+1

Sia €]0;1[, 20 < a+ 1 donc |upy1| — |un| ~ 2

qui n’est pas de signe constant.

La suite (Ju,|) n’est pas monotone.

3. Ztan (Z x — ) — tanh ((n—l—nl)2> (Mines 2016)

n+1

Correction

(o ()
Eeol)

1+ 2h + O(h?) donc :

4 n+1

|
—+
93
=}
ST N T N N

N N NN

Avec la formule de Taylor-Young, tan <Z +h

™ n T 1
tan ( — =1-— —
an(4 Xn—|—1> 2n+0(n2>

2
tanh ((n+1)> = tanh (n + 2+ 1)
n n

en+2+1/n — en—2-1/n

ent+2+1/n + e—n—2-1/n
1 — e—2n—4-2/n

1+ e—2n—4-2/n
_ (1 . e—2n—4—2/n> (1 e~ 2m—4=2/n (e—Qn)>

1

s 1
—_— — — O [—
tn 2n + (nQ)
T
La série de terme général ~5 diverge.
n

1
Siv, =0 <2 alors la série de terme général v, converge absolument donc converge.
n

1 2
Finalement Ztan (Z X Z 1) — tanh ((n—l—)) diverge.
n n

Exercice 2 (Mines 2016)

Soit (a,b) € R2.
On pose, pour n € N, u,, = /n+ avn+ 1+ by/n + 2.

Donner une CNS sur (a,b) pour que la série de terme général u,, converge.
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Correction

- rfafond) ()
- nfirean o ()

— (1+a+b)\/ﬁ+a4\r/%b O(n3/2>

e Sia+b+1+#0 alors u, tend vers I'infini avec le signe de a + b + 1.
Donc la série Z uy, diverge grossierement.

e Sia+b+1=0et a+2b+#0 alors u, ~ de signe constant.

a—+2
Vn
Donc la série Z Uy, diverge.

1
° Sia+b+1:a+2b:0alorsun20<3>.
n3/2

Donc la série E Uy, converge absolument donc converge.
Finalement :

{a +b=-1 {a =-2
Zun converge <= >

a+2b=0 b=1

Exercice 3 (Centrale 2012)

Nature de la série de terme général u,, = /In (n2 +1) — /In (n2 +1/2)?

Correction
ug n’est pas défini mais pour tout n > 1, u,, est bien défini.

- (21n(n)+1n <1+1>>1/2_ (21n(n)+ln <1+21112>)1/2
(2w +0 (L))" (m( o (5)"

= (2ln(n 1/2< 1+O n21n( )>)1/2_(l+0<n211f11(n))>1/2>
= (2ln(n 1/2<1 (n21n )>_1>:O<n211n(n)>

- ()

On en déduit que Z Uy, converge absolument donc converge.

Une autre méthode est possible.

1
On remarque que u, = f (n2 +1)—f <n2 + 2> avec f {
Avec les accroissements finis, on a :
1 1
Vn € N*dz,, € {nQ + §;n2 + 1] tq up = <n2 +1- (n2 + 2)> fxy) =
.
44/2n2/In (n)

[1;+oo[— R
x — +/In ()

1
4xp+/In (x4,)

1
Xy ~ n? donc u,, ~ et on conclut avec u,, = o (

n2
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Exercice 4 (Mines 2019)

On définit la suite (up)nen par :
ug € R

e Un

n+1
1. Nature de Z Up 7
2. Nature de Z(—l)"un ?

Correction

VnENun_H =

1. Il n’y a aucun probléme de définition.

efu'nfl
Vn € N* u,, = >0
On en déduit :
e Un—1 1
Yn>20<wu, = < —
n n
Donc u,, ——— 0
n—-+00
e Un—1 1
D’ou u,, = ~ —.
n
Z uy, diverge.
—Up—1 1
2. ¥n>20<u, = - <
n
e tUn-t 1 1
-t
n n n
Z(—l)”un converge.
Remarque

Pourquoi utilise-t-on un développement asymptotique et non le TSCSA ?
La décroissance de (uy,) parait difficile & prouver alors que le développement asymptotique

fournit rapidement la réponse.

Toutefois, on peut prouver la décroissance de (u,, a partir d’'un certain rang, ce qui permet

d’utiliser le TSCSA :

efunfl 1
Up = = —exp
n
1 1
-1 (1 1o
n n
Up+1 — Up =

miro () = e (o)

1 . . .
Donc up41 — up ~ -— < 0 et upy1 — up < 0 a partir d’'un certain rang.
n

Exercice 5 (Mines 2015)

On définit la suite (up)nen par :
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e uy>0
e Vn € Nuyyr =+/1+u;

1. Etudier la suite (un)nen-

2. Donner un équivalent simple de u,,.

3. Etudier la nature de la série de terme général —.
n
n

4. Donner un équivalent simple de Z —.
k=0 Uk

Correction
Il est tentant d’utiliser les méthodes d’étude des suites récurrentes mais cela complique la réso-
lution de ’exercice. Il vaut mieux remarquer ici :
VneNu2, ; =1+ul.
On démontre donc d’abord par récurrence que la suite est bien définie, a valeurs strictement
positives.
On utilise ensuite la remarque précédente pour obtenir :
Vn € Nu, = /n+u
On en déduit immédiatement :

1. up, —— 400

n—-+00
2. up ~/n
1 1 L. . L ..
3. — ~ —= > 0 donc la série de terme général — diverge.
Up, \/ﬁ Unp,
ntl o dt 1 1 n dt
4vneN*/ S—zié/ —
n t+ud  Um n+wd Inl ot 4 ud
= 1 oo dt

0 Jt4ud k=W Yo Jo [t 42
1 1
Vn€N2m—2uo§Z—§—+2m_2uO
Uk uo
k=0

On en déduit :
L
> —~2vn

k=0 "
Exercice 6 (Centrale 2014)

On définit une suite (u,)pen par :

{UO:1

2n 4+ 2
Vn e N =
neNUu,41 2n+5u

1. Montrer que la suite (uy)nen converge.

n

2. Déterminer la nature de Z (In (up+1) — In (uy,)) et en déduire la limite de la suite (up, )nen-

3. Soit a € R.
On pose pour n € N*, v,, = n®uy,.

(a) Discuter la nature de Z (In (vp41) — In (v,)) suivant la valeur de «.

(b) Déterminer la nature de la série Z Un,.

7
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Correction

1. Vne Nwu, >0

VneN it )
u

n
(un)nen est décroissante et minorée donc converge.

U, —— L € Ry,
nn%Jroo +

2. In(upy1) —In(up,) =In (

2n 4+ 2
2n+5

Donc Z (In (up+1) — In (uy,)) diverge.

Donc la suite (In (u,)) diverge.

Donc v, ——— 0

n—-+o0o
3 Unt1 (n+1)0‘2n+2
v, n 2n +5

In (vp4+1) — In (vy,)

Sia# g alors In (v,41) — In (vy,) ~

Sia= g alors (In (vy,)) converge.

K
3z
Remarque

Uy, N

Une autre méthode est possible :

e

Up = —=L  — 6220

1
= aln(l—l—)+ln(1—
n

«Q 3 1

- - _ of—
n 2n—|—5+ (nQ)
(2

200 — 3
2n

— 1
a —3)n + ba O(

n(2n +5) n?

et (In (vy)) diverge.

nl(n+1)!  3ym 1

n+1 (2n 4+ 3)!

IT2k+1
k=2

4

0372

En tous cas, la série de terme général u,, converge.

Exercice 7 (X 2016)

Soit (up)n>1 une suite de réels positifs telle que :

2n 1 n
neN 3w <=
pR— "=t

Montrer que la série de terme général u,, converge.

Correction
n 1 n
Vn € N* < (14 =
n kgluk < ( + n) ;uk

op
On note, pour p € N, v, = Z U,
k=1

):1n(1_ 5 )N—Sgo
2n+5 2n

)

3

2n+5

)
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1

VpeNwy < <1+2p)vp
On en déduit :

p—1 1 p—1 1 +oo 1
Vp € Nv, < H <1+ 21) = Vg exp %hl( 2l> < vg exp (gln (1—1—21)) =MEeR
On en déduit que la suite des sommes partielles de la série de terme général u,, est majorée :
Soit N € N*.
Il existe p € N tel que N < 2P.
(un)n>1 est a valeurs positives donc :
N

> up <vp <M

n=1

Z uy est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles est majorée donc Z Uy,
converge.

Exercice 8 (Mines 200/)

sin (27. e.n!)

Etude de la série de terme général u,, = < , @ €R.
n
Correction
Par application de la formule de Taylor avec reste intégral, on a :
n+1 1 . t n+1 t
e= Z o / dt
On en dedult
o onl — 9 z":n! L2 o /1(1 £y e de
men! = 2w — — e
pr) k! n+1 n+1Jo
|
Yk € [0;n] % eN
Donc :1 ‘ 5 5 )
m m
= —si 1— )"t tdt)

tn nasm<n—|—1+n—|—1/o( t)

1 1 1 — )n+2 1
og/(l )t tdt<e/(1—t)"+1dt:e _a=9 =

0 0 n 42 o M + 2
1 1

Donc / (1—t)"letdt =0 ()

0 n

1 21 1 1 21 1
o no‘sm<n+1Jr (n2>> ne <n+1Jr <n2>)
27
~ na—i—l 0

On en déduit :
Z Uy converge <= a > (

2 Sommes de séries

Exercice 9
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. 1 >
sin (
Montrer la convergence de la série Z i n(n + 1)1
n>1 cos <) CoS ( )
n n+1
Correction

On va prouver la convergence et calculer la somme simultanément.

et calculer sa somme.

: 1 1
sin (1 - 1)
n n+1
Vne N u, =
" COS 1 COS 1
n n+1
1

)
- l)enle) e ey

Donc :

Vp eN Sp = Z Up = tan (1) — tan (p—i-l) m tan (1)

n=1
Donc la série converge et :

S i (n<nl+1>)

(&) (i)
n=1 cos | — ) cos
n n+1

Exercice 10 (Centrale 2013)

= tan (1)

Soit u, = ——.
> kP

k=1

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.

n 1
2. On donne ZkQ = n(n+1)@2n + )

k=1 6
A T'aide de (n + 1)* — n4, calculer Z k3.
k=1
+o0 2
1
3. On rappelle kX::l Z= %
+oo
Calculer Z Up,
n=1

Correction

n
LVneN Y& > a8
k=1
Donc :

1
VneN*0<u, < —
n

Donc a série de terme général u,, converge.

10
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s (1))
2. Z k® = () (la technique est classique)
k=1 2

3.

—+00 “+o0o 2 2 +o0o 1 1 2
— n(n+1) —\n n+1
n=1 n—=

= 4 —-1-2
3
_ 4(x?-9)
N 3
Exercice 11 (CCP 2019)
Pour tout n € N* In (n) (1)t S0 =3 s To =3 vy et Hy =3
r n = = (— = = — —.
our tout n , ONl POSE Uy, - , Un Up,y, On k:1uk, n k;:lvke n k:lk

On pourra utiliser H,, = In (n) 4+ v + o(1).

1
1. Etudier les variations de f : x +— M

1
2. Pour n > 3, comparer u, et —.

n
Quelle est la nature de Z u, 7 de Z Up 7

3. Pour n > 3, exprimer Sy, — S, sous la forme d’une seule somme.

A T’aide d’une comparaison série intégrale, montrer :
2 2 2 2
iz MEAEDF(0oD)? g o (a(n)? (i)

4. Montrer : )
In (2
Sop — Sp = In (2)In (n) + (“(2)) +o(1)
5. Exprimer Sy, + T5, en fonction de S,, et de H,,.

“+oo
Déterminer Z Up,.-
n=1
Correction
1. f est C* sur |0; 400 et :
1-1
Va €]0; +o0] f/(z) = xznx

Donc f est croissante sur ]0; e] puis décroissante sur [e; +ool.
1
2.Vn>3u,>—>0
n
Z uy, diverge.

Inn
° -1 — ce.
E (—1) - est alternée
n>1

11
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Inn

TD analyse 1 2025-2026
[ ]

5z

nn

° (—1) —0

n—-+00
Donc Z

Lnmn
n>1

n

—— converge.

_g = 22" In (k)

k=n+1 k
n>3doncsik>n+12>4, fest

On en déduit :

. Vn >3 Sy,

est décroissante !

décroissante sur [k — 1; k| et sur [k; k + 1].

k+1 k
Vn>3Vk>n+1 / In (2 )dxg In (k) g/ () o,
k k-1 I
D’ou en s%m+rrllzint 20|
Vn > 3 n(x)dxgs%—sng/ n@) g,
n+1 x n
Le reste est du calcul de primitive.
4.
(In(2n))*> (n(n))*> _ (In(2)+In(n))* (In(n))*
2 2 N 2 2
()’ +2mm(2)In(n) + (In(2))* (In(n))’
N 2 2
2

= In(2)In(n)+ (In (22))

(In (2n +1))? ~ (n(n+ 1))?

(In (2) +In(n) +1In (1 4+ 1/(2n)))? _(In(n)+In(1l+ 1/n))?

2 2 2 2
_ (In(n))? +2In(2)In (n) 4+ (In (2))2 + o(1) B (In (n)2) + o(1) 3 détaille
2 2
0 (2))2
= In(2)In(n)+ L (22)) +o(1)
D’otu le résultat
5. Son + Toy = 22 (%) Sy + Hy,1n (2)
On en dedult
Top, = Sp+H,In(2)—Ss, =In(2)(In(n)+~v+o0(1)) — <ln (2)In(n) + (In (22))2 + 0(1))
— In(2) (7 - ln2(2)> +o(1)

On conclut facilement.

3 Séries et intégrales

Exercice 12 (X 2016)

. . Inl
1. avec une machine, on voit que ==

12

0<1n7~0347<1%3~0366
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Soit r € N, r > 2.
“+o0o
=> k.
k=1
f est-elle bien définie ?

Montrer : f(r) =1+ O400 (21T>

Correction
L’existence releve du cours des que r > 1.
D’autre part une comparaison série-intégrale classique donne :

= too gt 217 1
0<S k" < / a _ <)
'—2; =)y v -1 ot \ar

1
Dou: f(r)=1+2"" 4 04 <2r)

Exercice 13 (Mines 2015)

+oo dt
Nature de/ ?
o 1+ cosh (t)sin? ()

Correction

On fait le changement de variable : t = x + n.
dz

/0 1 + cosh (z + nm) sin? (z)
4 dx dx

< <
o 1+cosh((n+ Dm)sin®(z) = "= /0 1+ cosh (n7) sin (z)
Soit a > 0.

[ e - 2/WHC“C. (f(x —2) = f(x))

1+ asin“z asin? z

vn € Nu, =

Vn e N

+0o0 dt
= 2 / e changement de variable C! 7 t = tanx

1+ﬂ

B 2/‘+oo dt 2 /*w dt
T 1+82+at?> 1+4al ( 1 )2+t2
vVi+a

= 1_?_@ [\/m arctan (t\/l—i—ia)} ;roo
s
- 1+4+a

On en déduit :

Vn € N 1 <up < il
\/1 + cosh ((n + 1)) 1 + cosh (n)

~ mV/2e "™/2 terme général d'une série convergente.

1 + cosh (n)
On en déduit que la série de terme général u,, converge.

Si on note S sa somme alors :

13
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/nTr dt Z
u
0 1+ cosh (t)sin? b o

1
Par ailleurs, la fonction ¢ — est positive donc :
1 + cosh (t) sin? (t)

/T dt A € RU{+o0}
o 1+ cosh (t)sin? (t) T—+oo

En particulier :

nm dt
/ A
0 1+ cosh (t)sin? (t) n—+oo
Par unicité de+la limite A =1 € R.

. dt
Finalement /
0o 1+ cosh (t)sin? (t)

converge.

Remarque
dx

14+ asin?zx’

™
On peut se passer du calcul de /
0 x

Ona: d d
T i T

Vn e N <u, <

ne /0 1+ cosh ((n + D) sin2 () = "= /0 1+ cosh (nm) sin (z)
qui donne par symétrie :

/2 dx /2 dx

v N2/ <u, < 2/

ne o 1+4cosh((n+1)7)sin?(x) — tn = o 1+ cosh (nm)sin? ()

Vit € [0; ;T] sin” (x) = —sin (x) <0

Donc la fonction sin est concave sur |0; 5|

Elle est donc sous ses tangentes et au dessus de ses cordes. On en déduit I’encadrement :
] 2

Vo € {0; } —z <sin(zx) <z
T

2
Donc : /2 /o
VnGNQ/ dr 2S”n§2/ dr )
o l+cosh((n+1)m)z 0 14 cosh (nm) — a2
T
Or:

/2 dx 1 T2 am
Va >0 / —s5 = { arctan (aaz)} = —arctan ()
1+ a?x? a 0 a 2
On en déduit :

VneNO<u, < ———m—"
" = ~ 24/cosh (nm)

D’ou u, = O (e_”“/z).

7[.2

4 Recherche d’équivalents
Exercice 14 (Centrale 2015)

2
us + 3
Un+1 = n4

1. Convergence 7 limite 17
2. Equivalent de u,, — 17

Correction

14
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1. f est définie sur R et f(R) C Ry donc on peut supposer ug € Ry. Il n’y a aucun probléme
de définition et :
vn € Nu, > 0.
Quelques calculs préliminaires
2 4 -2)2-1 —1)(z —
oVwERf(x)—w:x x—|—3:(x ) _(z—-1)(z—3)

e f est strictement croissante sur R, et le tableau de Variafltions est facile a construire.
Discussion
e Premier cas : u € [0;1]
[0; 1] est stable par f.
Vn € Nu, € [0;1].
Vn € Nupy1 —up = fuy) —uy >0
(uy) est croissante et majorée donc converge vers [ € [0;1] tel que f(I) = 1.

Finalement uv,, ——— 1
n—-+o0o

e Deuxiéme cas : ug =1

YneNu,=1—1
n—-+00

e Troisiéme cas : ug €]1;3|
]1; 3] est stable par f.
Vn € N u, €]1;3][.
Vn € Nupi1 — up = fug) —uy <0
(up) est décroissante et minorée donc converge vers [ € [1;3[ tel que f(1) = 1.

Finalement u,, —— 1
n——+o00

e Quatriéme cas : ug =3

VneNu,=3——3
n—-+o0o

e Cinquiéme cas : uy > 3
]3; +00[ est stable par f.
vn € Nu, > 3.
Vn € Nupy1 —up = fuy) —uy >0
(up) est croissante. Si elle est majorée, elle converge vers [ > 3 tel que f(1) = L.

C’est absurde Finalement u,, ——— +00
n—-+o0o

La remarque initiale est incomplete, il faut déterminer pour quelles valeurs de ug € R_
la suite converge.
e Premier cas : uy €] — 3;3|

Uy —— 1
n—-+00
e Deuxiéme cas : ug = 3
Uy — 3
n—-+00
e Troiséme cas : |ugp| > 3

Uy —— +00
n—-+o0o

2. Le cas ug = £3 est clair :
Vn € N* u, — 1 =0.
On suppose donc |ug| < 3 et on pose u, = 1+ €, avec ¢, —— 0.
n—-+o0o

(14 €)2+3  4+26+€

1 +€pr1 =

4 4
11,
En+1 = 2671 4671
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On pose v, = 2"¢,.

Un+1 2n+1€n+1
= 2%, + 2"
= v, +2"71
Upi1 —vp = 212
Le cas ug = =1 est clair :
VYn e N*u, —1=0.
On suppose donc ug # +1.
Il résulte alors de la premiere question :
YneNe, #0
2"en _ (6n+1>2
2n—le2 €n

< M2yt
€n 2

On déduit alors de la regle de D’Alembert que la série de terme général v, 41 —v,, converge.
Donc la suite (v,) converge et 2"€, R AeR.

n—-+0oo
Mais cela ne fournit un équivalent que si A # 0.

Siug > 1 alors :
Vn € Nwv, >0

In(vp41) —In(v,) = In (UH—H)

()2”) ()

Cette fois, on a la convergence de la suite (In ( t on conclut :
A
n — 1~ 27

Il ne parait pas possible d’expliciter A (c’est d’ailleurs une fonction de ug).
Si0<wug <1 alors:

Vn € Nv, <0

et on considere In (—v,,) et on aboutit a la méme condition.

5 Divers

Exercice 15 (Centrale 2015)
On considere la relation de récurrence :
(R) tpt2 = (4n + 6)upt1 + up

On note S 'ensemble des suites réelles qui vérifient la relation de récurrence (R).
Soient (an)nen €t (bn)nen deux éléments de S vérifiant en outre :

CL():l a1:0
bp=0 b =1

16
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1. Donner la structure de S.
Que peut-on dire des suites (an)nen et (bp)nen?

2. Pour tout n € N, on pose w, = anbpt1 — Gni1bn €t g = Z—n.
Montrer que la suite (g, )nen converge. !
Correction
1. ¢ SCRN

e La suite nulle appartient & S.
e S est stable par combinaisons linéaires :
Soit (un)nen €t (vp)nen deux suites appartenant a S et A et p deux réels. Soit

(wn)neN = )‘(un)nEN + :U’(UH)TLGN'

Vn e Nwpra = Aupgo + pvpgo
= AN(4n + 6)upt1 + up) + p ((4n + 6)vpy1 + vy)
= (4n +6) (Aupt1 + pvny1) + Auy + po,
= (An+6)wpr1 +wy

Donc (wp)nen € S.

2

Soit @ {S R
(Un)nen > (uo,u1)

On vérifie facilement que @ est linéaire.
Une suite de S est entierement définie par la donnée de ses deux premiers termes donc
tout élément de R? posséde un et un seul antécédent par ®. En d’autres termes ® est une
bijection.
® est donc un isomorphisme de S sur R2.
On en déduit que S est un R-espace vectoriel de dimension 2.

® ((an)nen) = (1,0) et @ ((by)nen) = (0,1) forment une base de R? (la base canonique)
donc (an)nen et (bp)nen forment une base de S.

Vne€Nwypy1 = app1bni2 — ang2bpi
Ap+1 ((4n + G)bn_H + bn) - ((4n + 6)an+1 + an) bn+1

An41bn — anbpi

= —’u)n

On en déduit :
vn € Nw, = (—1)"wy = (—1)"

Une récurrence triviale permet de montrer :
Vn>1b,>1

On en déduit (avec by = 0 dans le cas n =0) :
Vn € Nbyyo >4n+6=3(n+2)+n>3(n+2)
D’ou :

Vn>2b, > 3n

On en déduit :

Vn > 2 Wn 1

I
bnbn+l bnbn+1 In

17
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converge absolument donc converge.

On en déduit que la série de terme général

Mais : w

Vn € N = = qn — Qn+1
bnbn+1

donc la suite (g, )nen converge.

nUn+1
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