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1 Suites d’un espace vectoriel de dimension finie
Exercice 1 (Mines 2013)

Montrer que z 7→ 2z + 1
z + 2 est une bijection du disque unité fermé D de C sur lui même.

Étudier la suite (zn) définie par z0 ∈ D et zn+1 = f(zn).

Exercice 2 (Centrale 2013)

Pour tout n ∈ N∗, on considère l’équation xn ln (x) = 1.
1. Montrer qu’elle admet une unique solution que l’on notera αn.
2. Montrer : ∀n ∈ N∗ αn > 1
3. Montrer que la suite (αn)n∈N est décroissante.

En déduire que (αn)n∈N converge vers l.
4. Calcul de l.

5. Montrer que αn − l ∼
lnn
n

.

Exercice 3 (X 2021)

1. Montrer que pour tout n ≥ 2, le polynôme Pn = Xn + X2 + X − 1 admet une unique
racine dans R+, notée rn.

2. Montrer que la suite (rn) est bornée.
3. Montrer que la suite (rn) est convergente et déterminer sa limite l.
4. Equivalent de rn − l.

Exercice 4 (CCP 2022)

Soit p ∈ N∗.
Soit (un)n∈N une suite qui vérifie la relation de récurrence :
∀n ∈ N un+p = 1

p
(un + un+1 + · · ·+ un+p−1).

Pour tout n ∈ N, on note :
mn = min (un, . . . , un+p−1)
Mn = max (un, . . . , un+p−1)
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1. On suppose dans cette question que p = 2.
Montrer que la suite (un)n∈N converge.

2. On suppose que les deux suites (mn)n∈N et (Mn)n∈N sont adjacentes.
Montrer que la suite (un)n∈N converge.

3. Pour tout n ∈ N, on pose vn =
p−1∑
i=0

(i+ 1)un+i.

Montrer que la suite (vn)n∈N est constante.
4. Montrer :
mn ≤ mn+1 ⇐⇒ un+p ≥ mn

En déduire que la suite (mn) est croissante.
5. Je n’ai pas l’énoncé des questions suivantes. Il s’agit a priori de montrer que la suite

(un)n∈N converge.

Exercice 5 (X 2021)

Montrer qu’il existe une suite (an)n∈N telle que :
∀x ∈ [0; 1] ∀ε > 0 ∃n ∈ N tq |an − x| ≤ ε

Exercice 6 (X 2021)

On considère la suite (un)n∈N∗ définie par :
• u1 ∈ R
• ∀n ∈ N∗ un+1 = sin (un) + 1

n

1. Montrer que la suite (un)n∈N∗ est décroissante à partir d’un certain rang.
2. La suite (un)n∈N∗ est-elle convergente ?

3. Montrer que pour tout δ > 0, on a à partir d’un certain rang u3
n ≥

6− δ
n

.

Exercice 7 (Ens 2023)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f ∈ L(E) telle que :
∀x ∈ E ‖f(x)‖ ≤ ‖x‖
Soit x ∈ E.
Etudier la limite quand n tend vers +∞ de 1

n+ 1

n∑
k=0

fk(x).

2 Normes équivalentes
Exercice 8

SoitN1


R[X]→ R

P =
n∑

k=0
akX

k 7→
n∑

k=0
|ak|

(n ∈ N, n ≥ deg(P )) etN2


R[X]→ R

P =
n∑

k=0
akX

k 7→ max
k∈[[0;n]]

|ak|

1. Montrer que N2 est une norme sur R[X].
N1 est également une norme sur R[X], on ne demande pas de le prouver.
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2. Pour tout p ∈ N, on note N1,p la restriction de N1 à Rp[X] et N2,p celle de N2. Il s’agit
de normes sur Rp[X] (on ne demande pas de le prouver).
A p fixé, les normes N1,p et N2,p sont-elles équivalentes ?

3. Les normes N1 et N2 sont-elles équivalentes ?

Exercice 9 (Centrale 2015)

Soient E = C0([0, 1],R) et E+ l’ensemble des f de E positives et ne s’annulant qu’un nombre

fini de fois. Si f ∈ E et ϕ ∈ E+, on pose ‖f‖ϕ =
∫ 1

0
|f |ϕ.

1. Soit ϕ ∈ E+. Montrer que l’application f 7→ ‖f‖ϕ définit une norme sur E.
2. Soient ϕ1 et ϕ2 dans E+. On suppose ϕ1 > 0 et ϕ2 > 0. Montrer que ‖ ‖ϕ1 et ‖ ‖ϕ2 sont

équivalentes.
3. Les normes ‖ ‖x 7→x et ‖ ‖x 7→x2 sont-elles équivalentes ?

3 Continuité en un point
Exercice 10

Soit (a, b) ∈ R2 et f


R2 \ {0} → R

(x, y) 7→
4
√
x4 + y4a√
x2 + y2b

.

Donner une CNS portant sur (a, b) pour que f soit prolongeable par continuité (0, 0).

Exercice 11

Soit f : R2 → R continue en (0, 0) telle que :
∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = f

(
y,

5y − x
6

)
Montrer que f est constante.
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