TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 2
Limites dans un espace vectoriel normé
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1 Suites d’un espace vectoriel de dimension finie

Exercice 1 (Mines 2013)

2z +1
Montrer que z — ++2 est une bijection du disque unité fermé D de C sur lui méme.
z

Etudier la suite (z,) définie par zp € D et 2,11 = f(2n).
Exercice 2 (Centrale 2013)

Pour tout n € N*, on considere I'équation z™In (z) = 1.
1. Montrer qu’elle admet une unique solution que I’on notera «,.
2. Montrer : Vn € N* o, > 1

3. Montrer que la suite (o, )nen est décroissante.
En déduire que (a,)nen converge vers [.

4. Calcul de .

Inn
5. Montrer que oy, — 1 ~ —.
n

Exercice 3 (X 2021)

1. Montrer que pour tout n > 2, le polynéme P, = X" + X2 + X — 1 admet une unique
racine dans R, notée ry,.

2. Montrer que la suite (ry,) est bornée.
3. Montrer que la suite (r,) est convergente et déterminer sa limite .

4. Equivalent de r, — [.
Exercice 4 (CCP 2022)
Soit p € N*.
Soit (un)nen une suite qui vérifie la relation de récurrence :

Vn S N Un+p = ]; (Un —|—Un+1 =+ - +un+p71).

Pour tout n € N, on note :
My, = Min (Up,, . .., Uptp—1)
M, = max (un, ..., Untp—1)
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1. On suppose dans cette question que p = 2.
Montrer que la suite (u,)pen converge.

2. On suppose que les deux suites (my)nen €t (My,)nen sont adjacentes.
Montrer que la suite (u,)pen converge.

p—1
3. Pour tout n € N, on pose v, = Z(z + 1) tpps.
=0
Montrer que la suite (v,)nen est constante.

4. Montrer :
My, < Mpp] <= Upyp = My
En déduire que la suite (m,,) est croissante.

5. Je n’ai pas I’énoncé des questions suivantes. Il s’agit a priori de montrer que la suite
(Un)nen converge.

Exercice 5 (X 2021)

Montrer qu’il existe une suite (ay)nen telle que :
Vo €]0;1] Ve >03In e Ntq |a, —z| <€

Exercice 6 (X 2021)

On considére la suite (uy,)nen+ définie par :
e u1 €R

1
o Vn € N* uyqq =sin (uy) + —
n

1. Montrer que la suite (u,)nen+ est décroissante a partir d’un certain rang.

2. La suite (up)nen+ est-elle convergente ?

6—9¢

3. Montrer que pour tout § > 0, on a & partir d’un certain rang u3 > -

Exercice 7 (Ens 2023)

Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie et f € L(F) telle que :
Ve e E [|f()] < [l
Soit z € F.

Etudier la limite quand n tend vers 4+oo de

1 &,
”+1k§)f (z)-

2 Normes équivalentes
Exercice 8
R[X] — R R[X] — R

- - N,n > deg(P)) et N.
P:ZakaHZMH (TLE 7= eg( ))e 2
k=0 k=0

1. Montrer que Nj est une norme sur R[X].
Nj est également une norme sur R[X], on ne demande pas de le prouver.

Soit N -
o P=> apX" e lag|
€0;n

k=0
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2. Pour tout p € N, on note N1, la restriction de Ny a ]Rp[X] et Na, celle de No. 11 s’agit
de normes sur R,[X] (on ne demande pas de le prouver).
A p fixé, les normes Ny, et No ), sont-elles équivalentes ?

3. Les normes N; et Ny sont-elles équivalentes 7
Exercice 9 (Centrale 2015)

Soient £ = C°([0,1],R) et Ey I’ensemble des f de E positives et ne s’annulant qu'un nombre
1

fini de fois. Si f € E et ¢ € E,, on pose | fl|, :/ | f]e.
0

1. Soit ¢ € E,. Montrer que I'application f — || f||, définit une norme sur E.

2. Soient 1 et ¢y dans E;. On suppose ¢1 > 0 et @9 > 0. Montrer que || ||y, et || ||e, sont
équivalentes.

3. Les normes || ||z €t || ||zez2 sont-elles équivalentes ?

3 Continuité en un point
Exercice 10
R2\ {0} = R

Donner une CNS portant sur (a,b) pour que f soit prolongeable par continuité (0,0).

Soit (a,b) € R? et f (2,9)

Exercice 11

Soit f : R? — R continue en (0,0) telle que :
oYy — T
V(z,y) € R? f(z,y) = f (y )

6
Montrer que f est constante.



