TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 2
Limites dans un espace vectoriel normé
Correction

941

1 Suites d’un espace vectoriel de dimension finie

Exercice 1 (Mines 2013)

2z+1 N . y . A
Montrer que z — ) est une bijection du disque unité fermé D de C sur lui méme.
z

Etudier la suite (z,,) définie par zg € D et 2,11 = f(zn).
Correction

f est bien définie sur D : V2 € D z+2#0

Soit z € D.
Il existe 7 € [0;1] et 6 € R tq z = r ¥

2427 = (ref+2)(re 42
= 2427 (ew—i— e*w)—i—ll
= 447 cosh+4

12z + 17 = (27“ ew—l-l) <2r e_w—{-l)
= 472427 (ew—i—e_w)—i—l
= 47447 cosf+1

2427 —224+172=3-3r2=3(1-r2) >0
f va bien de D dans D.

Soit a € D.

2z4+1=a(z+2)
2z+1=az+2a
(2—a)z=2a—-1
2a -1 1—-2a
2-a  2-a

fz)=a

[

= —J(-a)

z =



TD analyse 2 2025-2026 chapitre 2

|—f(=a)| =|f(—=a)| <1car —a € D.

f est bien une bijection de D sur D.

Pour I'étude de la suite, plusieurs méthodes sont possibles.
On commence par déterminer les points fixes :

f)=2 <= 224+1=22+22
= =1
= z==1

On s’intéresse a 1’écart de f avec les points fixes :

Z_
z+
f+1=""5

e Premiére méthode

On essaie d’intuiter le comportement de la suite : est-ce qu’on converge vers 1, -1 ou
est-ce qu’on diverge 7

2= 1]
z)—1| =
() -11=
z)+ 1| = z4+1
£+l = g 1
|z + 2| est la distance entre z et —2. Un dessin permet de voir qu’elle est comprise entre
1 (atteint uniquement pour z = —1) et 3 (atteint uniquement pour z = 1).

Donc en général, on se rapproche de 1 et on s’éloigne de —1.
D’ou I'idée de montrer que la limite est 1.
— Premier cas : zp = —1
YneNz, =-1
() converge vers -1.
— Deuxiéme cas : zp € D\ {—1}
Il résulte de I’étude précédente :
la suite (z,) est bien définie et :
Vn e Nz, e D\ {-1}
Un dessin permet de voir :
Vze D\ {-1} |[z+2|>1
On en déduit :
Vn € N |zp41 — 1| < |z — 1] (sauf si zp = 1 auquel cas il y a égalité a 0) mais ce n’est
pas suffisant.
On fait un dessin.
On trace le cercle de centre 1 et passant par z.
Son rayon est |29 — 1| < 2 et il coupe l'axe des x & gauche en 1 — |29 — 1| > —1.
Sur D, |z+2| > 1 donc on se rapproche de 1 et le disque de centre 1 et de rayon
|z0 — 1| est stable par f.
Sur le dessin, on voit que si z appartient au disque de centre 1 et de rayon |zo — 1] :
lz4+2]>[1—|20—1|+2|=[3—-|20—1|]|=3—|20— 1=k >1
On a alors : )
Vn €N |zp41 — 1 SE |z, — 1]



TD analyse 2 2025-2026 chapitre 2

(zn) converge vers 1.
e Deuxieme méthode
Les cas zg = 1 et zg = —1 sont clairs.
On suppose zy # +1.
I1 résulte du début de 'exercice (f est injective sur D) :
Vn eN z, #£1

On remarque sur les calculs précédents que :
wnenmi=l 1z =1
Zn+1 +1 3 Zn + 1
On en déduitlz ) )
Zn — 20 —
vn € N = —
" Zn+1 3" zp+1
Zn — 1

Donc u, = e
Zn +1 n—too

Up +1

Up —1 n—too

1.

Mais u, + 1 = z,(uy — 1) avec uy, # 1 (sinon 2 = 0) donc z, =

e Troisieme méthode
Le cas zp = 1 est clair.
On suppose zg # 1.

Z —
1=
/() z42
Donc une récurrence triviale permet de prouver :
VneNz, #1
1 1 2
YyneN — = _ It
Zni1 — 1 flzn)—1  2z,—1
3
=1
+ Zn — 1

La suite (u,) = (
récurrence :
Vn € Nupe1 =1+ 3uy,
1

l:1+3l(:>l:—§
On en déduit : 1 .
VnENun:—2+3”<uo+2>

1 1 1 zo+1

2 zZ20 — 1 2 zZ0 — 1
On en déduit :

1) est une suite arithmético-géométrique qui vérifie la relation de
Zn —

1
si zo # —1 alors |u,| —— 400 donc 2z, —1 = — ——— 0 et (z,) converge vers 1.
n—-+oo Up M—>+00
1
si zg = —1 alors u, = —3 pour tout n et z, =1+ o = —1.
n

Exercice 2 (Centrale 2013)

Pour tout n € N*, on considere I’équation z™In (z) = 1.
1. Montrer qu’elle admet une unique solution que I’on notera «,.
2. Montrer : Vn € N* o, > 1

3. Montrer que la suite (o, )nen est décroissante.
En déduire que (o, )nen converge vers [.
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4. Calcul de I.

Inn
5. Montrer que o, — [ ~ —.
n

Correction
R* - R
1. Pour tout n € N*, soit f, +
x — x"In (x)

fn est C™ et :
1
Vo >0 f!(z) =na™ 1in(x) + 2" 1 = nan ! (ln (z) + n)

fn est donc strictement décroissante sur }0; eV ”] de0a ——.
ne
En particulier :

Vo € ]0; e_l/”} fn(z) <0
1

frn est strictement croissante sur {efl/"; —i—oo[ de —— a +o0.
ne

-1
fn étant de plus continue, f,, réalise une bijection de {e_l/"; +oo[ sur [e; 400 {
n
On en déduit :
Vn € N* dla,, € R tq fr(on) = 1.
2. Soit n € N*.
fn(l)=0cet:
Vo €]0; 1] fn(z) <0
Mais fn(a,) =1 >0 donc ay, > 1.
3. Soit n € N.
X1 1

folans) = alv i In(apg1) = =
n( n ) n+1 ( n ) Zi% Ont1
On déduit alors du tableau de variations de f,, :

Qpt1 < O

<1

La suite (ay,)nen+ est donc décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers | €
[1; +o00.

4. Supposons [ > 1.
Vn € N* [ < ay, car la suite est décroissante.
On en déduit :

Vn e N* " < ol =

~In(ap)
[ > 1 donc {" —— +oo et In(a,) —— In(l) > 0.
n—-+0o00 n—-+0o00
1

En faisant tendre n vers +oo dans 'inégalité ci-dessus, on obtient +oo < ™0 : clest
n

absurde.

Donc [ = 1.

5. Si I’énoncé ne fournit pas I’équivalent, on peut procéder ainsi :

On écrit a,, = 1 + ¢, avec ¢, —— 0.
n—-+o0o

(I1+e€,)"In(14+¢€,) =1donce, ~(1+e€,) " =exp(—nln(l+e,))
€n 0 donc In (e,) ~ —nln (1 +€,) ~ —ney,
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On a donc n ~

—In (&)

€

etn +00.
n—-+o0o

On en déduit : In (nSL ~ —In(e,) +In(—1In(ey)).
Mais —In (€y,) ot donc —In (e,) +1In (—1n(€,)) ~ —1In(ep).

Donc In (¢,) ~ —1In (n) et finalement :

L’énoncé fournissant 1’équivalent, on peut procéder de la maniere suivante :

= <1+ln7§n))”ln(1+h17in)>
= exp <nln< +ln7(l ))>ln <1+ln(n))
1

f <1 + mfln)
In (n)
Donc f, (1 + -
Soit € €]0; 1].
fa1+0-9 o)

Donc f, <1 +(1—¢)

rang.

Donc a partir d’un certain rang 1 — € <

Exercice 3 (X 2021)

) +oo et o, <1+
n—-+4oo

In (n)

In (n)

a partir d’un certain rang.

) - <1+(1 )lnfl”)> ln(l—i-(l o) (”)>

n

= exp(n((l—e (n —|—O< 1n7(2 >>>>ln<1+(1—e)ln7§n))

— exp((1—)n(n)+o(1)In (1 L)

n
_ nl—eeo()l <1+ln( ))

n

= exp (nln <1+ (1—c¢) In (n) In <1+(1_6)ln(n))

N————

~ n ¢ln(n)

n

|
) Oet oy > 1+ <1 —€ n(n)> a partir d’un certain
n—+oo n

< 1 et on conclut facilement.

1. Montrer que pour tout n > 2, le polynéme P, = X" + X2 + X — 1 admet une unique
racine dans R, notée rp,.
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2. Montrer que la suite (r,,) est bornée.
3. Montrer que la suite (r,) est convergente et déterminer sa limite .

4. Equivalent de r,, — .

Correction

1. Soit n > 2.
Ve eRy Pi(z) =nz" 1 +22+1>0
Donc P, réalise une bijection strictement croissante de Ry sur [P,(0);lim Py (x)[=
[—1; 400
Par conséquent :
Alr, € Ry tq Py(ry) =0.

2.Vn>2P,(1)=1>0
Donc :
Vn>20<r,<1
On peut aller plus loin.
On consideére le polynome X2 + X — 1.
Son discriminant est A = 5.

—-1—-+/5 -1 5
Ses racines sont p; = 2\[ <0et pg= —;\[ e
Vn >2 P, (py) = p5 >0
Donc :

Vn>20<rmr, <p2

3. Popi(rn) =rm 2 4y — 1 =9 9 =42, — 1) <0
Donc 7, < rpq1.

La suite (r,,) est croissante et majorée par py donc elle converge.

> < gy < pht
VTL_QO_T‘n_pQ mo

10; 1[.

Donc r} —— 0.
n—+o0o
Mais :
Vn>2r 42 4+, —1=0
—1++5

n—-+o0o 2

Donc | = py et , noté [ dans la suite.

4. On pose r, = (1 —€,) avec ¢, > 0 et €, —_:——) 0.
0 = 472 4r,—1
= "1 —e)"+1? =28, + P +1—1le, — 1
= 101 =€) =12 + e, + 1262
On en déduit (20 + 1)e, — 1%€2 = 1"(1 — €,)" puis 1(2l + 1)ep ~ I"(1 — €,)"
Vn>20<(1—e,)" <1
Donc : €, = O(I").
In((1-¢€,)")=nln(1-¢,)~ —ne, =0 (nl") avec [ < 1 donc :

_ n 3 _ n
In ((1 Gn) ) m 0 puis (1 En) m 1.
ln

Finalement | — r ~ m

Remarque
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Il y a une autre fagon de montrer que (1 —¢,)" —— 1.
n—+oo

1 1 9 12 12
Pi(i-5)) = r(i-m) +E2mr o

1\" (2041 12
_ (1_) _lery

n2 n2 n

1\"™ 1\" 1
Vn220§l”(1—2) §l”avecl<1doncl"<1—2> :o<)

n n
1

2

On en déduit P, (l (1 — 1)) ~ —M < 0 donc P, (l( — ))

n2 n

d’un certain rang.

1
Dot (1 - 2) <I(1- en) a partir d’un certain rang.
n

1
On en déduit (1 — — < (1 —€,)" <1 a partir d'un certain rang.
MaisIn((1— — =nln N———>Odonc 1-—
n2 n n—+oo n2

On conclut facilement.

Exercice 4 (CCP 2022)

Soit p € N*,

Soit (un)nen une suite qui vérifie la relation de récurrence :
Vn € Nuptp == (Un + Uns1 + -+ + Ungp—1).

Pour tout n € N, on note :

My, = Min (Up, . .., Uptp—1)

M, = max (un, ..., Untp—1)

1.

On suppose dans cette question que p = 2.
Montrer que la suite (u,)pen converge.

. On suppose que les deux suites (my,)nen et (M,)nen sont adjacentes.

Montrer que la suite (u,)pen converge.
p—1

. Pour tout n € N, on pose v, = Z(z + 1) tpps.

i=0

Montrer que la suite (v,)nen est constante.
Montrer :

My, < Mp41 <= Uptp > My,

En déduire que la suite (m,,) est croissante.

(un)nen converge.

Correction

1.

Il s’agit d’une suite récurrente linéaire a 2 pas.

L’équation caractéristique est 2r2 —r —1 = 0.
1-3 1
A:1+8:32>0,T1:T:—§et7'2:1

_1)n
3(0102) € R? tqVn e Nuwu, =C; + 02( 2n)
On en déduit u, —+> &

n—-+oo

< 0 a partir

— 1
n——+0o

. Je n’ai pas I’énoncé des questions suivantes. Il s’agit a priori de montrer que la suite
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2. Ona:
VYn € Nm, <u, <M,
Les suites (m,,) et (M,) sont adjacentes donc elles ont la méme limite.
La suite (uy) converge vers cette limite.

3.
p—1 P
VneNuv,p1 = Z(z + Dupt14i = Z]u,ﬂ_j
i=0 j=1
p—1 p—1 p—1
= Zjun—I—j + PlUn4p = Zjun-‘rj + Z Un+j
Jj=1 Jj=0 Jj=0
p—1
= Z(] + Dnys = vy
Jj=0
4. On suppose my, < Myy1.
Mp+1 = Min (Upt1, - .., Upgp) dONC Upqp > My
D’ou uyqp > mpy.
On suppose Up4p > M.
My, = Min (Up, ..., Uptp—1) dONC Upy1, ..., Uptp—1 SONt également supérieurs ou égaux a
M.
Donc mp4+1 = min (Up41, . - ., Unyp) > M.
Soit n € N.
My = min (Up, . . ., Upyp—1) dONC Up, . .., Upqp—1 SONt SUPErieurs ou égaux a Mmy,.
Donc :

1
un+p:E(un+un+1+"'+un+p_1)Z};(mn‘i‘""i‘mn):mn

Dot my, < mpq1.
La suite (my,)nen est donc croissante.

On montre de méme que la suite (M, ),cn est décroissante.

De plus :

VYn € Nm, < M,

La suite (m,,) est croissante et majorée (par M) donc elle converge. On note [ sa limite.
(my,) est croissante donc :

VYn € Nm, <I

La suite (M,,) est décroissante et minorée (par mp) donc elle converge. On note L sa
limite.

(M,,) est décroissante donc :

VneNM, > L

De plus :

Vn € Nm, < M,

Donc: 1< L

Soit € > 0.

dng e NtqVn>ngl—e<m, <I<L<M,<L+e¢

On a donc :

Vn>ngl—e<u, <L-+e
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Soit n > ng + p.
M,, = max (up, ... un+p 1) donc il existe ¢ € [0;p — 1] tq up4; = M, > L.

vj e [[1‘]7]] Un+it+j = Z Un+itj—k

Pour k € [1;p] \ {4} : n+z+j—k>n+0+1—p>n0+1doncunﬂﬂ >l —€
Pour k =j : upyitj—r = unti =2 L

Donc : 1
Vi€ [L;p] untivy = ) (=1l —-€¢)+1L)
1
Donc : I > Mpqip1 = min (Unpitis- - Untitp) = , (p—1)(l—€)+ L)

Comme c’est vrai pour tout € > 0, on a :
1 L—1

125((p—1)l+L):l+T

On en déduit L — [ <0ie L <.

On aboutit donc & L = [ ce qui permet d’affirmer que les suites (my,) et (M,,) sont adja-

centes.

D’apres la premiere question, la suite (up)nen converge.

Remarque

L’équation caractéristique de la relation de récurrence est r? = — Z r*.

152
Soit P:XP—];ZX’f
P(1) =0 B
Q(X)=(X-1)P(X)=XP" - XxP— ! (Xp —1) = X7 —
Q(X)=@{@+1)XP - (p+1)Xp b= (p+ XPHX —1)
Q"(X)=pp+1)XP! — (p+1)(p— 1)XP?
Q(1)=Q'(1)=0et Q"(1) =p+1+#0 donc 1 est racine double de Q.

On en déduit que 1 est racine simple de P.
Soit r une racine de P différente de 1.

1 1
p+ XP_|_,
p p

r est non nulle car P(0) = —— #0
p

Donc r n’est pas racine de Q' : r est racine simple de Q.
On en déduit que r est racine simple de P.

Par conséquent P est scindé a racines simples dans C. Ses racines sont r1 =1, 72,...,7p
et :

P
3(Cy,...,Cp) € CP tqVn € Nu, = ZCkrk

k=1

Soit r une racine de P différente de 1.
Supposons |r| > 1.

L5 o < 15 e < 15
[rP| = ¥ < [P~
Pizo | Pimo Pz

IN

Pt < P

C’est absurde
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Supposons |r| = 1.

122 122 172
L=p? = |23 <= pf==31=1
Pi>o Pi>o P =0
p—1 p—1
Donc Z k| = Z Ir|¥
k=0 k=0

et les complexes non nuls 7%, 0 < k < p — 1 ont tous le méme argument.
En particulier, r est un réel positif.

Comme |r| =1, 7 =1 ce qui est absurde.

Donc :

Vk € [2;p] || <1

D’ou u, —— C}

n——+0o

Exercice 5 (X 2021)

Montrer qu’il existe une suite (ay)nen telle que :

Ve €[0;1] Ve >03dn e N tq |a, — x| <€

Correction

La suite (0,1,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1,0,0.01, . .. ) convient.

Exercice 6 (X 2021)

On considére la suite (up)nen+ définie par :

e u; €R .
o Vn € N* uyq1 = sin (uy) + —
n

1. Montrer que la suite (u,)nen+ est décroissante & partir d’un certain rang.

2. La suite (uy)nen+ est-elle convergente ?

6—0

3. Montrer que pour tout § > 0, on a & partir d’un certain rang u> >
n

Correction

1. Cette question m’a demandé un peu de réflexion. J’ai intuité ainsi la solution :
Si la suite converge vers [ alors [ = sin (1) et [ = 0.
L’énoncé disant que la suite décroit a partir d’un certain rang, u, est donc positif

s . . . p . U .
a partir d’'un certain rang. Le sinus étant croissant sur |0; —|, si upy1 < uy, alors
IRK n+ n

sin (up4+1) < sin (uy).
Mais < — donc Upt2 < Upt1-
n + n

Il s’agit donc de faire un raisonnement par récurrence.
Encore faut-il initialiser la récurrence et montrer que la suite prend ses valeurs a partir

T
d’un certain rang dans {0; 2} et qu’il existe un entier n assez grand tel que up1 < uy.

Comme I’énoncé ne dit rien de uq, la positivité de u,, n’est pas triviale.
Il faut ici remarquer que :

10
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up =sin (u1) + 1 € [0; 2]

Pour tout n > 3, soit P(n) : u, € [0; ;T}

1 1
ug € [0;2] C [0; 7] donc sin (uz) € [0;1] et ug € [2; 1+ 2] - {0; W]

2
Donc P(3) est vraie.
On suppose P(n) vraie (n > 3).

Up € {0; ﬂ donc sin (uy,) € [0;1]
1 1 1 4
On en déduit uy,+1 € {; 1+ ] C [O; 1+-= } C {0; W}
n n 3 3 2
On a donc prouvé :
VYn >3 u, € [0;727}

Supposons :

Vn > 3 Upy1 > Un

La suite (uy,) est croissante, & partir de n = 3, et majorée donc elle converge. Soit [ sa
limite. 4

Upt+1 = sin (uy) + - donc a la limite, [ = sin (I).

Une étude de la fonction x — z — sin () montre que cette équation a une seule solution
et 0 est clairement solution donc [ = 0.

Mais (uy)n>3 est croissante donc :

Vn >3 u, <l

Mais u, > 0 pour n = 3 donc :

Vn > 3 u, = 0 : absurde en reportant dans la définition de la suite.

On a donc prouvé :

Ing > 3 tq Ung+1 < Up,

Pour tout n > ng, soit P(n) : upt1 < uy,

P(no) est vraie.

On suppose P(n) vraie.
T

n>ng>3doncn >3 et u, et uppr € [0;2
On en déduit sin (up41) < sin (up).

De plus

< — donc u < Upai-
n+1- n+2 > Un+41

On a donc montrg que la suite (up)n>n, est décroissante.
2. La suite (upn)n>n, est décroissante et minorée donc converge.
On en déduit que la suite (uy)n,nn+ converge.
Comme justifié dans la question précédente, sa limite est nulle.
3. La suite (upn)n>n, est décroissante donc si il existe n; > ng tel que u,, = 0 alors pour
tout n > nq, u, = 0.
C’est absurde a cause de la défintion de la suite donc :
Yn > ng up # 0
Comme la suite est positive a partir du rang 3 < ng, on a :
Yn > ng up >0

1 .
Pour n > ng, unt1 < up done — < uy — sin uy,.
n
On en déduit :

Vn > ng 7 < 3
nu ud

Uy, — SIN Uy,

11
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Uy — SINU 1
Or u,, — 0 donc — 3 n —.
n—+o00 u; n— 6

Le cas § > 6 est trivial a cause de la positivité de u, donc on suppose § €]0;6].

1
0<6—-0<6donc = <

et
6 6-0 )
Uy, — Sin uy,
Ing > tq Vn > <
ny =2 no tq vn = Ny u% =5-5
On a alors :
Vn>n —<L
! nul — 6—0

On conclut facﬂement
Exercice 7 (Ens 2023)

Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie et f € L(E) telle que :
Ve e E ||f(x)] < [l
Soit z € F.

Etudier la limite quand n tend vers +oo de

1 - k
RPN

Correction
1

1
(ide - ( Zf’“ ) = kzo(f’% 1)~ @) = g (o= /" (@)
Mais :
vz e E ||f(2)] < |
Donc par récurrence :

Vze Evn eN [|f"(2)] <[

Donc :
. 1 & 2
Vn €N (ZdE—f)<7H_1kz_:of(ﬂf)> §n+1”$H
Donc
1 " k
(idg — f) m};}f());;w

Si idg — f est inversible et en admettant la continuité des applications linéaires en dimension
ﬁme

1 n
R o1 k
n+12f = (idg — f) ((ZdE f)<n+12f($)>)m0
Dans le cas general deux polynémes en f commutant :

V:ceEikax— ) — 0

En d’autres termes
Ve € Im (idg — f) =Im (f — idg)

Soit x € Ker (f — id).
f(x) = z et par récurrence :

Vk €N fF(z) =2
On en déduit : VnGNisz )= ——=x

n—-+o0o

Soit = € Ker (f — id) ﬂIm(f—zd).
D’apres ce qui précede et par unicité de la limite : © =0

12
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Donc la somme Ker (f — id) + Im (f — id) est directe. Compte tenu de la formule du rang,
Ker (f —id) et Im (f — id) sont supplémentaires.

Soit alors z € E.

Mk, xr) € Ker(f —id) x Im (f —id) tq z = xK —}—xl

VneN—ka ilsz(a:[() ka ) ——ax
k=0

2 Normes équivalentes

Exercice 8

R[X] — R R[X] — R
Soit Ny - & - (n € N,n > deg(P)) et Ny &
P = X" P = X"
Z ag Z lag| kzoak kglax lag]

1. Montrer que N3 est une norme sur R[X].
Ny est également une norme sur R[X], on ne demande pas de le prouver.

2. Pour tout p € N, on note Ny, la restriction de N; & R,[X] et Ny, celle de No. 11 s’agit
de normes sur R,[X]| (on ne demande pas de le prouver).
A p fixé, les normes N7, et No ) sont-elles équivalentes ?

3. Les normes N7 et Ny sont-elles équivalentes ?
Correction
1. e On a bien :

VP € R[X] No(P) € Ry (maximum d’un nombre fini de réels positifs)
n
e Soit P = Zaka e R[X] et A e R.

k=0
N(P) = (2Aakx ) = e (Aaul) = g (o)
= |l max lag| car |)| E]R+
ke0;n
= [A[No(P )

n
e Soit P = Z ar X" € R[X] tel que No(P) = 0.

k=0
Vk € [[O,n]] 0< |ak| < NQ(P) =0
Donc tous les coefficients de P sont nuls et P est le polynéme nul.
o Soit P =Y X" e R[X] et Q = b XF e RIX].

k=0 k=0
Soit p = max (n,m).

P P
Quitte a ajouter des coefficients nuls, on peut écrire P = Z apX* et Q = Z b X"
k=0 k=0

P
Onaalors: P+ Q = Z(ak + b)) X*.
k=0
D’ott No(P + Q) = max_|ay + bg|.
ke[0;p]

Mais :
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2.
3.

Vk € [0;p] |ag + bi| < |ak| + |bk| < No(P) + N2(Q) indépendant de k
Donc NQ(P + Q) < NQ(P) + NQ(Q)

R,[X] étant de dimension finie, Ny, et Na, sont équivalentes.

On a:
VP € R[X] No(P) < Ni(P)
Par contre, il n’existe pas de constante C' telle que N7 < C'Ns.

P
En effet si ¢’était le cas, on aurait avec le polynéme P = Z Xk

k=0
VpeNp+1<C

ce qui est absurde.
N7 et No ne sont pas équivalentes.

Exercice 9 (Centrale 2015)

Soient E = C°([0,1],R) et Ey I'ensemble des f de E positives et ne s’annulant qu'un nombre

1
fini de fois. Si f € E et ¢ € E, on pose | f||, :/ | fle-
0

1.
2.

3.

Soit ¢ € E4. Montrer que I'application f — ||f||, définit une norme sur E.

Soient ¢ et ¢9 dans E. On suppose @1 > 0 et 2 > 0. Montrer que || [|,, et || [|,, sont
équivalentes.

Les normes || ||z—z €t || ||zz2 sont-elles équivalentes ?

Correction

1.

2.

e On a bien :
VfeE |fll, € Ry (intégrale sur un segment d’une fonction continue et positive)
[ J

1 1
Vi EEWER Mo = [ W@le@dr= [ N If@)]e@)da
1
= N [ 1f@)let@) do = A1,

e Soit f € E telle que || f[[, = 0.

1
On a / |f(x)|p(x)dx = 0 avec | f| ¢ continue et positive sur [0; 1] donc :

0
vz € [0;1] [f(z)|e(z) = 0
Donc f est nulle sauf en un nombre fini de points.
Par densité (et continuité de f), f est nulle.
e Soit (f,g) € E?.
Vo € [0;1] |f(z) + g()| < |f(2)] + |g(z)]
On multiplie par ¢(z) >0 :
vz € [0;1] [(f(z) + g(x)[e(z) < [f(2)]o(x) +[g(z)] o(z)
et il n’y a plus qu’a intégrer entre 0 et 1 pour obtenir :
If +gll, < IIf1l, + llgll,

La fonction 22 est bien définie et elle est continue sur le segment [0; 1] donc :
#1

(w1, m2) € [0;1]2 tq Va € [0;1] pa(r1) _ p2(z) _ pa(2)

er(z1) ~ p1(x) T pr(2)

14
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P2(21) _ oo _ pa(w2)

pr(z1) T gi(w)
Vo € [0;1] crp1(2) < pa(2) < ca1(w)

En notant ¢ =

€eR%,ona:

En multipliant par |f(z)| € R4 et en intégrant, on obtient :

vieEcalflly, <Iflg, <7l

Remarque
1 est continue sur le segment [0;1] donc :

I(a1,y1) € [0;1]% tq Vo € [0;1] 0 < my = ¢1(21) < ¢1(z) < @1(y1)

On en déduit comme ci-dessus :
vie Em|flly <Ifll, < Midlflly

=M

De méme :
A(ma, Mz) € R} X RY tq Vf € Ema || flly < [Iflly, < M2l fIly
On a alors
VfeE > Hngol <Iflly, < - Hwa
m M2
— et — >0
avec - @
3.V e[0;1] 22 <
On en déduit : || |looz > || |loma2
Mais il n’existe pas de constante C' > 0 telle que || |zme < C ||ome?
0;1] —» R
. 1
En effet, si on note f, { ¢~ 1—nzsiz < , alors:
1
r—0sixz > —
n

1/n
e = | a_mmmzlz_g

_ L
62
1/n 5
[fallose = [ (1= naja?da =
_ 1
o 12n3
et on aurait :
Vn € N* ¢
6n2 — 12n3
ce qui condult a:
Vne N*2n <C
Les normes || ||z—z €t || ||zz2 ne sont pas équivalentes.
3 Continuité en un point
Exercice 10
R?\ {0} = R
Soit (a,b) € R% et f Vot gyt
(z,y) = ——
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Donner une CNS portant sur (a,b) pour que f soit prolongeable par continuité (0,0).

Correction
On passe en polaires :
V(r,0) € Ry x R f(rcos (), rsin (0)) = @b (cos? (9) + sin? (6))a/4
e Premier cas : a < b
Vo € RY f(z,0) = 297 — 400
z—0

x>0
Donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

e Deuxiéme cas : a=1»
x>0

Vo € Rj— f(.l‘, J}) — 2a/4fb/2x4a/472b/2 — 9—a/4 9—a/4
0

Si a # 0 alors f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
Par contre si a = b = 0, f est prolongeable par continuité en 0 car c’est la fonction
constante égale a 1.

e Troisiéme cas : a > b

V0 € R cos* (0) +sin* (0) = (0082 (6) + sin® (9))2 — 2cos? (0) sin? (0)
1 . 1
= 1- 3 sin’ (20) € [2; 1]

Sia>0,V(z,y) € R2\ {0} |f(z,9)| < Iz, )3 " ——0

(2,y)—(0,0)
(z,)#(0,0)
Sia>0,V(x,y) € R2\ {0} |f(z,y)] <274||(z,p)ll; " ——0
(2,y)—(0,0)
(z,)#(0,0)
Donc f(zx,y) W 0 et f est prolongeable par continuité en (0,0).
w7y H b
(z,y)#(0,0)

Finalement la CNS cherchée est a > boua =0b=0.
Exercice 11
Soit f : R? — R continue en (0,0) telle que :

W(o.y) € B2 flay) = f (205

Montrer que f est constante.

Démonstration
Soit (r,y) € R2.
Soit (up)nen définie par ug = x, u; =y et :

DlUprl — U
VnGNunHZM

6
Pour tout n € N, soit P(n) : f(un, unt1) = f(z,y)
P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.
DUpy1 — Un

f (Uns1, uns2) = f unt1, G ) = [ (tn,un+1) = f(z,y)
Explicitons u,,.
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. e s 2 57" - 1
Equation caractéristique : r* = 5
1 1
Il y a deux racines réelles simples : 3 et 3"
On en déduit :
2 tq VY N — A B
3(A,B) e R® tq Vn € u”_27+37

Donc u,, —— 0.
n—-+o0o

f étant continue en (0,0), f (tn, Upt+1) — £(0,0) et par uncité de la limite f(z,y) = f(0,0).
n (0.)

f est donc constante.
La réciproque est triviale.
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