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1 Suites d’un espace vectoriel normé

1.1 Définition d’une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé

Soit (E, ||.]]) un espace vectoriel normé.
On appelle suite a valeurs dans E toute application de N dans E :

{N—>E

n = Up
Une suite est notée (up)nen.
On définit de méme les suites définies & partir d'un rang ng : (Un)n>ne-
L’ensemble des suites & valeurs dans E, F(N, E) (noté aussi EV), muni des opérations usuelles
est un K ev.

1.2 Définition d’une suite convergente a valeurs dans un espace vectoriel
normé

Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé et (uy)nen une suite a valeurs dans E.
On dit que la suite (u,)nen converge si et seulement si :
NeFEtqVe>03IngeNtqVneN n>nyg= |u, —1|| <e
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

1.3 Limite d’une suite convergente a valeurs dans un espace vectoriel normé
de dimension finie

On conserve les notations précédentes.
Si [ existe alors [ est unique.
En effet, soient [ et I’ 2 éléments de E vérifiant la propriété ci-dessus.

Soit € > 0.
J(no,n1) € N? tq {Vn =70 fJun =1l < e
Vn >ng fu, = U|| <e
Soit n = max (ng, n1).
On a |ju, — || <eet|u, —U'|| <e.
Dot [l =V = ||l = un + wp = V|| <[l = upl| + |Jun — V]| < 2e.
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On a donc :
Ve>00< |l =1 <2
On en déduit || =U'|| =0iel=1.

Si (un)nen converge, [ s’appelle la limite de la suite (uy)nen.

On dit que (uy)nen converge vers [ et on note u,, — [ ou lim wu, = 1.
n—-4o0o n—-+o0o

On a donc :

Uy —— <= Ve >03ng e Ntq¥n >ng |lu, =1 <e
n—-+00

qu’on peut aussi écrire :

Up, —+>l<:>Ve>03n0 € N tq Vn > ng d(up,l) <e
n—-—+0oo

ou encore :

U, ——— 1 <= Ve >03Ing € Ntq Vn > ng u, € Bs(l,€)

n—-+oo

1.4 Propriétés

e Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (uy,)nen une suite a valeurs dans E.

Soit [|.|| une norme sur E.
Uy —— <= up — | —— 0p <= |jup, — ]| —— Or
n—-4oo n—-+oo n—-+oo

En effet les trois définitions s’écrivent de la méme fagon.

e Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (uy),en une suite & valeurs dans E.

Soit [|.|| une norme sur E.
Si up, — [ alors [|uy|| — |||
n—-+00 n—+o00

La réciproque est fausse sauf si [ = 0p.

Démonstration

Vn € N |[[fun | = lI]]] < flun = Ul =0

D’ou le résultat (d’apres les résultats sur les suites réelles vus en SUP).
La suite ((—1)")pen montre que la réciproque est fausse lorsque | # Op.

Remarque

L’inégalité :

V(z,y) € E* |lz]| = [lyll| < [lz -y

se montre ainsi :

V(z,y) € B? |lz| = lly + 2z —yll < |lyll + llz — y]
Donc :

V(x,y) € B? |zl - [lyll < ||z -yl

On en déduit :

V(z,y) € E? [lyll — llz|l < lly — x| = [z -y
Donc :

V(z,y) € E? |||z]] — lylll = max (||| — yll, lyll = [lz])) < [l -y

1.5 Suites convergentes et suites bornées

Soit (E, ||.]]) un espace vectoriel normé.
Toute suite a valeurs dans E qui converge est bornée.
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Démonstration

Soit (up)nen une suite a valeurs dans E qui converge.

La suite réelle (||un||)nen converge (cf le paragraphe précédent) donc, d’apres le cours de SUP,
elle est bornée (ou majorée : cela revient au méme pour une suite positive). Donc :

IM eRy tqVn €N |ju,|| < M

C’est le résultat voulu.

Remarque
La réciproque est évidemment fausse : c¢f ((—1)" v),en ol v est un vecteur non nul de E.
1.6 Opérations algébriques

e Proposition
Soient (E, ||.]|) un espace vectoriel normé et (up)nen €t (vn)nen deux suites convergentes

de E.

Alors la suite (uy, + vy )nen converge et
li = 1l li .

i ltn o) = Lgp v Ltp on

Démonstration

Soient [ = lim wu, et! = lim wv,.

n——+oo n—-+00
Vn € NO < ||[(un +vn) — (L + )] < [Jup =1 + oo = U] P 0 (SUP).
Donc la suite réelle (||(un + v5) — (I +1')[]),,en converge vers 0 (SUP).
C’est le résultat voulu.

e Proposition
Soient (F,||.|]) un K-espace vectoriel normé et (uy,)neny une suite a valeurs dans E qui
converge vers | € F.
Soit (An)nen une suite a valeurs dans K qui converge vers A € K.

Alors A\ u, —— Al
n—-+oo

En particulier si on prend pour tout n € N A\, = A on a :
Ay —— Al
n——+o0o
Démonstration
Vn € N Ayup — A= Ap(up — 1) + (A — M)
Vn € NO < [[Anun — M| < [An] [un = I+ [An = AL ]
(An)pen est une suite convergente a valeurs dans K donc elle est bornée (cf SUP).
Done [Anl un — 1] + [on — Al ] ——0.

Donc la suite réelle (||Anun — Al[),,cy converge vers 0 (SUP).
C’est le résultat voulu.

e On déduit des deux propositions précédentes que I’ensemble C des suites convergentes
a valeurs dans un K-espace vectoriel de dimension finie F est un K ev (c’est un sev de
EN = F(N, E) I'ensemble des suites & valeurs dans F).

C—F

De plus 'application . est linéaire.
P PP (up) — lim wu,
n—-4o0o
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1.7 Suites extraites

e Définition
Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soient (tn)nen €t (Vn)nen deux suites a valeurs dans F.
On dit que (v,)nen est extraite de (up)nen (0u que (vp)nen est une sous-suite de (uy, )nen)
si et seulement si il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que
pour tout n € N vy, = g (y,).

Exemples
(U2n)neNa (U2n+1)n€N7 (U?m)nENa (unQ)neN, cee

e Suites extraites d’une suite convergente
Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé, [ € E et (up)nen une suite a valeurs dans E.
Uy, —T> [ = toute suite extraite de (u,)nen converge vers [
n—-+0oo

Démonstration

Un = | <= la suite réelle (||u, — 1),y converge vers 0

= pour tout ¢ :N—->N AN (H“s@(n) — lH)nGN converge vers 0 (SUP)

<= pourtout p:N—-N 27 (u@(n))neN converge vers [

Remarques

— L’implication de la proposition précédente est en fait une équivalence mais elle n’est
pas mentionnée au programme et n’a pas d’utilité pratique.

— 1II a siirement été vu en SUP :
Soit (un)nen une suite réelle.

Unp, —+> +00 = toute suite extraite de (u,)nen tend vers +oo
n—-—+0oo

Uy, —+> —00 = toute suite extraite de (u,)nen tend vers —oo
n——+0oo

Les réciproques sont vraies mais sans intérét pratique.

— Proposition
Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, [ € E et (up)nen une suite a valeurs dans F.

Ugy —— 1

Uy —— | = norteo
n——4o0o Udpt] — l
n—-+4o0o

Démonstration

Un —Wroo I < lasuite réelle (|lu, —1]),cy converge vers 0

< les deux suites réelles (||uzn —I||)en €t ([|uznt1 —1]]),ey convergent vers 0 (SUP]

& les deux suites (u2n), ey €t (U2n41),ey convergent vers

Remarque
On a un résultat similaire pour les suites réelles et | = 4-00.
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2 Normes équivalentes

2.1 Quelle norme choisir ?

Dans les espaces usuels : K", C([a;b],KK) ... il existe plusieurs normes. Le choix de la norme
a-t-il de I'importance 7
e En dimension infinie oui.

0;1] - R
Par exemple dans C([0; 1], R), on peut définir pour tout n € N la fonction f, {1[5 ’ ]t'”
H
1 1
_ _ nqp —
A R R e
Donc dans I'espace vectoriel normé (C([0;1],R),|.]|;) la suite (f,)nen converge vers la
fonction nulle.
Par contre :
Vn €N [|foll = sup ([fu(t)]) = sup (¢") =1

te[0;1] te[0;1]
Donc dans 'espace vectoriel normé (C([0;1],R), ||.||.,) la suite (fn)nen ne converge pas
vers la fonction nulle.
Par contre si une suite (gp)nen converge vers la fonction nulle dans 'espace vectoriel
normé (C([0;1],R), ||.||,) alors elle converge vers la fonction nulle dans l'espace vectoriel
normé (C([Ov 1]7R)7 HHI)
En effet :

1 1
Vg € C(0:1.B) llgl, = [ o)l dt < [ gl dt = gl

e En dimension finie non.

2.2 Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel.
Soient N1 et Ny deux normes sur E.
On dit que Nj et No sont équivalentes si, et seulement si, il existe deux constantes strictement
positives a et b telles que alN1 < No < DN ie :
J(a,b) € R x R tq Vo € E aNi(x) < No(z) < bNy(x)

2.3 Comparaison des normes usuelles
2.3.1 Cas de K"

e Comparaison de ||.||; et de |.||

n n
Ve e K [|lzlly = Y lawl < Y el < nllelly
Il y a égalité pouI; wl =(1,. k ,11).
On ne peut donc pas faire mieux.
En effet, supposons :
Ve e K" |[zfl, < Clzf
En prenant x = (1,...,1), on obtient n < C.

Vo € K" ||z||, < ||z||; (on ajoute des nombres positifs)
Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour x = (1,0,...,0).
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Dans K", ||.||; et de |||, sont équivalentes.

e Comparaison de ||.|, et de |.||
n n

2 2 2 2
Vo € K" flally = D laal” < D llolls < nllwlls
k=1 k=1

Donc :
Vz € K" |zl < vzl
Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour x = (1,...,1).

vz e K" ||lz|% < ||lz||3 (on ajoute des nombres positifs)

Donc :

vz e K [jall. < 1ol

Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour x = (1,0,...,0).
Dans K", ||.||5 et de ||.||, sont équivalentes.

e Comparaison de ||.||; et de |.[|,

n n
2 2 2 2
Vo e K® llzfly = D lel"+2 Y fawl Jul = Y ol = Il
k=1 1<k<lI<n k=1
Donc :
Ve e K" [lzf, > |zl
Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour x = (1,0,...,0).
Ve € K" |lz|;, = Zl X |z < (Z 12> X <Z|xk|2 (inégalité de Cauchy-
k=1 k=1 k=1
Schwarz dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique)
Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour x = (1,...,1).
Dans K", ||.||; et de |||, sont équivalentes.
2.3.2 Cas de C([0;1],K)
e Comparaison de ||.||; et de |.||
1 1
v e LK) Il = [ 1] de< [l e = 15l
0;1] = K

Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour f {t )
—

Par contre, il n’existe pas de constante C' telle que pour tout f € C([0;1],K), || f|lc <
Cfl,-

En effet, supposons que C existe.

On considere la suite (fy,)nen de C([0; 1], K) définie par :

Vn e NVt € [0;1] fn(t) =t"

Vn e N [[follo < Cllfally

VneN1< ——

n+1
En faisant tendre n vers +o00, on obtient 1 < 0 : c’est absurde.

e Comparaison de ||.|, et de |.||

2 ! 2 ! 2 2
v e el k) IfI3= [ 1for ar< [k =112
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Donc :
Ve C([0;1,K) [ flly < [1fllw
[0;1] = K

Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour f {t )
—

Par contre, il n’existe pas de constante C telle que pour tout f € C([0;1],K), [|f|l.. <
ClIflls-

En effet, supposons que C existe.

On considere la suite (fy,)nen de C([0; 1], K) définie par :

Vn € NVt € [0;1] fn(t) = t"

Vn €N |[follo < Cllfnllo

C

[ r1
VneN1<(C /tQ"dtzi
- 0 V2n+1
En faisant tendre n vers +oo, on obtient 1 < 0 : c’est absurde.
e Comparaison de ||.||; et de |.[|,

1 1 1/2 1 1/2
vf e (oK) 5l = [ 1xlfolae< ([ 2a) ([150F) = 1), (ntea-
lité de Cauchy-Schwarz)
0;1] - K

Cette inégalité est optimale car il y a égalité pour f {t )
H

Par contre, il n’existe pas de constante C' telle que pour tout f € C([0;1],K), ||f|, <
C 1l

En effet, supposons que C' existe.

On considére la suite (fy,)nen de C([0;1],K) définie par :

Vn € NVt € [0;1] fr(t) =t"

v N Il < Clfal

Vn e N <

" Voan+1 " n+1
v 2 1

VneN1<coY="tl

n+1
En faisant tendre n vers +o0o, on obtient 1 < 0 : c’est absurde.

2.4 Normes équivalentes et parties bornées

Soient E un espace vectoriel et N1, No deux normes sur F qu’on suppose équivalentes.
Soit A une partie de E.
Ona:
A est bornée dans l’espace vectoriel normé (E, N1) si, et seulement si, A est bornée dans ’espace
vectoriel normé (E, N2)

Démonstration

Ny et Ny sont équivalentes donc :

J(a,b) € R% xR} tq Vo € E aNi(z) < No(x) < bNy(x)

Supposons que A est bornée dans 'espace vectoriel normé (E, Ny) :
dM e Ry tqVer € ANy(x) <M

On en déduit :

Vz € A No(z) < bNy(z) < bM indépendant de z

Donc A est borné dans 'espace vectoriel normé (E, N»).
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Réciproquement on suppose que A est borné dans 'espace vectoriel normé (E, No) :
IM € Ry tq Ve € A No(x) < M

1 M
Vz € A Ni(z) < —Na(x) < — indépendant de z.
a a

Donc A est borné dans 'espace vectoriel normé (E, Ni)

2.5 Normes équivalentes et suites convergentes

Soient E un espace vectoriel et N1, No deux normes sur F qu’on suppose équivalentes.
Soit (un)nen une suite a valeurs dans E.
(un)nen converge dans espace vectoriel normé (E, Ny) si, et seulement si, (un)nen converge
dans l'espace vectoriel normé (E, Na)

Démonstration

N7 et Ny sont équivalentes donc :

J(a,b) € R% x R tq Vo € E aNi(z) < No(z) < bNy(x)

Supposons que la suite (uy)nen converge dans l'espace vectoriel normé (E, Ny).
Soit [ sa limite.

Vn € N Na(u, — 1) < bNy(up —1) ——— 0

n——+0o0
Donc la suite (un)nen converge vers [ dans 'espace vectoriel normé (E, N1).

Réciproquement, supposons que la suite (uy,)nen converge dans 'espace vectoriel normé (E, Na).

Soit [ sa limite.

Donc la suite (un)nen converge vers [ dans ’espace vectoriel normé (E, N1).

Q|

2.6 Cas de la dimension finie
2.6.1 Equivalence des normes en dimension finie

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
Toutes les normes sur E sont équivalentes.

2.6.2 Conséquences

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

e Soit A une partie de E.
I1 existe une norme N sur E telle que A soit bornée dans 'espace vectoriel normé (E, N)
si, et seulement si, quelque soit la norme sur £ N, A est bornée dans ’espace vectoriel
normé (E, N).
On peut donc dire que A est bornée, sans préciser la norme, étant entendu que A sera
bornée quelque soit la norme, une fois qu’on 'aura prouvé pour une norme particuliere
bien choisie.

e Soit (up)nen une suite a valeurs dans E.
I existe une norme N sur E telle que (u,)nen converge dans l’espace vectoriel normé
(E, N) si, et seulement si, quelque soit la norme sur £ N, (u,)nen converge dans l'espace
vectoriel normé (E, N).
On peut donc dire que (up)nen converge, sans préciser la norme, étant entendu que
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(un)nen sera convergente quelque soit la norme, une fois qu’on l'aura prouvé pour une
norme particuliere bien choisie.
e Utilisation d’une base de F

Proposition

Soient £ un K ev de dimension n € N* et B = (ey,...,e,) une base de E.

Soit (up)pen une suite & valeurs dans E.
Up,1

Pour tout p € N on note : la matrice colonne des coordonnées de u, dans B.
Up.n

On a:

La suite (up)pen converge <= pour tout i € [1;n] la suite (up;)pen converge

On a alors : N

i =3 (i)

i=1
En d’autres termes, une suite a valeurs dans F converge si et seulement si ses coor-
données dans une base de F convergent et on a alors les coordonnées de la limite qui sont
les limites des coordonnées.

En particulier si on considére C comme un R ev, on a si (u,)pen est une suite a va-
leurs dans C :

(Un)nen converge <= les suites (Re(uy))nenet (Sm(un))nen convergent

et dans ce cas :

lim u, =( lim Re(u,))+i| lim Sm(uy,)
n—-+00 n——+00 n—-+00

L’étude de la convergence d’une suite a valeurs dans un ev réel ou complexe de dimension
finie peut donc se ramener & I’étude de la convergence de plusieurs suites réelles.

Autre exemple

Pour tout p € N soient A, = (aE?)KiKn e My, (K) et L = (l;j)1<ij<n € Myp(K).
On a : (_) o

- 72 P .
A, —>p—>+oo L < V(i,j) € [1;n] a; ; ﬁ_}{_oo li

Démonstration de la proposition
FE — R+

n
T = sz €; — max |z

, 1<i<n

=1 -
(Il s’agit bien d’une norme : les vérifications sont faciles)
—_— =

On considére la norme ||.||

n
On suppose u,, m l= Z:ZI l; €.
Soit ¢ € [1;n].
] < _
Vp €N [upi — L] < |lup — 1] m

Donc u,; — ;.
" p——+oo
— <

On suppose que pour tout i € [1;n], up;, —— I; € K.
p—+00
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On pose [ = Zli e;.
i=1

n
VpeN |lup,—1|| = max lup,i — U] < Z |upi — Ui P 0 comme somme de n (fixé
== =1

1=
et indépendant de p) suites qui tendent vers 0 quand p tend vers +o0.

Donc ||up — || —— 0 ie up, —— L.
p—+00 p—+00

2.7 Convergence vers 0 des suites récurrentes linéaires

Soit p € N*.
Soient ag, . ..,ap—1 € KP.
Soit (un)neny € KN une suite définie par :
(i) (UO, . ,up_l) e K?
p—1
(ii) Vn € N Un+tp = Z ApUp+k
k=0
Dans le cas particulier ou p =1, on a :
Vn € N up11 = apuy,
(un)nen est donc une suite géométrique de raison ag.
Si |ag| < 1 alors (up)nen converge vers 0 quelque soit la valeur initiale ug.
Si ap = 1, la suite (u,)nen est constante et converge donc vers sa valeur initiale.
Dans les autres cas, la suite (up)nen diverge sauf si ug = 0.

Dans le cas particulier ou p = 2, on a :
Vn € N tpio = a1Upt1 + aoln.
Le polynome caractéristique est P = X2 — a1 X — ap.
Peu importe si (uy)nen est réelle ou complexe, on a :
e Si P a deux racines complexes simples 71 et 79 alors :
J(A,B) € C? tq Vn € Nu, = Ar} + Br}
Si |rq] et |r2] < 1 alors (up)nen converge vers 0 quelque soient les valeurs de ug et de u;.
Sinon la nature de la suite (up)nen dépend de ug et de ug.
e Si P a une racine double r alors :
J(A,B) € C? tq Vn € Nu, = (An + B)r"
Si |r| < 1 alors (up)nen converge vers 0 quelque soient les valeurs de ug et de u;.
Sinon la nature de la suite (u,)pen dépend de ug et de u;.
Nous allons généraliser ce résultat au cas ou p > 3.
Pour tout n € N, on note U, le vecteur de K : Uy, = (up, ..., Untp—1)-
Si on suppose que la suite (uy)nen vérifie la relation de récurrence (ii) alors :
Vn € N Uyt = v(Uy)

. {Kp — KP
ol v
(@1,...,xp) = (X2,..., Tp,a0T1 + -+ + Ap—12p)

v est un endomorphisme de KP.

Une récurrence facile donne :

Vn € NU,, = v"(Up)

et nous sommes ramenés & un probléme étudié dans le cours d’algebre linéaire : déterminer les
puissances d'un endomorphisme (ou dans sa version matricielle qu’on étudiera plus tard, déter-
miner les puissances d’une matrice carrée).

10
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Différentes méthodes sont possibles mais ici on va mettre en évidence un polynéme annulateur
de v.

Soit z = (x1,...,2p) € KP et (uy,) la suite définie par :
() (o up1) = (21, )
p—1

(ii) Vn € Nupqp, = Z Uyt
k=0

p—1
Soit P = X? - apX*
k=0

p—1 p—1 p—1
P)(x) = P(z) = Y aph(z) =" (Vo) — > apv® (Uo) = Up — 3 axUy
k=0 k=0 k=0
p—1
= (up)”'aup-i-p—l) - Zak(uku-"vuk-l-p—l)
k=0
p—1 p—1 p—1
= Up — Z AUk, - - Up+i — Z AkUk+4y - - - Up+p—1 — Z AkUk+p—1
k=0 k=0 k=0
= (0,...,0)

Donc P(v) = 0.
Dans le cas ou P est scindé a racines simples, v est diagonalisable et :

P
Vn e No" = Z)\Zpk
k=1

ou les A\ sont les racines de P et les pi les projecteurs spectraux.
On a donc pour tout choix des conditions initiales :

P
Vn € N (up, ..., Unjp—1) = Z Aok ((uo, - -y up—1))
k=1

Si tous les A, sont de module strictement inférieurs a 1 alors (Uny -y Ungp—1) —T> 0,...,0)
n—-+00o

et en particulier u,, — 0.
n—-+o0o

Remarque

Au passage, on a montré que si la suite (up)pen vérifie la relation de récurrence (ii) alors elle
est combinaison linéaire des suites géométriques (A"),ecn ol A est racine de I’équation caracté-
ristique P(x) = 0.

Dans la cas ou P n’est pas scindé a racines simples, on effectue la division euclidienne de X™
par P :

p—1
X" = PQ,+R, avec R, de degré inférieur ou égal a p—1. On peut donc écrire R, = Z cr(n) XE,
k=0
p—1
P(v) =0 donc v" = R, (v) = Z cr(n)ok.
k=0

Il s’agit ensuite de déterminer les coefficients de R,, ie p nombres inconnus.

Si z est racine de multiplicité o de P alors z est racine de multiplicité au moins o de PQ),, donc :
vk € [0;0 - 1] [(X)W] (2) = BRI (2)

ce qui fournit a équations.

11



Analyse 2, chapitre 2 2025 - 2026

P étant scindé sur C, on obtient avec toutes les racines de P, p équations.

On a montré dans le cours d’algebre linéaire qu’elles étaient linéairement indépendantes donc
elles permettent, au moins théoriquement, de calculer les coefficients de R,,.

On obtient :

co(n) 1ozt e e 21 -1 i
0 0 Ot1| (p—l) ..(p—l—a1_|_1)zf—1—a1 n_”<n_al+1)z?—a1+1
1 Zq Zg 1 Z;L
. . —1- ' n—o
cp-1(n) 0 ... 0 a ... (p=D...(p=1-0g+1)zg ™ n...(n—oag+1)zg °

ou les zj, sont les racines de P comptées sans leurs multiplicités et les oy, leurs multiplicités.
Si les racines de P sont toutes de module strictement inférieur & 1 alors :

27 0
n...(n—aj+1)2p
: s
n——+00
%q
n...(n—ag+1)zg 0
On en déduit :
co(n) 0
—
n—-+o0o
cp—1(n) 0
D’ou :
p—1
(Uny oy Upgp—1) = kz_‘;ck(n)vk((uo, ey Up—1)) ot (0,...,0)
et en particulier u, —+> 0 quelques soient les conditions initiales.
n—-+0oo

Si P a une racine de module supérieur ou égal a 1 : X alors la suite (A\"),en vérifie la rela-
tion de récurrence.

Si A # 1 alors cette suite diverge.

Si A =1, elle converge mais sa limite n’est pas nulle.

Remarque

On suppose ag # 0, ce qui revient & supposer que 0 n’est pas racine de P.

Au passage, on a montré que si la suite (uy,)nen vérifie la relation de récurrence (ii) alors elle est

combinaison linéaire des suites (nkz”) N ou z est une racine de P et k£ un entier strictement
ne

inférieur a la multiplicité de z.

12
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3 Point adhérent a une partie

3.1 Introduction

Nous avons vu que le cours sur les suites a valeurs dans un espace vectoriel de dimension
finie différe peu du cours de Sup sur les suites a valeurs réelles.
Pour les fonctions, ce n’est pas aussi simple. Il faut d’abord se demander ou chercher la limite
d’une fonction. Pour une fonction d’une seule variable définie sur un intervalle, c’est en un point
de cet intervalle ou en une de ses extrémités, que celle-ci appartienne ou non a 'intervalle.
Il faut donc formaliser la notion de bord pour des parties d’'un espace vectoriel de dimension
finie, un plan par exemple.
D’ou l'introduction de la notion de point adhérent.

3.2 Définition

Soit (E,|.]]) un espace vectoriel normé.
Soient A une partie de FE et a un élément de E.
On dit que a est un point adhérent & A si, et seulement si, pour tout € > 0 B(a,€) N A # (.
Cela revient a dire que pour tout € > 0 il existe x € A tel que ||z — al| < e.
On observe immédiatement qu’un élément de A est nécessairement point adhérent a A.

Exemple de point adhérent a une partie

partie considérée

13
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Exemple de point adhérent a une partie

partie considérée

Exemple de point non adhérent a une partie

partie considérée

3.3 Point adhérent a une partie : exemples

e Cas des intervalles de R
Soient a et b deux réels tq a < b
L’ensemble des points adhérents a |a, b] est [a, b].
L’ensemble des points adhérents a |a, b] est [a, b].

14
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L’ensemble des points adhérents a [a, b] est [ ,b].
L’ensemble des points adhérents a [a, b] es
L’ensemble des points adhérents a | — oo, a] est | — o0, al.
L’ensemble des points adhérents a | — 0o, af est
L’ensemble des points adhérents a |a, +oof est [a, +00].
L’ensemble des points adhérents a [a, +00[ est [a, +o0].
L’ensemble des points adhérents a [a,a] = {a} est {a}.
L’ensemble des points adhérents a R est R.
L’ensemble des points adhérents & () est (.

,al est | — o0, al.

_|_
_|_

e Casde Qet de R\ Q
Tout réel est point adhérent & Q et a R\ Q.
En effet soit z € R.
Ve>0lz —ex+eNQ#0Det |z —eaz+e[N(R\Q) #0
Donc z est point adhérent a Q et a R\ Q.

3.4 Point adhérent & une partie : caractérisation séquentielle

Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé, A une partie de E et a € E.

a est un point adhérent & A < il existe (u,)nen suite a valeurs dans A telle que uy, ——+——> a
n—-+0o0o

Les points adhérents a A sont les limites des suites convergentes d’éléments de A.

Démonstration
- —
On suppose a point adhérent & A.
Ve >0 B(a,e) N A#D
En particulier :

VnENB(a,1> NA#()

21’L
1
Pour tout n € N soit u, € B <a, 2n> N A (donc u, € A)
1
Vn €N ||lu, —al| <————>0doncun———>a
n——+00 n——+00
o <—
Soit (un)nen une suite a valeurs dans A qui converge vers a.
Soit € > 0 .
Ing € Ntq Vn > ng |Ju, —al < 3
Donc uy, € B(a,e) N A et Bla,e) N A#0(

a est bien point adhérent & A.

Exemple

Soient (£, |.||) un espace vectoriel normé.

Soient g € F et r € Ry.

L’ensemble des points adhérents & By(xo,7) est By(xo, 7).
L’ensemble des points adhérents & S(xq,r) est S(xo,r).

Démonstration

15
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Soit « un point adhérent a By (o, 7).

Il existe (Yn)nen une suite & valeurs dans Bf(xo,r) qui converge vers .
Vn eN |y, — ol <r

On fait tendre n vers I'infini :

|z — x| < 7 ie x € By(xzo, 7).

Réciproquement, si x € By(xg, ) alors = est un point adhérent & By (zo, 7).

Cf la définition et la remarque qui suit : tout élément de A est point adhérent & A. On peut
aussi considérer y, = x.

On raisonne de méme pour S(zg,r).

3.5 Adhérence d’une partie
3.5.1 Définition

Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit A une partie de E.
On appelle adhérence de A, I'ensemble des points adhérents a A.

3.5.2 Caractérisation séquentielle

Soit (£, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit A une partie de F.
L’adhérence de A est 'ensemble des limites des suites convergentes d’éléments de A.

C’est une conséquence directe de la définition de I'adhérence de A et de la caractérisation
séquentielle des points adhérents.

Cela ne signifie pas que toute suite d’éléments de A converge. Cela signifie que si une suite
d’éléments de A converge alors sa limite est un point adhérent a A et que réciproquement pour
tout point adhérent & A il existe (au moins) une suite a valeurs dans A qui converge vers ce
point.

3.5.3 Exemple

Soient (£, |.||) un espace vectoriel normé.
Soient wg € E et r € RY.
L’adhérence de B(zo,) est By(xo, 7).

Démonstration

Soit a un point adhérent a B(zo,r).

Il existe une suite (z,)nen & valeurs dans B(zg, ) qui converge vers a.
Vn €N |z, — ol <7

En faisant tendre n vers 400, on obtient ||a — xo|| < 7 ie a € Bf(xo,7).
On utilise ici la continuité de la norme, qui n’a pas encore été prouvée.
On peut s’en passer :

Vi € N J|a— 20|l = la — 2n + 2 — 7ol < o — all + 2 — o]

Donc :

Vn €N |la — ol < l|la— x| +7

et en faisant tendre n vers +oo : |la — zg|| < r
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Réciproquement, soit a € By (o, 7).
Si a € B(zg,r) alors a appartient & 'adhérence de B(zg,r) : I'adhérence d’une partie de E
contient toujours cette partie.

1
Si ||a — || = 7, on définit pour tout n € N, z,, = zo + (1 — — ) (a —x0)
1
1-— —

27’L
1
o | lla = 2oll = (1 - 271) r

1—2—n<1etr>0doncHwn—on<r

Vn eN ||z, — x| =

La suite (x,)nen est donc a valeurs dans B(z,r) et elle converge vers zg + a — 9 = a qui est
donc bien un point adhérent a B(xg, ).

3.6 Parties denses
3.6.1 Définition

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.
Soit A une partie de E.
On dit que A est dense si, et seulement si, 'adhérence de A est égale a F.
Cela revient a dire que tout élément de E est la limite d’une suite d’éléments de A.

3.6.2 Exemples
e Q est dense dans R.

e Soit I un espace vectoriel de dimension finie non nulle.
GL(FE), 'ensemble des automorphismes de E est dense dans L(F).
En d’autres termes, tout endomorphisme de E est la limite d’une suite d’automorphismes
de E.

En effet soit © un endomorphisme de F.
On a vu que le spectre de u est fini.

1

Par conséquent, il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, — n’est pas valeur propre de
n

u.

Cela signifie que u — —idg est injective mais comme E est de dimension finie, cela revient
n
a dire que u — —idg est un automorphisme de F.

1. . . .
<u — —idg est une suite d’automorphismes de E qui converge vers u.
n n>ng

e On se place dans Iespace vectoriel normé ((C([0;1],R), |.]|,)-
F={feC([0;1],R) tq f(0) = 0} est un sous-espace vectoriel dense dans C([0;1]).
Cela revient a dire que toute fonction de C([0;1]) est la limite d’une suite d’éléments de
F.
Soit f € C([0;1]).
0;1] — R
Pour tout n € N*, soit f, £ f(z)siz >

1
x»—)nxf( si
n

17
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1 1 1
frn est clairement continue sur {; 1} et sur {0; — { De plus fp(x) —— f <> donc f
n n z—1/n n
z<l/n

est continue sur [0; 1].
1 1/n
W eN U= fly = [ 1o = s@) do= [ s - s @

/{/n (naf ()] +176@)) do
= /o/n (’f (;)’Hf(x)y) dz

2
< Zllfle

IN

On en déduit ||f, — fll; . 0 ie la suite (fn)nen converge vers f dans l'espace
vectoriel normé ((C([0; 1], R), ||.|I;)-

4 Limite et continuité en un point

4.1 Définition de la limite en un point

Soient (E,|.||) et (F,]|.||) deux espaces vectoriels normés®, A une partie non vide de E, a
un point de E adhérent & Aet f: A — F.
Etant donné un élément [ de F' on dit que f admet [ comme limite au point a si et seulement
si:
Ve>030>0tqVe € A |z —a|| <0=||f(z) = 1|| <e

Lorsqu’un tel élément [ de F' existe on dit que f admet une limite au point a.

Proposition
Sous les hypothéses précédentes, si f admet une limite au point a elle est unique.

Démonstration

Supposons que f admette [ et I’ comme limites au point a.
Soit € > 0.

F>0tqVr €A ||z —al| <0=||f(z) =] <e
' >0tqVre A |z —a| <0 = ||f(z) - U] <e
Soit 7 = min (4,4") > 0.

a est point adhérent a A donc :
JreAtq|lz—al|<n<detd

Ona ||f(x) =1 <eet|f(x)—1| <edonc:

l =< = F@)l + [1f(2) - ]| < 2.

On a donc :

Ve>00<|l—=1] <2

On en déduit ||| =U'|| =0iel =1

1. ce ne sont pas forcément deux R-ev ou deux C-ev : I'un peut étre un C-ev et 'autre un R-ev. La norme
n’est évidemment pas la méme sur les deux espaces. On note de la méme fagon la norme sur E et la norme sur
F afin de ne pas alourdir les notations
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Notations
On suppose qu’on est dans les conditions de la définition.

Si f admet [ comme limite au point a alors [ est unique et on le note [ = lim f ou l = li_r>n f(z).
a r—a

On écrit aussi f(z) — (.
Tr—a
On a donc :

flz) —1l<=Ve>030>0tqVer € A ||z —a|| <d=||f(x) =] <€

r—a

qu’on peut aussi écrire :
f(z) — == Ve>030>0tqVre Ad(z,a) <6 = d(f(z),l) <e
ou encore :

f(x) = 1= VYe>036 >0 tq f (AN By(a, ) C By(l.e)

4.2 Remarques

e On suppose qu’on est dans les conditions de la définition.
f(x)ml = f(x)—lmo
= |f(@) =l —==>0

(Les trois définitions s’écrivent de la méme fagon)

e Proposition
Soient (E,|.||) et (F,].]]) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, a
un point de E adhérent & Aet f: A — F.
On suppose qu’il existe ¢ : A — R et r > 0 telle que :
— Ve e A |z —al <r=|f(z) -] < pz)
— o(z) —=0
ie la fonction || f — || est localement majorée par une fonction réelle qui admet 0 comme
limite au point a.
Cette condition est réalisée en particulier si il existe ¢ : A — R telle que :
— Ve e A|lf(z) -] < plx)
— p(x) —=0
ie la fonction||f — [|| est majorée globalement par une fonction réelle qui admet 0 comme
limite au point a.
Alors f(x) —2 l.
Cette proposition est en général d’usage plus commode que la définition.

Démonstration

Soit € > 0.

() —0 donc :

351 >0tqVe € A ||z —a| <01 = p(x) <e€
(¢ est clairement positive)

Soit § = min (r,d1) > 0.

Pour tout z € A tq [z —al]| < dona:

1/ () =l

< () car o —a <7
< ecar [z —al| <
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Exemple
R*\ {(0,0)} » R
Soit f 23 43
(2,9) = =5

z? + y?
Montrer que f posséde une limite en (0,0) et la déterminer.

Démonstration
On utilise les coordonnées polaires.
Soit (z,y) € R2.

3(r,0) € Ry x [—m; 7] tq {
r =z +y>?

23 4 9% = r3(cos® 6 + sin® #) donc :
2% +y°| < 2

On en déduit :

V(w,y) € R\ {(0,0)} |f(z,y)l <2V + 42

On en déduit que f(z,y)

x =rcos(0)

y = rsin (0)

_
(z,9)—(0,0)

4.3 Espaces de dimension finie

Si E et F sont de dimension finie, le choix de la norme est sans importance :
Supposons que f admette | comme limite au point a dans les espaces vectoriels normés (E, ||.||)
et (F|1)-
Changeons de norme dans chacun des deux espaces et notons les N.
FE et F étant de dimensions finies :
3(Cy,Cy) € R tq Vo € EC ||z < N(z) < Cy||z|
I(D1, D7) € R tq Vo € E Dy ||z]] < N(x) < Ds ||z
Soit € > 0.
B>0tqVe e A |lz—a|| <d=||f(zx) =1 <

Supposons = € A et N(z —a) < D10
1

lz —all < 5-N(z —a) < § donc [|f(z) — 1| <
1

et N(f(z) —1) < Co|[f(z) +1]| <e

f admet donc [ comme limite au point A dans les espaces vectoriels normés (E, N) et (F, N).

La réciproque est vraie : il suffit d’inverser le role des normes (pour étre précis la relation "étre
équivalentes” est une relation d’équivalence sur les normes)

€

Co

€

Cy

4.4 Cas a € A, continuité en un point

Soient (E,|.||) et (F,].||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et
f:A— F.
Soit a € A (donc a point adhérent & A).
On suppose que f admet une limite au point a et on note [ = h(Izl’l f.
Soit € > 0.
B>0tqVe e A ||z —a| <0=||f(x) 1| <e
la —al|| =0 <6 donc ||f(a) — || < € et ce pour tout € > 0.
On en déduit que | = f(a).
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ie : lorsque a € A, si f admet une limite au point a c’est forcément f(a).

Définition

Soient (E,|.||) et (F,|.||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, a € A et
f+A—=F.

On dit que f est continue au point a si et seulement si f admet une limite au point a.

On a donc :

f continue au point a <= f(z) — f(a)
r—a

4.5 Cas a ¢ A, prolongement par continuité

Soient (E,|.||) et (F,].||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et
f+A—=F.
Soit @ un point adhérent a A n’appartenant pas a A.
Si f admet une limite [ € F' au point a alors la fonction :

AUu{a} - F

glx f(z)siz#a

a— lim f ()
est un prolongement de f continu au point a et c’est le seul.
(On doit avoir g(a) = lim ga(z) = lim f(z))
g s’appelle alors le prolongement par continuité de f en a et on dit que f est prolongeable par
continuité en a.
Réciproquement d’apres les paragraphes précédents si f posséde un prolongement par continuité
ena:gona
f(z) = ga(z) —2 g(a) donc f a une limite au point a.

r—a

Proposition

Soient (E, ||.||) et (F,||.||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, a un point
de E adhérent & A n’appartenant pas a Aet f: A— F.

f admet une limite au point a <= f est prolongeable par continuité en a

4.6 Utilisation d’une base de F

Proposition
Soient (E,||.||) un espace vectoriel normé, F' un K ev de dimension n > 1 et B = (e1,...,ep)
une base de F.
Soient A une partie non vide de F et a un point de E adhérent a A.
Soient f: A— Fet fi,...,fn: A— Kles coordonnées de f ie :
n

vreAf(e) =Y filz)e
=1

Soit [ = Zliei e F.
i=1
Alors on a :

fx) — | <= Vie[l;n] fi(x) —2 l;

En particulier si K=R et FF=C on a :

f(2) —— 1= Re(f(2) — Re(l) et Im(f(z)) —> Im(1)
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Remarque
Dans le cas général, on ne précise pas la norme sur F' car elles sont toutes équivalentes si bien
que le choix de la norme est sans importance.

Démonstration
F— R+

O it I de||. n

1 e [l x =Y wie; — max (|z;|)

i=1 1<i<n

o —>

On suppose f(x) — l.

Soit i € [1;n].

Vo€ A |fi(@) — bl < | f(z) 1] —= 0

Donc f;(x) —2 l; (cf 4.2)

o <—
On suppose que pour tout ¢ € [1;n], fi(z) —2 l;
Soit € > 0.

Vie[l;n] 30, >0tqVe € A ||z —al <6 = |fi(x) — ;| <€
Soit § = min (61,...,d,) > 0.

Pour tout z € A tel que ||x —a|| < dona:

Vi € [[1;n]] ‘fz(l') — lz| <e

Donc [ f(z) =]l = max ([fi(z) — L) <€

1<i<n
Donc f(x) —2 l.
Corollaire
Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, F' un K-ev de dimension n > 1, A une partie non vide
de E,ac Aet f: A— F.
Soient B = (ey,...,e,) une base de F et fi,..., fn: A — K les coordonnées de f.
On a alors :
f est continue en a <= Vi € [1;n] f; est continue en a

4.7 Limite d’une application composée

e Proposition
Soient (E,|.||), (F,|l.]) et (G, ]|.||) trois espaces vectoriels normés.
Soient A une partie non vide de E, a un point adhérent a A et f: A — F.
Soient B une partie non vide de F et g: B — G.
On suppose f(A) C B.
— Si f(x) — b € F alors b est un point adhérent & f(A) donc aussi a B.

— Si f(x) —— betsig(y) — lalors go f(x) — L.
r—ra y—b r—a

Démonstration
— Soit € > 0.
30> 0tqVe €A [z —a <5=||f(x) - b] < 3
a est un point adhérent & A donc il existe x € A tel que ||z —af| < 4.
On a alors f(x) € f(A)NB(b,€) donc f(A)NB(b,€) # () et b est bien un point adhérent
a f(A).
— Soit € > 0.

0> 0tqvy € B fly—bl < 9= llgy) — 1l <€ (car g(y) —»1)

I >0tqVe €Al —al < n=> | f(x) ~ b <5 (car f(x) —b)
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On a alors :
Ve e A |lz—al <n=|g(f(z)) —1|| <e
D7Ofl :go f(l') E} l

e Corollaire
Soient (E,|.||), (F,|l-]|) et (G, ||.||) trois espaces vectoriels normés.
Soient A une partie non vide de E'et f: A — F.
Soient B une partie non vide de F et g: B — G.
On suppose f(A) C B.
Soit a € A.
Si f est continue en a et si g est continue en f(a) alors g o f est continue en a.

e Exemple d’application
Soient (F, ||.]|) un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E, a un point de E
adhérent & Aet f: A — K.

Ve e A f(x) #0

O :
n suppose f(z) _ 140
1

1
Alors m :):—511_) 7

(La fonction x — — étant continue sur K*)
x

4.8 Limite d’une somme
4.8.1 Théoréme

Soient (E,|.||), (F,||.]]) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et a un
point adhérent a A.
Soient f; et fo: A — F admettant une limite au point a.
Alors f1 + fo admet une limite au point a et on a :

Hm(f1 + f2) = lim f1 + lim fo

En d’autres termes si fi(x) —2 l1 € Fetsi folx) — 2 Iz € F alors fi(x) + fa(x) —hi+la

Démonstation

Soient I; = lign fretls = lién fa.

Soit € > 0.

30 >0tqVe € A ||z —al| <01 = ||fi(zx) =l <e
9y >0tqVr € A ||z —al < b2 = || fo(x) — 2| <€
Soit § = min ((51,(52) > 0.

Pour tout z € A tel que ||z —al| < d,on a:

1(f1+ f2) () = (b + )| = [[f1(2) =l + fa(x) = 2|l < |[fi(2) — Ll + ([ fa(2) — laf| < 2¢

D’ou le résultat.

4.8.2 Continuité de la somme de deux fonctions continues

Soient (E, ||.||), (F,].|) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et a € A.
Soient f1 et fo: A — F deux fonctions continues en a.
Alors f1 + f2 est continue en a.
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4.9 Limite d’un produit
4.9.1 Théoréme

Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé et (F, ||.||) un K espace vectoriel normé.
Soient A une partie non vide de F et a un point adhérent a A.
Soient f: A— Fetyp:A—K.
Si v et f admettent une limite au point a alors ¢f : A — F admet aussi une limite au point a
et on a:
i) - (1) (i)
En d’autres termes si f(z) — l € F et sip(x) — A € Kalors : o(z)f(z) — Al.

T—a

En particulier pour tout A € K, A\f admet une limite au point a et on a :
lim(Af) = Alim f
a a

Autre cas particulier : F' = K.

Démonstation
Soient [ = liamf et A = li(rln ®.
On commence par prouver que f est bornée au voisinage de a.
1> 0 donc :
361 >0tqVe € A |z —a|| <6 = ||f(z) -1 <1
On a alors pour tout = € A tel que ||z —al| < 67 :
I @) < [1f () =2l + 2] < 1+ [|2]]
Ve e Ap(x) f(z) Al = @) f(z) = Af(z) + A f(z) = Al
(p(x) = A) fz) + A(f(z) = 1)
Ve e A () f(z) = M| < |e(z) = Al £ (@) |+ [A] {1 f (@) — 1]
Soit € > 0.
o2 >0tqVer € A |z —al| <6 = |p(z) — A <€
o3 >0tqVr € A [z —al <03 = ||f(z) — ]| <e
Soit § = min (51,(52,63) > 0.
Vee A ||lz—a| <d=|e@)flx) =] < 1+ ||| +|A|)e (de la forme K e avec K > 0 et
indépendant de €, 0 ou x)

4.9.2 Continuité du produit de deux fonctions continues

Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé et (F, ||.||) un K espace vectoriel normé.
Soient A une partie non vide de E et a € A.
Soient f: A — F et ¢ : A — K deux fonctions continues en a.
Alors ¢f est continue en a.
En particulier pour tout A € K Af est continue en a.
Autre cas particulier F' = K.

4.10 Utilisation des suites
4.10.1 Proposition
Soient (£, |.||), (F,||.]]) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et a un

point adhérent & A.
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Soient f: A— FetlePF.

Si f(x) — [ alors pour toute suite (up)nen d’éléments de A convergeant vers a on a
r—a

[ (un) m L.

Démonstration

Soit (un)nen une suite d’éléments de A qui converge vers a.

Soit € > 0.

30> 0ta Ve € A o~ al < 6= |f(@) ~ 1 <€ (car f(x) —1)

dng € N tq VYn > ng [|up, —al| < 9§ (car up, — a)
n——+00

Donc :
v > ng || f(un) — 1]l < €
Dou : f(uy,) —— 1
n—-+0o0o

Remarque
Ce résultat est utile pour déterminer la limite d’une suite mais aussi pour prouver qu’une fonc-
tion n’admet pas de limite en un point :
sous les hypothéses précédentes supposons qu’on trouve 2 suites (up)nen €t (Upn)nen d’éléments
de A qui convergent vers a et telles que :
flup) —— 11 € F et f(v,) —— la € F avec 1 # la.

n—-+oo n— 00

Alors f n’admet pas de limite au point a.

4.10.2 Réciproque

Soient (E,|.||), (F,||.]]) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E et a un
point adhérent & A.
Soient f: A— FetleF.
On suppose que pour toute suite (uy)nen d’éléments de A qui converge vers a

on a f(up) R .

Alors f(x) — .

Démonstration
On raisonne par I'absurde : on suppose que f(z) ne tend pas vers [ en a.
|z —al <0
Je>0tqVd>0dr € Atq et
1f(z) =1l > €
Donc :
—a <
Jun = all < —
Vn € NJu, € A tq q et
[1f (un) = 1] > €

Vn eN Ju, —al <

Donc u,, —— a.
n—-+4o0o

Donc f(un) m l.

n+1 n—+oo

Or :Vn € N || f(un) — ]| > € On aboutit a une contradiction donc f(z) — .

T—a
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4.10.3 Caractérisation séquentielle de la continuité d’une application en un point

Soient (E, ||.]|), (F,||.||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, a € A
et f:A— F.
f est continue en a <= pour toute suite (uy,),en d’éléments de A qui converge vers a f(u,) ——

n—+00
f(a)
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