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1 Les matrices comme structure de données

1.1 Introduction

Les matrices sont des tableaux de nombres.
Formellement, une matrice & n lignes et p colonnes a coefficients dans K peut étre vue comme
une application de [1;n] x [1;p] dans K.
En Python élémentaire, ie sans avoir recours a numpy, une matrice se code par une liste de listes.
1 2
3 4] %€ code par A=[[1,2],[3,4]].
Sont donc possibles de nombreux calculs sur les matrices mais ils ne sont pas tous mathémati-

Par exemple, la matrice A =

quement intéressants.

1.2 Quelques définitions

e Pour n et p € N*, on note M,, ,(K) I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a
coefficients dans K.
Pour (4, j) € [1;n] x [1;p], on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf
celui situé a l'intersection de la 7éme ligne et de la jéme colonne qui vaut 1.

En d’autres termes, F; j = (01 X 01j)1<k<n-
1<i<p
Les matrices F; ; sont appelées matrices élémentaires.

e Pour n € N*, on note M,,(K) I’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes
(My(K) = M, ,(K) avec p = n).

e Une matrice D de M,,(K) est dite diagonale si, et seulement si, ses coefficients situés en
dehors de la diagonale sont nuls :
V(i,j) € [Lin]?i#j=4dij =0
On appelle matrice identité et on note I,, la matrice diagonale (a n lignes et n colonnes)
dont tous les coefficients diagonaux valent 1.
On appelle matrice scalaire toute matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont
égaux.

e Une matrice 7' de M,,(K) est dite triangulaire supérieure si, et seulement si, ses coeffi-
cients situés en dessous de la diagonale sont nuls :
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V(i,j) € [Ln]*i>j=t;; =0

Une matrice T' de M,,(K) est dite strictement triangulaire supérieure si, et seulement si,
ses coefficients situés en dessous de la diagonale et sur la diagonale sont nuls :

V(i,j) € [Ln]?i>j=t;; =0

Une matrice T de M,,(K) est dite triangulaire inférieure si, et seulement si, ses coeffi-
cients situés au dessus de la diagonale sont nuls :

V(i,j) € [Ln]*i<j=t;; =0

Une matrice T de M,,(K) est dite strictement triangulaire inférieure si, et seulement si,
ses coefficients situés au-dessus de la diagonale et sur la diagonale sont nuls :

V(i,j) € [Ln]?i<j=t;; =0

1.3 Transposition
1.3.1 Définition

Soit A une matrice & n lignes et p colonnes & coefficients dans K.
On appelle transposée de A, et on note AT la matrice & p lignes et n colonnes : (br1)1<k<p avec :

1<i<n
V(k,1) € [1;p] x [1;n] biy = ar

1.3.2 Le code en Python

def Transpose(A):

n=len(A)
p=len(A[0])
B=[[None for 1 in range(n)] for k in range(p)]
for k in range(p):

for 1 in range(n):

B[k] [11=A[1] [k]

return B

1.3.3 Matrices symétriques, matrices antisymétriques

e On appelle matrice symétrique toute matrice carrée égale a sa transposée.
On note S, (K) l'ensemble des matrices symétriques & n lignes et n colonnes.
Soit A € M, (K).
AecS,(K) — AT =4
= V(i,j) € [Lin] aij = aji
e On appelle matrice antisymétrique toute matrice carrée égale a I’opposé de sa transposée.
On note A, (K) 'ensemble des matrices antisymétriques a n lignes et n colonnes.
Soit A € M, (K).
Ac A (K) «— AT =-A
<~ V(’L,j) € [[1;71]] aji = —0j;

Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont tous nuls.
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1.4 Trace d’une matrice carrée
1.4.1 Définition
Soit A € M, (K).
On appelle trace de A et on note tr(A) le scalaire z”: @i

i=1
ie : tr(A) est la somme des coefficients diagonaux de la matrice A.

1.4.2 Exemples

1 3
oAz(2 4> tr(A) =5
o tr(l,) =n

1.4.3 Le code en Python

def Tr(A):
n=len(A)
return sum(A[i] [i] for i in range(n))

On verra plus tard l'intérét de cette notion.
La somme Z a; ;j de tous les coefficients d’une matrice rectangulaire A a n lignes et p colonnes

1<i<n
1<5<p

ne présente que peu d’intérét.

1.4.4 'Trace de la transposée

VA € M,(K) tr (A7) = tr (A)
En effet A et AT ont la méme diagonale.

1.5 Opérations élémentaires sur les matrices

Soit A une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.
Les opérations élémentaires sur A sont :

1.5.1 La multiplication d’une ligne par un scalaire non nul

Elle est codée par L; + AL;

def MulLigne(A,i,1):
for j in range(len(A[i-1])) :#attention aux conventions de Python
ALi-11[j]1*=1

1.5.2 La multiplication d’une colonne par un scalaire non nul

Elle est codée par C; < \C}

def MulColonne(A,j,1):
for i in range(len(A)):
Alil[j-11*=1
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1.5.3 L’échange de deux lignes

Elle est codée par L; <+ L;

def EchangelLigne(A,i,j):
for k in range(len(A[i-1])):
Ali-1][k],A[j-1] (k]1=A[j-1] [k],A[i-1] [k]

1.5.4 L’échange de deux colonnes

Elle est codée par C; <+ C;

def EchangeColonne(A,i,j):
for k in range(len(A)):
Alk][i-1],A[k] [j-11=A[k] [j-1]1,A[k] [i-1]

1.5.5 L’ajout a une ligne d’un multiple d’une autre

Elle est codée par L; < L; + AL;

def Transvection_Ligne(A,i,j,1):
for k in range(len(A[i-1])):
Ali-1] [k]+=1*A[j-1] [k]

1.5.6 L’ajout a une colonne d’un multiple d’une autre

Elle est codée par C; <— C; + A\C)

def Transvection_Colonne(A,i,j,1):
for k in range(len(A)):
ATK] [i-1]+=1%A[K] [j-1]

1.6 Déterminant d’une matrice carrée
D’un strict point de vue algorithmique, on a :

def Determinant(A):
n=len(A)
for i in range(1,n+1):
k=i
while k<=n and A[k-1][i-1]==0:
k+=1
if k>n:
return 0O
if k>i:
EchangeLigne(A,i,k)
for k in range(i+l,n+1):
Transvection_Ligne(A,k,i,-A[k-1] [i-1]/A[i-1][i-1])
res=1
for i in range(n):
res*=A[i] [i]

return res
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1.7 Rang d’une matrice

D’un strict point de vue algorithmique, on a :

def Rang(A):
n=len(A)
p=len(A[0])
i=1
j=1
res=0
while i<=n and j<=p:
k=i
while k<=n and A[k-1][i-1]==0:
k+=1
if k>n:
j+=1
else:
res+=1
if k>i:
EchangeLigne(A,i,k)
for k in range(i+1l,n+1):
Transvection_Ligne(A,k,i,-A[k-1] [i-1]/A[i-1][i-1])
i+=1
return res

1.8 Matrices par blocs

k
Soient dy, ..., dy € N* et n =Y di.

=1

!
Soient §1,...,0 € N* et p= 25]-.
=1
On peut découper une matrice a n lignes et p colonnes de la maniere suivante :
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ai a6, a1,6:+1 a1,51452 a -1 ai,p
1,2 5]'-‘,-1
i=1
Qdy,1 Qdy 61 ad, 6,41 ady 6,462 a -1 Qady ,p
d1,2 6~7'+1
=1
ad;+1,1 ad;+1,6; Ady+1,61+1 Ady+1,61+62 a -1 QAdy+1,p
di+1,) 7 8+1
=1
QAdy+ds,1 QAdy+ds,01 Ady+da,61+1 Qdy+da,61+02 a -1 Ady+da,p
di+dz, > 65+1
j=1
apfl a/pfl a/pfl apfl ap*l -1 a/pfl
> di+1,1 > di+1,61 > di+1,6141 > di+1,61402 S di+1,> 0 65+1 di+1,p
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1
an,l an,él an,61+1 an,51+62 a ;1 an,p
n,z 6]'-‘,-1
=1
A1 ... Ay

) )

qu’on va écrire comme une matrice a k lignes et [ colonnes ou les coefficients

Ak71 e Ak,l
sont des matrices et non plus des nombres.

L’extraction des blocs d’'une matrice d’une part, la construction d’une matrice a partir de blocs
(en nombre et tailles cohérentes) sont des opérations "faciles” a coder.

La notion de matrice par blocs a un intérét algorithmique que nous n’étudierons pas mais pré-

sente aussi un intérét mathématique que nous étudierons.

<A1J . AJJ
Si une matrice A est décomposée en blocs A = : alors sa transposée est dé-
Ak,l Ce AkJ
T T
Al o A
composée en AT = :
T T
Al’l .« .. Ak7l

2 Les matrices comme objets algébriques

2.1 Opérations algébriques sur les matrices
2.1.1 Produit par un scalaire

Soit A = (a; j)1<i<n une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

1<5<p
Soit A € K.
La matrice AA est la matrice (Aa; j)i<i<n € My p(K).
1<5<p
def MulScal(A,l):
n=len(A)
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p=len(A[0])
B=[[1#A[i] [j] for j in range(p)] for i in range(n)]

return B
A oo Ay
Si une matrice A est décomposée en blocs A = : alors AA est décomposée en
A1 . Apy
M1 ... My
A = :
Mp1 .. My

2.1.2 Somme de matrices

Soit A = (aij)1<i<n €t B = (b;;)i1<i<n deux matrices & n lignes et p colonnes & coefficients
1<j<p 1<j<p
dans K.

La matrice A + B est la matrice (a;; + i j)i1<i<n € My p(K).
1<j<p
def Somme(A,B):
n=len(A)
p=len(A[0])
C=[[A[i]1[j]1+B[i1[j] for j in range(p)] for i in range(n)]

return C
ALl ... ALl
Si une matrice A de M, ,(K) est décomposée en blocs A = : et si une matrice
AkJ R AkJ
-BL1 . .BlJ
B de M,, ,(K) est décomposée en blocs B = | et si pour tout (7,7) € [1;k] x
_BkJ e .BkJ
[1,1] les blocs A; j et B; ; ont le méme nombre de lignes et de colonnes alors A+ B est décomposée
Aip+Big ... A+ By
en A+ B = :
Ap1+Bri ... Agg+ Biy

2.1.3 Espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes

Soit n et p € N*.
M., »(K) I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes & coefficients dans K muni de la somme
des matrices et du produit par un scalaire a une structure de K-espace vectoriel.
De plus M,, ,(K) est de dimension np.
La famille (E; ;)[1:n]x[1;p] €St une base de M,, ,(K) dite base canonique de M, ,(K).
Néanmoins cette expression est ambigiie puisque 'ordre de ces matrices n’est pas fixé.

2.1.4 Produit matriciel

Soit A = (a;j)i<i<n une matrice & n lignes et p colonnes a coefficients dans K et B =
1<j<p
(bij)1<i<p une matrices a p lignes et ¢ colonnes a coefficients dans K.
1<j<q
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P
La matrice AB est la matrice (Z ai,kbk,j> € M, 4(K).
1<i<n

k=1
1<5<q

def Mul(A,B):
n=len(A)
p=len(B)
g=len(B[0])
C=[[sum(A[i] [k1*B[k] [j]1 for k in range(p)) for j in range(q)] for i in range(n)]

return C
A .. A
Si une matrice A € M,, ,(K) est décomposé en blocs A = [ et si une matrice
Apgr .. Ay
Bii ... Binm
B de M, 4(K) est décomposée en blocs B = : et si pour tout j compris entre
B1 ... Bim

1 et [, le nombre de colonnes des blocs A;;, 1 < i <k, est égal au nombre de lignes des blocs
Bj,, 1 <7 <'m, alors la matrice AB se décompose en blocs par :

l l
Y ABjn ... Y ALiBjm
=1 j=1

l l
> AniBji ... Y AniBjm
j=1 j=1

ie une fois satisfaites les conditions naturelles de taille, tout se passe comme si on multipliait
deux matrices a coefficients dans K. Subsiste néanmoins une différence : dans les produits, les
blocs ne commutent pas.

2.1.5 Quelques remarques sur le produit matriciel

e Le produit matriciel n’est pas commutatif.
Si A est une matrice & 2 lignes et 3 colonnes et si B est une matrice a 3 lignes et 4
colonnes alors AB est définie : c¢’est une matrice a 2 lignes et 4 colonnes.Par contre le
produit BA n’est pas défini.
Si A est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes et si B est une matrice a 3 lignes et 2
colonnes alors AB est définie : c’est une matrice carrée a 2 lignes et 2 colonnes. Cette
fois le produit BA est bien défini mais c¢’est une matrice carrée a 3 lignes et 3 colonnes.

Soit A = 0 1) eth(1 1).

00 00
AB et BA sont définies sans probleme : ce sont des matrices a 2 lignes et 2 colonnes
mais :
0 0 0 1
AB_(O 0 etBA—(O 0

e Comme le montre I'’exemple précédent, on peut avoir AB =0 avec A # 0 et B # 0.

e Y(A,B) € M, ,(K) Y\, 1) € K2VC € M, 4(K) (AA+ uB)C = NAC + uBC
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o V(A,B) € M, (K) V(A 1) € K2VC € My ,(K) C (A + uB) = \CA + uCB

o V(A,B,C) € M,y p(K) x My 4(K) x My (K) A(BC) = (AB)C qu’on note donc simple-
ment ABC.

e Si E;; est une matrice élémentaire de M, ,(K) et Ej; une matrice élémentaire de
an(K) alors Ei,jEk,l = 5j,kEi,l-

2.2 Quelques sous-espaces de M, (K)
2.2.1 Matrices diagonales

L’ensemble des matrices diagonales a n lignes et n colonnes est un sev de M, (K) de dimension
n.
De plus il est stable par le produit matriciel.

2.2.2 Matrices triangulaires

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures a n lignes et n colonnes est un sev de

1
M, (K) de dimension %

De plus il est stable par le produit matriciel.

L’ensemble des matrices strictement triangulaires supérieures a n lignes et n colonnes est un
n(n —1
sev de M,,(K) de dimension (2)

De plus il est stable par le produit matriciel.

L’ensemble des matrices triangulaires inférieures a n lignes et n colonnes est un sev de M,, (K)
. . n(n+1)
de dimension ———=.

De plus il est stable par le produit matriciel.

L’ensemble des matrices strictement triangulaires inférieures a n lignes et n colonnes est un
. . nin—1
sev de M,,(K) de dimension Q

De plus il est stable par le produit matriciel.

2.3 Quelques applications linéaires
2.3.1 Linéarité de la transposition

M p(K) = My n(K)
A AT

En d’autres termes :

VA € My p(K) VA € K (AA)T = aAT

V(A, B) € My ,(K)? (A+ B)T = AT + BT
De plus :

VA € M, ,(K) VB € M, 4(K) (AB)T = BT AT

L’application { est linéaire.
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2.3.2 Linéarité de la trace

tr : M, (K) — K est une application linéaire.

Démonstration

Soient A = (a; ;) et B = (b; ) € M, (K).
Soit (A, u) € K2.

AA + uB = (Aa; j + pb; ;) donc :

tr()\A + ,LLB) = Z ()\am' + ,ubm') = )\Z Qi+ MZ bm’
=1 =1 =1

= Atr(4) + ptr(B)

Remarque : dimension du noyau de la trace
La trace est une forme linéaire non nulle de M,,(K) donc son noyau est un hyperplan de M,,(K).
dim (Ker (tr)) = dim (M, (K)) — 1 =n? — 1

Trace d’un produit
Soient n et p € N*.
V(A, B) € M, ,(K) x My, ,(K) tr (AB) = tr (BA)

En général tr(AB) # tr(A)tr(B).
Exemple
Sin > 2, tr(I12) = tr(l,) =n #n? = (tr(l,))%

Démonstration
On note C = AB et D = BA.

C est une matrice carrée a n lignes et n colonnes, D une matrice carrée a p lignes et p colonnes.

p
Vi € [[1; n]] Ciji = Z ai7kbk7i
k=1

p n
a; kb = Z Z a; kby i

g
3
[
M-
M=

i=1 k=1 h=1i=1
p n p
= Z biia; k= Z dp 1
k=1i=1 k=1
= tr(D)

2.4 Opérations élémentaires sur les matrices et produit matriciel

Soit A une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

e La multiplication d’une ligne par un scalaire, codée L; < A\L;, peut s’interpréter comme
la multiplication de A & gauche par la matrice Diag(1,..., A,...,1).

e La multiplication d'une colonne par un scalaire, codée C; < ACj, peut s’interpréter
comme la multiplication de A & droite par la matrice Diag(1,..., A, ..., 1).

e L’échange de deux lignes, codé L; <+ L; peut s’interpréter comme la multiplication de A
a gauche par la matrice obtenue en faisant subir la méme opération a I,,.

e L’échange de deux colonnes, codé C; <+ Cj peut s’interpréter comme la multiplication de
A a droite par la matrice obtenue en faisant subir la méme opération a I,,.

10
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e L’ajout a une ligne d’un multiple d’une autre, codé L; < L; + AL;, peut s’interpréter
comme la multiplication de A & gauche par la matrice obtenue en faisant subir la méme
opération a I,.

e L’ajout a une colonne d’un multiple d'une autre, codé C; <— C; + AC};, peut s’interpréter
comme la multiplication de A a droite par la matrice obtenue en faisant subir la méme
opération a I,

2.5 Matrices carrées inversibles
2.5.1 Définition

Soit A € M, (K) une matrice carrée.
On dit que A est inversible si, et seulement si, il existe B € M,,(C) tq AB = BA = I,,.
On appelle groupe linéaire d’ordre n et on note GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles de
M, (K).
On dispose d’un certain nombre de CNS :
Soit A € M, (K).

AeGL,(K) < 3Be M,(K)tq AB=1,
< dB e M,(K) tq BA=1,
<= le systeme AX = 0 n’admet que la solution nulle
<= pour toute colonne Y le systeme AX =Y admet une unique solution

<= pour toute colonne Y, le systeme AX =Y admet au moins une solution

2.5.2 Inverse d’un produit

Si Aet B € GL,(K) alors AB € GL,(K) et (AB)™! = B~tA~L.

2.5.3 Inverse de la transposée

-1
Si A € GLu(K) alors AT € GL,(K) et (A7) = (471)",

2.5.4 Inverse d’une matrice diagonale

Soit D = Diag(A1, ..., A,) une matrice diagonale a n lignes et n colonnes.
DeGL,(K)<=Vie[l;n] N\ #0
1

1
On a alors D~! = Diag ()\1’ ceey )\n).

2.5.5 Inverse d’une matrice triangulaire

Soit T une matrice triangulaire n lignes et n colonnes.
T e GLn(K) <— Wi € ﬂl;n]] ti 75 0
T~ est alors une matrice triangulaire.

11
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2.6 Polynémes d’une matrice carrée

2.6.1 Définition

P
Soient n > 1, M € M, (K) et P = Zaka e K[X].
k=0

P
Par définition P(M) = Z arpM* (avec la convention M° = I,).
k=0
On a des propriétés similaires a celles des polynémes d’endomorphisme :

Pour tous P et @ dans K[X], pour tout M € M, (K) et pour tout A dans K :
o (P+Q)(M)=PM)+Q(M)
e (A\P)(M)=AP(M)
e (PQ)(M)=PM)QM)=Q(M)P(M) (car PQ = QP mais le produit n’est pas com-
mutatif dans M, (K) des que n > 2)

2.6.2 Polynéme annulateur d’une matrice carrée

Soit M € M,,(K).
On appelle polynéme annulateur de M tout polynéme P de K[X] tel que P(M) = 0.

X 2008
Soit A € My(R).
Montrer qu’il existe P € R,,2[X] \ {0} tel que P(A) = 0.

Correction
M, (R) est de dimension n? et la famille (I,,, A, . .. ,A”Q) comporte n? + 1 matrices donc elle est
liée :
7’L2
Jag, .-, ap2) € R\ {(0,...,0)} tq > apAf = 0.
k=0

2

n
Le polynéme P = Z ar X" est un polynéme non nul tel que P(A) = 0.
k=0

3 Les matrices comme objets géométriques

3.1 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Soient n,p € N* et M € M,, ,(K).
Mp’l(K) — Mn,l(K)

est une application linéaire, dite canoniquement as-
X—>MX

L’application u {
sociée a M.
Usuellement, on identifie M, 1(K) et K" (et M, 1(K) et KP) et on peut considérer que 'appli-
cation linéaire canoniquement associé a M est une application linéaire de KP (avec p le nombre
de colonnes de M) dans K" (avec n le nombre de lignes de M).

Dans le cas particulier d’une matrice carrée, on parlera d’endomorphisme de K™ canoniquement
associé a M.

12
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3.2 Noyau,image et rang d’une matrice

3.2.1 Définition du noyau et de I"image d’une matrice

Soit M € M, ,(K).
On appelle noyau de M le noyau de uy ie :
ker(M) ={X € KP tq M X =0}
On appelle image de M I'image de uyy ie :
Im(M)={Y €eK"tq3aX e KP tq MX =Y}
Evidemment, dans le cas d’'une matrice carrée a n lignes et n colonnes, le noyau et I'image de
M sont deux sous-espaces vectoriels de K".

3.2.2 Définition du rang d’une matrice

Soient n,p € N* et M € M,, ,(K).
On appelle rang de M le rang de I'application linéaire qui lui est canoniquement associée ie la
dimension de I'image de M.
C’est aussi le rang de la famille des vecteurs colonnes de M car la famille des vecteurs colonnes
de M est une famille génératrice de 'image de M.

3.2.3 Formule du rang pour une matrice

Soient n,p € N* et M € M,, ,(K).
rg(M) + dim (ker(M)) = p le nombre de colonnes de la matrice.

Bien sfir, pour une matrice carrée il n’y a pas de risque de se tromper :
VM € My (K) rg(M) + dim (ker(M)) =n

3.2.4 Caractérisation de ’'invisibilité d’une matrice carrée

Soit n € N* et A € M,,(K).

A est inversible <= ker(A) = {0}
(4) = K"

< 1g(4)=n

<— Im

3.2.5 Propriétés

e Le rang d’une matrice est conservé par les opérations élémentaires sur les lignes ou les
colonnes.

e Le rang d’une matrice est conservé si on la multiplie a droite ou a gauche par une matrice
inversible.

e Le rang est invariant par transposition.

e Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille de ses vecteurs lignes.

3.2.6 Détermination pratique du rang

L’algorithme de détermination du rang d’une matrice est codé en Python paragraphe 1.7.

13
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3.3 Eléments propres d’une matrice carrée
3.3.1 Définitions

On appelle valeurs propres (respectivement vecteurs propres, sous-espaces propres, spectre)
de M les valeurs propres (respectivement vecteurs propres, sous-espaces propres, spectre) de
UM -

SiAeKona:

A€ Sp (M) <= il existe X € K"(M,,1(K)) tq X #0et MX =X
Si X € K"(M,,1(K)) on a:

X vecteur propre de M <= X # 0 et il existe A € Ktq M X =X

3.3.2 Propriétés immédiates

On déduit immédiatement du cours sur les éléments propres d’un endomorphisme :
e La somme des sous-espaces propres de M est directe.
e Toute famille de vecteurs propres de M associés & des valeurs propres 2 a 2 distinctes est
libre.
e Sp(M) est fini et Card(Sp(M)) < n.

Remarque

Les espaces vectoriels de matrices, comme tout espace vectoriel de dimension finie, ont une to-
pologie.

Sachant que le spectre d’une matrice carrée est fini, on peut prouver :

Tout élément de M,,(K) est point adhérent a GL, (K) ie : toute matrice carrée est limite d’une
suite de matrices inversibles.

En d’autres termes, GL,(K) est dense dans M,,(K).

Démonstration

Soit A € M, (K).

Si A est inversible, (A)pen est une suite de matrices inversibles qui converge vers A.
On suppose donc que A n’est pas inversible.

A n’a qu'un nombre fini de valeurs propres, dont 0.

Donc :

Ja >0 tq VA € [—a;a] \ {0} A— A, € GL,(K)

— —— 0 donc:
p p—+oo

1
Jpo € N* tq Vp > po » € [~a;a] \ {0}
On a:
1
iVp>pyA— ];In € GL,(K)

1
iiA--I,—— A
p p—+o0

3.3.3 Valeurs propres complexes d’une matrice réelle

Soient n € N* et M € M, (R).
M est également un élément de M,,(C).
On a donc deux spectres :

14



Algebre linéaire, chapitre 3 2025 - 2026

Spr(M) ={AeRtqIX e R" avec X #0 et MX = \X}
et

Spc(M)={Ae€CtqIX €C"avec X #0et MX = A\X}
Comme R™ C C™ on a Spg(M) C Spc(M).

Il peut y avoir inclusion stricte :

= (1)

Soit A € R.
€ Ker (M — \) <~
Y T=\y

— y=-M
r =Nz

e Jy=N
(14+ M)z =0
Yy=- 2

— { car 1+ X #0
z=0

= {y:O
z=0

Ker (M — M) = {0} donc A n’est pas valeur propre de M et Spr(M) = 0.
Soit A € C.
=-A
“) e Ker (M - L) = {77
Yy 1+ X)x=0
Si X # 44, A2+ 1 # 0 et comme ci-dessus A n’est pas valeur propre de M.
Par contre si A = 47 alors A> +1 =0 et :

(5) eKer (M — M) <= y=—-X\z

Ker (M — \3) =C <_1)\ # {0} et X est valeur propre de M.

Finalement Spe(M) = {—i;i}.

Revenons au cas général

Soit A une valeur propre complexe non réelle de M.
MX =)\X <= MX = )X < MX = XX (M réelle)
On a A valeur propre de M et Ex(M) = Ex(M).

Remarque
En général si u est un endomorphisme d’un R ev le probléme ne se pose pas : Az avec A € C\ R
et x € F n’a tout simplement pas de sens.

15
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3.3.4 Exemple : X 2008

0 a a?
Soit A=|1/a 0 a
1/a®> 1/a 0

Etudier cette matrice.

Correction
Par hypothese a # 0, ce qui a son importance pour les simplifications.
Soit A € C.

—A\z +ay +a’z =0

AX =)0X <<= (l/az—Ay+az=0

1/a?x+1/ay — Az =0

—A\r +ay +a’z =0

— Sz—a\y+a®2=0

r4+ay—a’rz=0

a(l =Xy +a?>(1+N)z=0 Ly <— L+ AL
— ({z—a\y+a’z2=0

a(l+ Ny —a?(1+N)z=0 L3<+— L3— Lo

e Premier cas : A = —1

AX =)MX <=z +ay+a’z2=0

—1 est valeur propre de A et dim (E_1(A)) = 2.
e Deuxiéme cas : A # —1

z—a\y+a’z=0
AX =XX <= ((1-Ny+az=0
y—az=20
r—aly+a’z=0
= y—az=0

(A=2)z=0
Si A #2 (et -1) alors :
AX=XX = X =0
Sia=2:
_ 2
AX = \X < {x -0
y=az
a2
2 est valeur propre de A et E2(A)=C | a
1
A est diagonalisable (sur R si a € R, sur C sia € C)
—a —a?® a? -1 0 O
A=PDPlavecP=|1 0 al|etD=|0 -1 0
0 1 1 0 0 2

16
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3.3.5 Utilisation d’un polyndéme annulateur

Soient n € N* et M € M,,(K).
e Si X est une valeur propre de M et X un élément du sous-espace propre associé on a :
Vpe N MPX = \PX
e Soit P € K[X].
Pour toute valeur propre A\ de M, P(\) est une valeur propre de P(M).
e Soit P € K[X] tq P(M) = 0.
Le spectre de M est contenu dans I’ensemble des racines de P.

4 Les matrices comme représentation

4.1 Matrice colonne d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit x € E. .
Mzy,...,zp) €EK" tqx = inei.
i=1
T
X =11 | € M,1(K) s’appelle matrice colonne des coordonnées de x dans la base B.
Tn

4.2 Matrice d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit (x1,...,xp) une famille de vecteurs de E.
La matrice dans la base B de cette famille de vecteurs est la matrice a n lignes et p colonnes
obtenues en rangeant en colonne les coordonnées des vecteurs de la famille dans la base B.
On a donc, si on note M cette matrice :

n
V] € [[1;]9]] Tj = Zmid%
=1

Si on note X; la matrice colonne des coordonnées du vecteur x; dans la base B, la matrice M

se décompose en blocs ( X1 ‘ ‘ Xp )

4.3 Matrice d’une application linéaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit F' un K-espace vectoriel de dimension n € N* et C = (f1,..., f,) une base de F.
Soit uw une application linéaire de E dans F.
On appelle matrice de u dans les bases B et C, la matrice A = Matgc(u) € M, ,(K) telle que
a; j est la iéme coordonnée dans la base C de u(e;) :

Vi€ [1;p] ulej) = aijf;
i=1

La jieme colonne de A est donc la colonne des coordonnées de u(e;) dans C.
Le rang de 'application linéaire u est égal au rang de la matrice A.

Soit M € M,, ,(K).
La matrice dans les bases canoniques de K? (au départ) et de K™ a l'arrivée de I'application
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linéaire canoniquement associée a M est la matrice M elle-méme.

L(E,F) — M, p(K)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
u — Matgc(u)

L’application {

4.4 Equation d’un hyperplan

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit H un hyperplan de E.
Il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H soit le noyau de w.
On prend évidemment (1) comme base de K.

La matrice de ¢ dans B au départ et (1) a l'arrivée est une matrice ligne : L = (al e an).
I
Si z est un vecteur de £/ dont la matrice colonne des coordonnées dans la base Best | : | alors
T
n
p(r)=LX = Zaixi (en identifiant M (K) et K).

i=1
On en déduitn :

:UGH<:>Za¢:U¢:O
i=1

n

On dit que Zaixi = 0 est ’équation de H dans la base B. Elle est unique a un facteur
i=1

multiplicatif pres.

4.5 Matrice d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit u un endomorphisme de E.
On appelle matrice de u dans la base B la matrice de u dans les bases B au départ et B a
Iarrivée.

On a donc A = Matg(u) € M, (K) et :
Vi e [L;n] u(e;) = Zai,jei
i=1

Pour tout P dans K[X] on a :
Mat 5 (P(u)) = P(Mat gu)

Soit M € M,,(K).
La matrice dans la base canonique de K" de ’endomorphisme canoniquement associé a M est
la matrice M elle-méme.

4.6 Exemple
Soit n € N* et A € M,,(K).
” {Mn(K) — Mn(K)

est un endomorphisme de M,,(K).
M — AM

18
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Ecrire une fonction Python qui prend en entrée la matrice A et qui renvoie la matrice de w4
dans la base canonique de M,,(K).

@4 est un endomorphisme de M, (K), qui est un K-ev de dimension n? donc la matrice de
¢4 dans une base de M,,(K) est une matrice carrée a n? lignes et n? colonnes.

Une premiere difficulté apparait : pour écrire la matrice de @4 les vecteurs de la base doivent
étre repérés par un indice compris entre 1 et n? et non par un couple d’indices compris entre 1
et n.

La base canonique s’écrit donc (F)1<p<p2 ou Fy = Ej; avec k = n(i — 1) 4 j ot on a mis les
E j, puis les Fs ;... d’autres classements sont possibles.

Remarque

En python i et j varient entre 0 et n — 1 et k entre 0 et n?> — 1 donc k = ni+j : i est le quotient
de la division euclidienne de k par n et j le reste.

Si M est une matrice de M,,(K), on a :

M = Z m; jE; j : le coefficient de E; ; dans cette écriture de M est le coefficient m; ; d’indice
1<ij<n

(i,7) de la matrice M.

Si on note B la matrice de ¢4 dans (Fk)1§k§n27 on a by qui est le coefficient de Fj dans la

décomposition de ¢4 (F}) comme combinaison linéaire de la famille (Fy)q<s<p2.

Or Fy, = E;, j, et I} = Ej, j, donc by, est le coefficient situé a l'intersection de la i}éme ligne et

de la ji*me colonne de wa(F)) = ¢a(Ei j,)-

Cela se code en Python de la maniére suivante :

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def matrice_phiA(A):
n=np.shape(A)[0]
N=nx**2
Mat_ phiA=np. zeros ((N,N))
for k in range(N):
iK,jK=k//n,k%n
F_k=np.zeros((n,n))
F k[iK,jK]=1
phiA_F_k=np.dot (A,F_k)
for 1 in range(N):
il ,jl=1//n,1%n
Mat_phiA [l ,k]=phiA_F k[il,jl]
return (Mat_phiA)

4.7 Coordonnées de I'image d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p € N* et B = (ey,...,ep) une base de E.
Soit F' un K-espace vectoriel de dimension n € N* et C = (f1,..., f,) une base de F.
Soit u une application linéaire de F dans F'.

Soit A la matrice de u dans les bases B et C.
Soit x un vecteur de F et X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B.
AX est la matrice colonne des coordonnées de u(z) dans la base C.
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4.8 Lien entre éléments propres d’'un endomorphisme et éléments propres de
ses matrices

Soient E un K ev de dimension n € N* et B une base de E.
Soient u € L(E) et M = Mat pu.
On a Sp (M) = Sp (u) et pour tout A € Sp (u) = Sp (M) E\(M) est ensemble des colonnes
des coordonnées dans B des éléments de E)(u).
En effet, comme mentionné dans le paragraphe précédent, si x € F et si X est la colonne de ses
coordonnées dans B alors M X est la colonne des coordonnées de u(z) dans B donc :
u(x) = r <= MX =)\X

4.9 Matrice de la composée de deux applications linéaires

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p € N* et B = (eq,...,ep) une base de E.
Soit F' un K-espace vectoriel de dimension n € N* et C = (f1,..., f,) une base de F.
Soit G un K-espace vectoriel de dimension ¢ € N* et D = (gy,...,gq) une base de G.
Soit v une application linéaire de E dans F'.

Soit A la matrice de u dans les bases B et C.
Soit v une application linéaire de F' dans G.
Soit B la matrice de v dans les bases C et D.
BA est alors la matrice de vowu € L(E,G) dans les bases B et D.

4.10 Caractérisation des isomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit F' un K-espace vectoriel de dimension n € N* et C = (f1,..., f,) une base de F.
On suppose donc, a priori, que E et F' ont la méme dimension. C’est bien siir le cas si F' = E.
Soit u une application linéaire de E dans F'.
Soit A la matrice de u dans les bases B et C.
u est un isomorphisme de E sur F' <= Matgc(u) est inversible
On a alors :
Matge(u™) = (Matge(u)) ™"

4.11 Matrices semblables

Il s’agit d’un rappel de premiére année.

4.11.1 Matrices de passage

Soit E un K ev de dimension n € N*.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit C = (f1,..., fn) une base de E.
On appelle matrice de passage de la base B a la base C la matrice a n lignes et n colonnes dont
la jieme colonne est formée des coordonnées de f; dans la base B :

Vi€ [Lin] fj = pijei
—1

1=
C’est aussi la matrice de idg avec comme bases C au départ et B a arrivée.
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4.11.2 Formule de changement de base pour un endomorphisme

Soit F un K ev de dimension n € N*,
Soient By et By deux bases de E et P; o la matrice de passage de By a Bs.
Soient u € L(E), A1 = Matp, (u) et A2 = Matp,(u).
On a :

Al = Pi12As P = P1,2A2P1_721

Remarque
Si z est un vecteur de E, X7 la matrice colonne de ses coordonnées dans la base By et X5 la
matrice colonne de ses coordonnées dans la base B alors X; = Pj 2Xs.

4.11.3 Définition
Soient A et B € M,,(K).
On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe P € GL,(K) tel que B = PAP~ L.

4.11.4 Condition nécessaire et suffisante

Soient A et B € M,,(K) et E un K ev de dimension n.
A et B semblables <= il existe B et C deux bases de E et u € L(E) tels que A = Matp(u) et
B = Matc(u)

4.11.5 Centrale 2004

3 -3 6 000
Les matrices A= 1 —-1 2 |etB=1]1 0 0] sont-elles semblables?
-1 1 =2 000
A est la matrice dans la base canonique de R3, notée (e1, ez, e3) d'un endomorphisme w.
R — R? o 5
u en identifiant R” et M3 ;(R).
X — AX '

La question posée revient & se demander s'il existe une base (1, €2, €3) de R3 telle que u(ey) = €2
et u(ez) = u(esz) = 0.
On essaie de la construire.
On cherche le noyau de wu.
x
y | =zer + yes + zez € Ker (u) <= =z —y + 2z = 0.
z
Ker (u) est de dimension 2 ce qui est compatible.
Si on veut u(e;) = €2 et u(ez) = 0, il faut e € Ker (u) N Im (u).
3
Cy(A) = —C1(A) et C5(A) =2C1(A) donc Im (u) =R ( 1 | =R(3e; + e2 — e3).
—1
3—1—2=0 donc Im (u) C Ker (u).
3
On POSE ¢, = 1 =3e; +e3 —e3
-1
On compléte (€2) en une base de Ker (u).
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1
On POSE €3 = 1] = e1 + e
0
1
On POSE ¢; = | 0 | = ¢e; de sorte que u(€1) = €2
0
1 3 1
Soit P=|0 1 1
0 -1 0

det (P) =1 donc P € GL3(R).
A= PBP~!, A et B sont semblables.

4.11.6 X 99, CCP, MINES 2000

Soient A et B des matrices carrées réelles, qui sont semblables dans M,,(C). Montrer qu’elles
sont semblables dans M, (R).

Démonstration

JP € GL,(C) tq A= PBP~!

On a donc AP = PB.

P =P, +iP, avec P;, P, € M,(R).

On a alors AP, = P B et AP, = P, B mais a priori P; et P, ne sont pas inversibles.
On a tout de méme :

VAER A(P + APy) = (P, + A\P)B

C—-C ..
f est polyndmiale.
A s det (P + AP)

Si f était nulle sur R qui est infini, elle serait nulle sur C. Or f(i) # 0 donc il existe A\g € R tel
que P; + Ao P> est inversible.
Ona A= (P + XNP)B(P + )\oPQ)_l.

4.11.7 Trace de deux matrices semblables
Deux matrices semblables ont la méme trace, ce qu’on peut aussi écrire :

YA € My (K)YP € GL,(K) tr(PAP~1) = tr(A)

Démonstration

C’est un classique des concours mais attention a le faire correctement.
Ne pas écrire : tr(PAP™1) = tr(PP~1A).

En général : tr(ABC) # tr(ACB).

Soient A € M, (K) et P € GL,(K).
te(PAP™Y) = t(((PAP) =t (P71 (PA))

= tr((P7'P)A) = (I, A)
= tr(A)

Remarque
La réciproque est fausse.
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Exemple

2 0 R . R
Iy et (0 0) ont la méme trace mais ne sont pas semblables : elles n’ont pas le méme rang.

4.11.8 Trace d’un endomorphisme

Soient E un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
Si By et By sont deux bases de E alors Matg, (u) et Matg,(u) sont semblables donc elles ont la
méme trace.
On en déduit que tr(Matg(u)) est indépendante du choix de B.
On appelle alors trace de u et on note tr(u) le scalaire tr(Matp(u)) ou B est une base quelconque
de E.
e Propriétés
Soit £ un K ev de dimension n € N*.
Y(u,v) € L(E)? tr(u + v) = tr(u) + tr(v)
Vu € L(E) VA € K tr(Au) = Atr(u)
Y(u,v) € L(E)? tr(uov) = tr(vou)
(Les deux premiéres propriétés signifient que tr est une forme linéaire de £(K))
e Exemple : trace d’un projecteur
Soit E un K ev de dimension n € N*.
Soit p un projecteur de FE.

On a tr(p) = rg(p).

Démonstration
Sip=0oup=Idg c’est évident.
Sinon, dans une base adaptée a la décomposition E = Im (p) ® Ker (p) la matrice de p

est ou r est le rang de p.

.0
0 0
Donc tr(p) = tr(f,) = r.

4.11.9 Matrices semblables et opérations élémentaires
On ne montre pas pas que deux matrices sont semblables avec les opérations élémentaires
2 0 0 -2

A en faisant 'opération élémentaire : Lo < Lo — 2L1.
A et B ne sont pas semblables : elles n’ont pas la méme trace.

11 1 1
sur les lignes et les colonnes. Soit A = ( ) et B = ( > la matrice obtenue a partir de

Mines 2021
0

0 1 01
00 2 0 0 0 1 0
Soient N = et J =
0 .on—1 0 L1
0
1. Existe-t-il P € GL,(R) tel que N = PJP~1?

2. On pose A= N +al, avec a € R.
Calculez AF.
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A est-elle diagonalisable ?
Correction

1. On passe de J a N en faisant L; < ¢L; mais ce n’est pas concluant.
On passe de J a N en faisant C;j <— (j — 1)C; mais ce n’est pas concluant.
Soit B = (eq,...,ey) la base canonique se R™, uy I'endomorphisme canoniquement asso-
cié & N et uy ’endomorphisme canoniquement associé a .J.
La matrice dans (e, ...,e,) de uy est J.
On cherche une base (e1,...,€,) de R™ dans laquelle la matrice de uy est N.
Pour multiplier la troisieme colonne par 2, on se dit qu’il suffit de multiplier le troisieme
vecteur de base par 2 et ainsi de suite.

01 0 ...
00 2 0
3
0 1 0
La matrice de uy dans la base (e1, e2,2e3...,(n—1)e,) est _
n—1
0
n—2
0
. ‘ . . =1
car pour j >4 uy((j — )ej) = (7 — Duy(e;) = U-—]Jej—1::%ij§(J—-2ﬁ%—1

Il y a plusieurs facons de traiter I’exercice.
On peut comme dans le cours chercher une base de R" dans laquelle la matrice de u; est

N.
Dans la continuité du calcul précédent, on la cherche sous la forme (ajeq,...,anen).

0 az/a; O .

0 0 1 0
La matrice de u; dans la base (ajeq, ..., aney,) est

0 B an/anfl
0

On en déduit que la matrice de u; dans la base (e1,e2,2e3,...,(n—1)le,) est N : J et

N sont semblables.
Les formules de changement de base donnent :
J = Diag(1,1,2,...,(n — 1)!)NDiag(1,1,2,...,(n — 1))~1, ce qui entraine N = PJP~!

1 1
avec P = Diag(1,1,2,...,(n—1)!)~! = Diag (1, 1, CIRRRE (n—l)')
Plus matriciellement si D = Diag(ay,...,ay) avec les a; tous non nuls alors :
DMD*:(wmm>
i 1<i j<n
On en déduit que si pour tout ¢ compris entre 1 et n — 1, A ialors DJD™' = N. 1l
Qai+1
1

suffit de prendre a; = —.
P A

On peut traiter 'exercice différemment en utilisant les résultats classiques sur les nil-

potents qui sont a la limite du programme.

Si T est une matrice strictement triangulaire supérieure a n lignes et n colonnes alors

T = 0.
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En effet, on montre tres facilement que xyr = X" et on applique ensuite le théoreme de
Cayley-Hamilton.

Si M € M,(R) vérifie M™ =0 et M™ ! # 0 alors M est semblable & J.

M"1 20 donc il existe € R™ tel que M" x # 0.

La famille (M™ 'z,...,2) est une base de R".

Au vu de son cardinal, il suffit de montrer qu’elle est libre.

Supposons qu’elle soit liée.

n—1

AA0s- -, An—1) €KPN\{(0,...,0} tq D N M Fe =0
k=0

Soit r = max ({k € [0;n — 1] tq A\x # 0}).

Qp a donc :
S oMM R =0

k=0

On multiplie par M" :
T

Z )\anflfk+Tw — O

k=0

Mais si k < r alorsn —1—k +r > n donc il reste :

A Mtz =0 avec A\, £ 0 et M 1oz #£0.

C’est absurde donc la famille (M™ 'xz,...,z) est libre.

La matrice dans cette base de I’endomorphisme canoniquement associé a M est J donc
M et J sont semblables.

Dans le cas de N, la rédaction peut étre simplifiée : on prend directement x = e,,.

La famille (N"e,,...,en) = ((n —1)ler, (n — 1)lea, ..., (n — 1)e,_1, e,) se déduit de la
base canonique par opérations élémentaires donc c’est une base de R"”.

La matrice dans cette base de I’endomorphisme canoniquement associé a N est J donc
N et J sont semblables.

On peut expliciter une matrice P telle que N = PJP~! :

—1)!
P = Diag ((n -l (n—1) (n—1) yoo,m—1, 1) = (n — 1)!Q si on note @ la matrice

2
obtenue dans la premiere méthode.

D’une maniére générale, Si B = QCQ~', Q n'est pas unique car on a aussi B =

AQC(AQ)™ .
1 1
2. A= N+al,=DJD ' +aDI,D' = D(J +al,)D~! avec D = Diag <1, 1, 3 >

On a donc :
Vk € N A* = D(J + al,)*D~!
al, et J commutent donc avec le bindme de Newton :
"k
Vk € N (J +al,)* = lz_g <l>ak Lt
Lorsqu’on calcule les puissances de J, la diagonale de 1 se décale vers le haut et J” = 0.
Vk>nJk=0
Si k < n, tous les coefficients de J sont nuls sauf ceux pour lesquels j — 7 = k qui valent

k
l)zOsil>kdesorteque:

On prend la convention <

-1
Vk € N (J +al,)* = Z (?)ak_ljl
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Le coefficient d’indice (i, ) de (J + al,,)* est :
e 0sii>j (ie en dessous de la diagonale)

. (k ,>a’f—<ﬂ'—i> sii<j
J—1

Le coefficient d’indice (i, j) de (N + al,,)¥ est :
e 0sii>j (ie en dessous de la diagonale)
kU= D!

Jj—1i (1 —1)!

Enfin, A est triangulaire supérieure donc on lit ses valeurs propres sur sa diagonale.

a est donc valeur propre de multiplicité n de A.

Mais A # al, donc A n’est pas diagonalisable.

. sii<j

5 Déterminants

Le programme définit le déterminant a partir du déterminant d’une famille de vecteurs dans
une base :

5.1 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Soient £ un K ev de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
Il existe une unique application detg : E™ — K
e linéaire par rapport a chaque variable :

Vi € [[1;72]] V(:I,’l, N F T N/ 7 T ,$n) e En! {E K
x> detg(x1, ..., Ti—1,Z, Tit1,...,Tp)
est linéaire.
e alternée :
Pour tout (z1,...,z,) € E™ tel qu'il existe deux indices distincts i et j tels que z; = x;,
detg(x1,...,z,) est nul.
o detp(er,...,en) =1

Ona:
(z1,...,zy) base de E < detp(z1,...,2,) #0

5.2 Déterminant d’une matrice carrée
5.2.1 Définition

Le déterminant d’une matrice carrée a n lignes et n colonnes est le déterminant de la famille
de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de K".
det, vue comme une application de M, (K) dans K est I'unique application f : M,(K) - K
vérifiant les trois propriétés suivantes :

i f est linéaire par rapport a chacune des colonnes

ii f est antisymétrique par rapport aux colonnes
iii f(I,) =1

5.2.2 Cas des matrices a deux lignes et deux colonnes

a b
d

‘—ad—bc
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5.2.3 Cas des matrices a trois lignes et trois colonnes

La regle de Sarrus a été vue en Sup.

5.2.4 Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

5.2.5 Opérations élémentaires

e L[’échange de deux lignes change le déterminant en son opposé.

L’échange de deux colonnes change le déterminant en son opposé.

La multiplication d’une ligne par A\ multiplie le déterminant par .

La multiplication d’une colonne par A multiplie le déterminant par A.

L’ajout a une ligne d’une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant.
e [’ajout a une colonne d’'une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant.

L’algorithme de Gauss permet donc de calculer le déterminant d’une matrice carrée en se rame-

nant au calcul d’'une matrice triangulaire.

Cf une implémentation en Python au début de ce chapitre.

Remarque
Si n > 2, Papplication det : M,,(K) — K n’est pas linéaire et plus précisément :
VA € M, (K) VA € K det (AA) = N det (A)

5.2.6 Déterminant d’un produit

V(A, B) € M,(K)? det (AB) = det (A) det (B)

5.2.7 Déterminant de la transposée

VA € M, (K) det (AT) = det (A)

5.2.8 Caractérisation des matrices inversibles

Soit A € M, (K).
A inversible <= det (4) # 0
1

Dans ce cas, det (A1) = det (4)

Remarque
Si une matrice n’est clairement pas inversible, par exemple si elle a une rangée nulle, deux lignes
colinéaires ou deux colonnes colinéaires alors son déterminant est nul.

5.3 Développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une colonne

5.3.1 Mineurs

Soient n > 2 et A = (a;,;) € My (K).
On appelle mineur de a; ; ou mineur d’indice (7, j) le déterminant d’ordre n—1 obtenu en rayant
dans A la i®™° ligne et la j™° colonne. On le note A; j(A).
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5.3.2 Développement par rapport 4 une colonne

Théoréme
Soient n > 2 et A = (a;j) € My (K).

Pour tout j € {1;...;n} det A = Z(—l)kﬂak,jAw(A).
k=1

Cette formule s’appelle développement de det A par rapport & la j™ colonne. Elle raméne le

calcul d’un déterminant d’ordre n a celui de ! déterminants d’ordre n — 1 ou [ est le nombre

de ayj,k € {1;...;n} non nuls. Elle est donc particulierement intéressante si la jé™e colonne
contient beaucoup de 0.
Il existe un moyen pratique de déterminer (—1)*+7.
+ -+ - + - +
On considere le damier : |+ — + —
-+ -+
A lintersection de la k*™¢ ligne et de la ™€ colonne on a + si (—1)*7 = 1 et - si (—1)*7 = —1.
5.3.3 Développement par rapport a une ligne
Théoréme
Soient n > 2 et A = (a;;) € My (K).
n
Pour tout i € {1;...;n} det A= Z(—l)”kai,kAi,k(A).
k=1
5.4 Déterminant de Vandermonde
Soient n > 2 et aq,...,a, n éléments de K.
1 a o ... a}?
1 ay a3 ... oyt
On note V,(a,...,ay) le déterminant
1 a, a2 an!
On va démontrer par récurrence que :
V(a,...,an) € K" Vy(ay,...,a,) = H (a; — a;)
1<i<j<n
1. La propriété est vraie pour n =2 :
1
Y(ai,az) € K2 Va(ay,az) = 1 Zl =ag — ai.
C’est bon.
2. On suppose que la propriété est vraie au rang n — 1 (n > 3).
Soit (ay,...,a,) € K",
Si 2 des a; sont égaux le déterminant V,(aq,...,a,) a 2 lignes égales donc il est nul.
Mais H (a; — a;) = 0 car un des facteurs est nul.
1<i<j<n
D’ou Vn(al,...,an) = H (aj —ai).
1<i<j<n
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On suppose les a; 2 a 2 distincts.

Soit f {K - K
x = Voplal,...,ap—1,2)

1 ai ... al!
Ve e K f(x) L !

1 T z2 ... gt
On développe par rapport a la derniere ligne.
On a :
Ve e K f(z) =X+ Mz + -+ A1z
avec \p—1 = Vp—1(a1,...,ap—1) = H (a; —a;) # 0.

1<i<j<n—1

Ona f(a1) =+ = f(an-1) = 0.

f a donc au moins n — 1 racines distinctes mais f est de degré n — 1 donc :
Ve e K f(z) = A—1(z—a1) ... (¢ — an—1)

D’ou :
n—1
Vn(alw‘-van):f(an): [ H (aj_ai)] H(an_ai): H (aj_az‘)-
1<i<j<n—1 i=1 1<i<j<n
Remarque

On peut alors retrouver le théoreme d’interpolation de Lagrange.

Rappelons le théoreme d’interpolation de Lagrange :

Soit n € N.

Soient ag,...,a, n+ 1 éléments deux a deux distincts de K.

Soient by, ...,b, n+ 1 éléments de K.

Il existe un, et un seul, polynéme P appartenant a K,,[X] tel que pour tout i compris entre 0 et
n, P(a;) = b;.

n
En effet, si P = Z ¢; X" est un polynéme de K, [X] :
i=0

co + crag + - -+ + cpag = bo
(Vi € [0;n] P(a;) =b;) <~

co+cian + -+ cpal = by

et ce systeme a une et une seule solution car son déterminant est un déterminant de Vandermonde
(construit avec des nombres a; deux & deux distincts).

5.5 Déterminant d’'un endomorphisme

Il y a plusieurs fagons de définir le déterminant d’un endomorphisme d’un espace de dimen-

sion finie.
On retiendra :
Soient £ un K ev de dimension n € N* et u € L(FE).
On appelle déterminant de u et on note det (u) le scalaire det (Mat g(u)) ou B est une base
quelconque de E (det (Mat s(u)) étant indépendant du choix de B).

e Pour toute base B = (e1,...,e,) de E on a detu = detg(u(ey),...,ule,)).

e V(u,v) € L(E)? det (uowv) = det (u)det (v)

29



Algebre linéaire, chapitre 3 2025 - 2026

e Vu e L(E)VAeK det (Au) = \"det (u)
e Soit u un endomorphisme de E.
u automorphisme de E <= det (u) # 0

1
On a alors det (u™1) = dot ()

6 Matrices par blocs, sous-espaces stables et déterminant

6.1 Base adaptée a un sous-espace vectoriel

Définition
Soient £ un K ev de dimension finie n > 2 et F' un sev de F tel que 1 < dim F =p < dim E.
On appelle base de E adaptée a F toute base de E de la forme (ey,...,e,) ou (e1,...,ep) est
une base de F.
Remarque
D’apres le théoreme de la base incompléte il existe des bases adaptées a F'.
On peut aussi dire que si G est un supplémentaire de F' (et il en existe car E est de dimension
finie) toute base de E adaptée a la décomposition E = F @ G est adaptée a F.

6.2 Sous-espaces stables et bases adaptées

Proposition
Soient F un K ev de dimension n > 2 et u € L(E).
Soit ' un sev de F de dimension p avec 1 < p < n.
Soit B = (e1,...,e,) une base de E adaptée a F (ie (e1,...,ep) est une base de F).

F est stable par u < Mat gu est de la forme (A avec A € Mp(K),B € M, ,—p(K) et

B
0 C
C € My_p(K)

ie Mat gu est triangulaire par blocs.

Remarque
A est la matrice, dans la base (e1,...,ep) de F, de 'endomorphisme de F' induit par u.

Démonstration
F = Vect(ey,...,ep) et u(F) = Vect(u(er),...,u(ep)).
Soit M = Matg(u).

F stable par u <= Vj € [1;p] u(ej) € F
— Vje[l;p]Viep+1;n]m;; =0

<= Matg(u) est de la forme (61 g)

Remarque

Quelle est la signification géométrique des blocs dans le cas général 7
Soient n > 2 et k€ {1;...;n—1}

Soit £ un K-ev de dimension n.

Soit B = (e, ...,e,) une base de E.
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Soit u € L(E).
k —k
On suppose Matp(u) = A C k
B D n-—k
Quelle est la signification géométrique des blocs ?
Soient F' = Vect(eq,...,e;) et G = Vect(egi1,-..,en).
Soient p la projection sur F' parallelement a G et ¢ la projection sur G parallélement a F'.
Soient Bp = (e1,...,ex) (c’est une base de F) et Bg = (éx+1,--.,6en) (c'est une base de G).

A= Matg,(u1,1) ot u {5:]§u(x)) (wp(€ L(F)) #pou(e L(E)))
G—G

z = gq(u(x))

F—=d

z = q(u(z))

G—F

z = p(u(z))

n

D = Matp, (ug2) olt ug 2 {
B = MCLL‘BFJ;G (UQJ) ol Uu2,1 {

C = Matp, By (u172) ol U2 {

6.3 Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs

Théoréme
Soient n >2et pe {1;...;n—1}.
Soit M = (61 g avec A € M,(K),B € Mpn—p(K) et C € M,,_,(K).
Alors :
det M = det A.det C
Démonstration

O e)-60

IpB| A 0

Donc det (M) = o ol %o L,
I, , . R .\
On calcule 0 développant p fois par rapport a la premiere colonne.
On trouve : Iop g’ = det (C).
0 , . R N
On calcule 0 I en développant n — p fois par rapport a la derniere colonne.
n—p
On trouve A0 det (A).
0 I

D’ou le résultat.

Remarque
On peut noter I'analogie avec le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure. On peut
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d’ailleurs, par un raisonnement similaire ou en utilisant la transposition, prouver :

A 0

Y(A,B,C) € My(K) x My_pp(K) x My_p(K) ‘ i

‘ =det A.det C

6.4 Décomposition de £ en somme directe de sev stables

Proposition
Soient £ un K ev de dimension n > 2 et p un entier > 2.

P
Soient Ey, ..., Ey, p sev de E non réduits a {0} tels que E = @ E;.

i=1
Soit B une base de E adaptée a cette décomposition (ie (ei,...,eq,) est une base de Ej,
(€dy+1s- - - €dy+dy) €St une base de Ej ... d; étant la dimension de E; ).

Soit u € L(E).

0

Les p sev E; sont tous stables par u < Mat gu est de la forme avec pour

:
tout i € {1;...;p} A; € My, (K)
A; est la matrice, dans (€g,+..+d; ;+1;-- - €dy+-+d;) base de Ej;, de 'endomorphisme de E; in-
duit par u.
La démonstration est similaire a celle de 6.2.

6.5 Déterminant d’une matrice diagonale par blocs

Proposition
Soient dy,...,d, p entiers naturels non nuls.
,
Soit M = avec pour tout i € {1;...;p} A; € My, (K) une matrice diagonale
:
par blocs.
Ona:

P
det M = [ det 4,

i=1

Pour le démontrer on utilise 6.3 et un raisonnement par récurrence.

6.6 Remarque : supplémentaire stable

Soient £ un K ev de dimension n > 2 et u € L(E).
Soit F' un sev de E de dimension p avec 1 < p < n.
On suppose que F' est stable par u.
D’apres ce qui précede si il existe G supplémentaire de F' qui est stable par u alors dans une

base de E adaptée a la décomposition F = F' @ G la matrice de u est de la forme (61 g) avec
A e Mp(K) et B € M;,_,(K).

Mais G peut ne pas exister.
Exemple
Soit F un plan vectoriel de base B = (e, e2).
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Soit u € L(F) tq Matg(u) = (8 (1))

On a Ker (u) = Im (u) = Ke;y.
Supposons que Ker (u) ait un supplémentaire stable.

Il existe alors e3 € E tq (e1, e3) soit une base de E et Mat(e, ,)(u) = (8 2)

a = tr (u) = 0 avec la premiére matrice.
Donc u = 0 : c’est absurde.

7 Polynéme caractéristique

7.1 Introduction

Soient n € N*, M € M, (K) et A € K.
A€ Sp (M) <= det (\l, — M) =0
En effet :

A\ € Sp (M) IX € M,1(K)\ {0} tq MX = \X
3X € M, 1(K)\ {0} tq (AL, — M) X =0
A, — M n’est pas inversible

det (A, — M) =0

1o

L’équation, d’inconnue A € K, det (A, — M) = 0 joue donc un rdle tres important et nous allons
I’étudier en détail.

7.2 Théoréme

Soient n € N* et M € M,,(K).

K=K
La fonction est une fonction polynomiale de degré n, son coefficient do-
A= det (AL, — M)

minant (ie le coefficient de A\") est 1, le coefficient de A"~! est —tr (M) et le terme constant est
(—1)"det M
ie: VA€ K det (A, — M) = A" —tr (M)A L ...+ (=1)"det M

Démonstration

Lemme

Soit M (X)) € M,,(K) une matrice dont les coefficients sont constants sauf au plus n — 1 d’entre
eux qui sont des fonctions polynémiales de degré un en .

K—K
Alors la fonction est polyndmiale de degré inférieur ou égal a n — 1 en A.
A — det (M (X))

Démonstration du lemme

On raisonne par récurrence sur n.

Casn=1

M(X) = (a) (n—1=0) donc det (M (X)) = a qui est bien polynémiale de degré inférieur ou égal
a0en A

On suppose la propriété vraie au rang n.

On se donne M (A) € M,,41(K) une matrice dont les coefficients sont constants sauf au plus n
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d’entre eux qui sont des fonctions polynomiales de degré un en A.

Si tous les coefficients de M () sont constants alors la fonction A — det (M ())) est constante et
c’est bon.

Si il existe un coefficient de M (\) qui est polynéomial de degré un en \ :

On développe par rapport & la j™¢ colonne :
n+

det (M(N) = > (=1 agj () Ar;(N)
k=1

Soit k€ {1;...;n+ 1}.

Aj i(A) est un déterminant a n lignes et n colonnes dont les coefficients sont constants sauf au
plus n—1 d’entre eux (on a barré au moins a, j(\)) qui sont des fonctions polynomiales de degré
un en A.

Donc la fonction XA — Ay ;(A) est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a n — 1.
De plus la fonction A — ay ;(A) est une fonction polynémiale de degré au plus 1.

Donc la fonction A — det (M (X)) est une fonction polyndémiale de degré inférieur ou égal a n.

Démonstration du théoréme

On raisonne par récurrence sur n.

Pour tout n € N*, soit P(n) :

Pour toute matrice M € M,,(K), la fonction A — det (\l,, — M) est polynémiale de degré n, le
coefficient dominant vaut 1 et le coefficient de A"~! vaut —tr (M).
Casn=1

M=(a) tr(M)=ua

VAeK det(\1 —M)=det(A—a))=A—a=\—tr(M)

P(1) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

Soit M = (aiyj)1§i7j§n+1 S Mn+1(K).

On pose N = (aiyj)lgm'gn € Mn(K)

On développe par rapport a la derniere colonne :
n

YA €K det (A1 — M) = (A — ani1n41) det (AL, — N) + > (=1)Fa; 50187011 (N)
=1
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Ajnt1(A), le mineur de —a; p41, est un déterminant a n lignes et n colonnes dont les coefficients
sont constants sauf n — 1 d’entre eux qui sont des fonctions polynémiales de degré un en A (on
a barré A — apq1,n41 €6 A —a;;).
Donc la fonction A — A;;,11(A) est une fonction polynémiale en A de degré inférieur ou égal a
n— 1.
D'ou :

Ve K det (M1 — M) = (A—aptint+1)det (A, —N)+deg <n—1
(A —apt1nt1)(A" —tr (N))\n_l +deg<n—2)+deg<n-—1
AL A (41 (N) + apg1 g1 = tr (M) +deg < n — 1

Donc P(n + 1) est vraie.
Enfin le coefficient constant de la fonction polynomiale A — det (A, — M) est sa valeur en 0
donc (—1)"det (M).

7.3 Définition du polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Soient n € N* et M € M,,(K).
D’apres ce qui précede il existe un et un seul polynéme P a coeflicients dans K tel que pour tout
A dans K P(\) = det (AI,, — M).
Ce polynéme s’appelle polynéme caractéristique de M et se note x .
On a donc :
VA € K xar(A) = det (A, — M)
deg (xar) = net xapr = X® —tr (M)X" 1 ... (=1)"det M

Exemple

SiM = <Z 2) alors xp = X? — (a +d)X + ad — be

7.4 Polynéme caractéristique de deux matrices semblables

Soient n € N* et M, N € M, (K).
Si M et N sont semblables elles ont le méme polynéme caractéristique.
En d’autres termes, le polynéme caractéristique est un invariant de similitude.
Remarques
e On a déja vu que deux matrices semblables ont le méme déterminant et la méme trace.
Vu les coeflicients du polyndéme caractéristique on a ici une condition nécessaire pour que
deux matrices soient semblables qui est plus forte mais qui n’est pas suffisante (Cf la
remarque qui suit).
e La réciproque est fausse

00 1 -1
Onprendn-Q,M-(O 0) etN-(1 _1>.

VA e R( ou(C)XM(/\):det()\Ig—M):‘g\ ?\:)\2

Donc : xar = X?

VAER xv(A) =det M —N) =2 1 b oo p= e
A=A =R =1 1 a4 T =

Donc xy = X2 et XM = XN
Mais VQ € GL2(R) ou GLy(C) QMQ'=0#N
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Démonstration de la proposition
On suppose que M et N sont semblables.
3Q € GL,(K) tq N = QMQ~!

VAEK QL — M)Q™' = AQLQ™' —QMQ™
= M, — N M, — M et \I,, — N sont semblables

Donc :

VAEK xy(\) = det (AL, — N) = det (AL, — M)
= xm(A)

D’ou : xpr = xn (K est infini)

7.5 Corollaire et définition du polynéme caractéristique d’un endomorphisme

Soient E' un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
Le polynoéme caractéristique de Mat g(u) est indépendant du choix de la base B.
On l'appelle le polynéme caractéristique de u et on le note .
On a donc :
VA € K xu(A) = det (M dg — u)
deg (xu) =net xy = X™ —tr (u) X" 1+ + (=1)"det u.

7.6 Intermeéde probabiliste

Un éléve doit calculer le polyndéme caractéristique d’une matrice M a trois lignes et trois
colonnes. Il lui faut donc commencer par écrire la matrice AI3 — M et donc recopier chaque coef-
ficient de M en le faisant précéder d’un signe —. Cet éleve oublie ce signe — avec une probabilité
p €]0;1].

Quelle est la probabilité qu’il fasse au moins un erreur en écrivant la matrice A\lg — M 7
Quelle est la loi du nombre d’erreurs ?
Quel est le nombre moyen d’erreurs ?

Probabilité qu’il n’y ait pas d’erreur : (1 — p)®
Probabilité qu'il y ait au moins une erreur : 1 — (1 — p)*
Loi du nombre X d’erreurs : B(9,p)

Vk € [0;9] P(X =Fk) = <Z> (1 — p)oFpk

E(X)=9p

36



Algebre linéaire, chapitre 3 2025 - 2026

7.7 Polynéme caractéristique d’une matrice compagne

+

0 1 0
0 1
Soit A= . € M,(K)
0 1
(&%) e Op—1
A =1 0
0 A =1
Pour calculer x4(A) =| ¢ , on fait Oy < C1 + ACy + N2Cs + - - -
A -1
—Qp A — Ap—1
NTLC,.
0o -1 0
0 A -1
VAeKxa(A) =] o
A -1
P()\) A — Oép_l
avec P(X) = XP — Ozp_lXp*1 — a1 X — g
On développe alors par rapport a la premiere colonne pour obtenir :
xa =P
On peut également développer par rapport a la derniére ligne :
A -1 0
0 A =1 -2
0 SO = M)A S (P () A O
o P ; Y10 B;
A —1 =1
—Q N A— Qp—1
A -1 0 ... -1 0
A =1 0 A =1 0
avec A; = ) e M;(K) et B; = € Mp_1-i(K)
0 0 A A =1
On en déduit :
p—2
YA e K xa(A\) = MW — ap,l)\p_l — Z(—l)p”Hai det (A;) det (B;) + (=1)PT (—ag)(—1)P!
i=1
= M ap_l)\pfl _ Z(_l)ererlai)\z(_l)pfzfl —ap
i=1

p
= X=X
=0

7.8 Polyndéme caractéristique et valeurs propres

7.8.1 Théoréme

e Soient F un K ev de dimension n € N*, v € L(FE), x, son polynéme caractéristique et

A e K.
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A valeur propre de u <= xu(A) =0
ie Sp (u) est 'ensemble des racines de xy,.
e Soient M € M, (K), xas son polyndme caractéristique et A € K.
A valeur propre de M <= xp(\) =0
ie Sp (M) est ’ensemble des racines de y .
Un polyndme a coefficients dans K de degré n a au plus n racines distinctes.
On retrouve :
e Soient E un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
Sp (u) est un ensemble fini et Card (Sp (u))< n.
e Soit M € M, (K).
Sp (M) est un ensemble fini et Card (Sp (M))< n.
Tout polyndéme a coefficients complexes de degré supérieur ou égal & 1 a au moins une racine
complexe. On en déduit :
e Soient E un C ev de dimension n € N* et u € L(E).
Sp (u)# 0 ie u a au moins une valeur propre (et donc au moins un vecteur propre).
(En dimension infinie c¢’est faux cf)
e Soit M € M, (C).
Sp (M) ) ie M a au moins une valeur propre.
Si M € M, (R), M a au moins une valeur propre dans C (qui peut étre réelle).
Tout polynoéme a coefficients réels de degré impair a au moins une racine réelle. On en déduit :
e Soient £ un R ev de dimension 2p + 1 et u € L(E).
Sp (u)# 0 ie u a au moins une valeur propre (forcément réelle).
e Soit M € M2p+1(R).
M a au moins une valeur propre réelle.
C’est faux en dimension paire.
Exemple

. 0 —1
Sth(l 0).

xu = X? 4+ 1 n’a pas de racine réelle donc M n’a pas de valeur propre réelle.
En dimension 2p, le polynéme caractéristique de la matrice diagonale par blocs Diag(M, ..., M)
est (X2 +1)P.

7.8.2 Ordre de multiplicité d’une valeur propre
Définition
e Soient £ un K ev de dimension n € N*, u € L(E) et A une valeur propre de u.
On appelle multiplicité de la valeur propre A sa multiplicité en tant que racine du poly-
noéme caractéristique de u.
e Soient M € M, (K) et A une valeur propre de M.
On appelle multiplicité de la valeur propre A sa multiplicité en tant que racine du poly-
noéme caractéristique de M.
Remarque
Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique donc les mémes valeurs propres
avec les mémes multiplicités.
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7.8.3 Somme et produit des valeurs propres

e Soient E un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
On suppose que X, est scindé (ce qui est le cas en particulier si K = C).

Soient A1, ..., A, les valeurs propres de u comptées avec leurs multiplicités.
On a

M+ Ay =tr(u)
AL X - X A, =detu

Soient A1, ..., A, les valeurs propres de M comptées avec leurs multiplicités.
On a

A+ A, =tr (M)
A X - X A, =det M

Soit M € M, (R).

Soient Aq,..., A, les valeurs propres complexes de M comptées avec leurs multiplicités
(dans le cas ou x s est scindé sur R, les \; sont réelles).
On a

AL+ e+ Ay = tr (M)
AL X X A = det M

Démonstration

AL, ..., An sont les racines (comptées avec leurs multiplicités) du polynéme scindé y, = X" —

tr (u) X"+ -+ (=1)"det u.

Donc :

M+ A= _—trl(u) = tr (u)

(=1)"detu
1

AL A = (=) =detu

7.8.4 Dimension des sous-espaces propres

Théoréeme
Soit £ un K ev de dimension n € N*.
Soient u € L(F) et A une valeur propre de u de multiplicité «.
Alors on a :
1 <dimE)\(u) < «

Démonstration
A € Sp(u) <= Ker (u — A\Idg) # {0}
Donc dim E)(u) = dim Ker (u — Aldg) > 1

Soit p = dim F)(u).

Si p=n, Ker (u— Adg) = E donc u = Aldg.
Vi € K xu(p) = det (uldg — Mdg) = (p = \)"
Donc x, = (X = A)" et @« =n.

L’inégalité est vérifiée.

On suppose 1 < p < n.
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Soit (e1,...,ep) une base de E)(u).
(e1,...,ep) étant libre, on peut la compléter en B = (eq, ..., e,) base de E dite adaptée & Ey(u).
La matrice de u dans cette base est : (Aép g)

Pour tout p € K :

(1= A)1p -B
0 pdn—p —

Donc : xu(X) = (X = A)Pxc(X).

On en déduit a > p.

det (pidp — u) = C| = det (4 — NI x det (ul—p — C) = (1 = \Pxc ()

Remarques
e Lorsque A est une valeur propre simple de u (ie A est une racine simple de x,) on a
dim Ey(u) = 1.

e Si A est une valeur propre multiple il peut y avoir inégalité stricte.

Exemple
Soit E un Rev de dimension 3 et B = (eq, €2, e3) une base de E.
0 1
Soit u € L(FE) tq Matg(u) = |0 0
0 0
Xu = Xd
0 est valeur propre triple de wu.
x1e1 + x2eg + x3e3 € Ker (u) <= 23 =0
Eo(u) = Vect(eq, e2) de dimension 2.
On al<2=dim (Ey(u)) <3 =mul(0).
e On a bien siir les mémes résultats pour les matrices.
e Ce théoreme établit un lien entre une grandeur géométrique : la dimension du sous-espace
propre et une grandeur algébrique : la multiplicité de la valeur propre.

7.8.5 Théoréme de Cayley-Hamilton

e Soit A € M, (K).
Le polynéme caractéristique de A est un polynéme annulateur de A : x4(A) = 0.
e Soit £ un K-ev de dimension n € N* et u un endomorphisme de E. Le polynéme carac-
téristique de u est un polynéme annulateur de u : x,(u) = 0.
Démonstration
1l suffit de prouver :
VA € Mp(C) xa(4) =0
Cela sera fait en plusieurs étapes :
e On montrera, apres avoir étudié les matrices diagonalisables, que x4(A) = 0 pour toute
matrice diagonalisable.
e On montrera, apres avoir étudié les matrices trigonalisables, que ’ensemble des matrices
diagonalisables est dense dans M,,(C).
e On montrera que l'application A — x4(A) est continue sur M, (C). Etant nulle sur une
partie dense de M,,(C), elle sera nulle sur M,,(C).
Exemples
e Soit A € M,(C).
Montrer :
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A" =0 < Sp(A) = {0}

Si A" = 0 alors le polynome X" annule A donc le spectre de A est inclus dans ’en-
semble des racines de X™ & savoir {0}.

D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, x4 (qui est de degré n > 1) a au moins une
racine et le spectre de A est non vide donc Sp(A) = {0}.

Réciproquement, si on suppose que Sp(A4) = {0}, x4 est un polynéme unitaire de degré
n n’ayant que la racine 0.

D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, x4 a n racines comptées avec leurs multipli-
cités et 0 est valeur propre de multiplicité n de A.

On a donc x4 = X" et par le théoreme de Cayley-Hamilton, A™ = 0.

Remarque

Si A est a coefficients réels :

A" = 0 <= Spe(4) = {0}

e Soit A € M,,(K) nilpotente :
dJp e N* tq AP =0
Montrer : A™ = 0.

Le spectre complexe de A est inclus dans 'ensemble des racines de X? : Spc(A) C {0}.
XA est un polynéme unitaire de degré n. D’aprés d’Alembert-Gauss, il est entierement
factorisable en produit de polyndémes de degré 1, de la forme X — 0 = X d’apres ce qui
précede.

On en déduit x4 = X™.

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, A™ = 0.

8 Matrices diagonalisables

8.1 Définition

Une matrice carrée est dite diagonalisable si, et seulement si, elle est semblable & une matrice
diagonale.
En d’autres termes :
Soit M € M, (K).
M diagonalisable <= 3P € GL,(K) 3D € M,(K) diagonale tq M = PDP~!

8.2 Lien avec les endomorphismes

Soit E un K-ev de dimension n € N* et v un endomorphisme de E.
Soit B une base de E et M la matrice de u dans la base B.
On a:

u diagonalisable <= M diagonalisable.

Démonstration
— wu est diagonalisable donc il existe une base C de E dans laquelle la matrice de u est
une matrice diagonale, qu’on note D.
M et D représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes donc M et D
sont semblables.
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Plus précisément, si on note P la matrice de passage de B vers C, M = PDP~!
<= On suppose M diagonalisable.
Il existe donc P inversible et D diagonale telle que M = PDP~!,
P est inversible donc c’est la matrice de passage de la base B a une nouvelle base C.
D’apres les formules de changement de base, la matrice de u dans la base C est P~'Mat g(u) P =
P~'MP=D.
Il existe donc une base dans laquelle la matrice de u est diagonale. On en déduit que u
est diagonalisable.

8.3 Remarque

Soit M € M, (K).
M est la matrice dans la base canonique de K" de I’endomorphisme de K" qui lui est canoni-
y {K” — K"
quement associe : ups
X—>MX
Donc :
M diagonalisable <= u); diagonalisable.
Compte tenu du cours sur les endomorphismes diagonalisables et des définitions de 3.3, on en
déduit des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité de M :
e Il existe une base de K" formée de vecteurs propres de M
e K'= @ EN(M)
AESp(M)
Ces deux CNS ne sont pas mentionnées dans le programme au contraire des suivantes :

8.4 CNS de diagonalisabilité d’une matrice carrée

Soit M € M, (K).
M diagonalisable <= Z dim (E\(M)) =n
AESP(M)

8.5 CNS de diagonalisabilité d’une matrice carrée
Soit M € M, (K).

M diagonalisable <= M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples

= (X — \) annule M
AESp(M)

8.6 Démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton : premiére étape

Il s’agit de prouver que si M est diagonalisable alors xas(M) = 0.
Soit donc M € M,,(K) diagonalisable.
Le polynéme P = H (X — ) annule M.

AESp(M)
XM = H (X — X)) egt un multiple de P :
AESp(M)
xu=QPavec Q=[] (X-\™N"!eK[X]
AESP(M)

Donc xp (M) =Q(M)P(M) =0 car P(M) = 0.
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8.7 Utilisation du polyndme caractéristique
8.7.1 Cas des endomorphismes

Soient £ un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
Ona:

. . (1) xu est scindé sur K
u diagonalisable <= { ° ~ , . ,
(7i) Pour toute valeur propre A\ de u,dim E)(u) est égale a la multiplicité de A

Démonstration
- —
Soient Ai,..., A, les valeurs propres de u, les \; étant deux a deux distinctes.
OnaFE = Ey (u)®--- @ Ey, (u).
Soit B une base de E adaptée a cette décomposition.
La matrice de u dans cette base est la matrice diagonale par blocs :
Diag (Alfdim (Ex, () -+ -+ ApLdim (55, <u>))
On en déduit :

VA e Kxu(A) = det (Diag (()\ = M) dim (By, () - - - » (A = Ap) Ldim (EAP(U))))

p
= H(/\ _ )\i)dim(Exi(U))
=1
p .
Donc : x(X) = H(X _ )\i)dlm(E)\i(u)).
=1

On en déduit :
(7) xu est scindé sur K
(19) Vi € [1; p] mul(XN;) = dim (Ejy, (u))
o <—
Yu(X) = H (X — )\)mul()\)‘

A racine de X4
Le spectre de u est égal a ’ensemble des racines de y,, donc :

wX)= J[ (X —x2mo.

AESp(u)
Donc :
Z dim E) (u) = Z mul(A) = deg(x,) =n=dimFE
A€ESp(u) AESp(u)

On en déduit que u est diagonalisable.

8.7.2 Cas des matrices carrées

Soient n € N* et M € M,,(K).
On a:

) i X
M diagonalisable <= {(l) XM €st scinde sur

(7i) Pour toute valeur propre A de M, dim F)(M) est égale a la multiplicité de A

Le polynome caractéristique fournit également une condition suffisante de diagonalisabilité :

8.7.3 Cas des endomorphismes

Soient £ un K ev de dimension n € N* et u € L(E).
Si u possede n valeurs propres distinctes alors u est diagonalisable et les sous-espaces propres
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sont tous de dimension 1.

Remarque
L’hypothese "u possede n valeurs propres distinctes” est équivalente a : "y, est scindé a racines
simples”.

Démonstration
Plusieurs démonstrations sont possibles :
e 1 a n valeurs propres Ay, ..., \, et on peut choisir pour chacune d’elles un vecteur propre
ZT;.
D’apres le chapitre précédent, la famille (x1,...,x,) est libre. Comme c’est une famille

libre de n vecteurs de E qui est de dimension n, c¢’est une base de E. Elle est formée de
vecteurs propres de u donc u est diagonalisable.
La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a n, la dimension de FE.
Mais c’est une somme de n nombres supérieurs ou égaux a 1 donc ces nombres sont tous
égaux a 1.

e u a n sous-espaces propres. Ces sous-espaces de F sont en somme directe donc la somme
de leurs dimensions est inférieure ou égale a celle de I'espace ie n.
Mais cette somme est la somme de n entiers supérieurs ou égaux a 1 donc elle est supé-
rieure ou égale a n.
La somme des dimensions des sous-espaces propres de u vaut donc n : u est diagonali-
sable.
Comme on a une somme de n nombres supérieurs ou égaux a 1 qui vaut n, ces n nombres
sont tous égaux a 1.

® Y\, est scindé et :
VA € Sp(u) 1 < dim E)(u) < mul(A) =1
Donc :
VA € Sp(u) dim Ey(u) = 1 = mul(X)

e D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x, est un polynéme annulateur de u. Or ici on
le suppose scindé a racines simples donc u est diagonalisable.

8.7.4 Cas des matrices

Soient n € N* et M € M,,(K).
Si M a n valeurs propres distinctes, ou ce qui revient au méme si x s est scindé a racines simples
sur K, alors M est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

9 Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

9.1 Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable :
Al 0
il existe une matrice inversible P telle que P"1 AP = D =

On a alors :
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Pt 0
VkeNAF=pDFP-1 =P P!

Démonstration

On raisonne par récurrence sur k.

La propriété est vraie pour k = 0 par convention et elle est vraie pour k = 1 par hypothese.
Supposons la vraie pour k.

Al = Ak A = (PDF P~ (PDPY)=PDF(P'P=1,)DP ! =pPDF1p-L

9.2 Exemple (CCP)

n

1 1 11
Calculer pour tout n e N: [1 1 1
1 1

Correction

YAeKxa(\) = | -1 A—-1 -1
1 -1 -1

A -1 —11

= A -1 -1 01%01—02
0 -1 -1

1 -1 —11

= Al-1 A—-1 -1

0 -1 -1

1 -1 —11

= A0 AN—2 -—12 Lo+ Lo+ 14
0 -1 Xx-1

NP T )

= A" T = -aa -0

Donc x4 = X(X —5)(X +2)
XA est scindé & racines simples sur R donc A est diagonalisable sur R.
On remarque que les deux premieres colonnes de A sont égales.

1
On en déduit A [ -1 ] =0.
0
1
Or Eyp(A) = Ker (A) est de dimension 1 (0 est valeur propre simple) donc Ep(A) = R | —1
0

sans calculs.
Ensuite on fait un peu de calculs pour trouver :

3 —4
E5(A) =R|1] et E,Q(A) =R 1
1 1
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1 3 —4 00 0
OnaA=PDPlavecP=|-1 1 1 |etD=]0 5 0 | (sans quil soit nécessaire
0 1 1 00 -2

d’expliciter P~! ou de faire un produit de matrices).
Ceci acheve la diagonalisation de A.

On a alors :
Vn € A" = PD"P~! = PDiag(0, 5", (—2)")P~!
(attention & 0 = 1)

1[0 -7 7
P—lz? 1 1 3
-1 -1 4

et finalement :

357 4+ 4(—2)" 35" +4(—2)" 95" — 16(—2)"

Vn € N* A" = - 5" — (=2) 5 — (=2)" 35" +4(=2)"
5% — (=2)" 5 — (=2)" 35" +4(=2)"
Remarque :
1 11 0 0 10
1 1 1let |0 O O | necommutent pas.
1 11 0 0 O

9.3 Application aux suites récurrentes

Soient ay, ..., a, p+ 1 éléments de K avec a, et ag # 0.
On s’intéresse a la relation de récurrence : a,upqp + -+ + agu, = 0 ie on cherche toutes les
suites (up)nen a valeurs dans K qui vérifient :

VneNapupip+---+apu, =0 (1)

ou, ce qui revient au méme, la relation

Vn € Nupyp = ap_1Ungp—1 + -+ + Uy (2)
a
oll, pour tout i compris entre 0 et p — 1, a; = ——.
ap

On vérife facilement que E = {(u,) € KN qui vérifient (2.1) ou (2.2)} est un K-ev.
{E — KP

(un) = (uo, ..., up—1)
L est bijective car :

est linéaire et bijective.

Vn € N tyqp = p_1Ungp—1+ -+ qoup

uo = Yo
v(y()a s 7yp—1) € KPE”(UTL)TLEN € KN tq .

Up—1 = Yp—1
En d’autres termes, tout élément de I’ensemble d’arrivée KP a un antécédent et un seul par L
dans ’ensemble de départ F.
L est donc un isomorphisme de K-ev et dim £ = dim KP = p.
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0 1 0
0 1
On introduit alors la matrice A = | € M,(K)
0 1
(7)) . Qp—1
et pour u = (up)neny € K" la suite V = (V,)pen avec :
Un,
Vne NV, = : e KP
Un+p—1

u vérifie (2.1) ou (2.2) <= V vérifie (2.3) : Vn e NV, = AV,
— YneNV,=A4A"

L’intérét n’est pas que théorique. On en reparlera en info, cf le calcul des nombres de Fibonacci,
I’exponentiation rapide....

Cherchons a diagonaliser A.

-2 1 0
- 1
e A-X,=| ¢ -
- 1
[67)) e Qp—1 — A

Les p — 1 dernieres colonnes sont échelonnées donc le rang de A — AI, est supérieur ou
égal a p — 1. On en déduit que son noyau est de dimension 0 ou 1.
Par conséquent les sous-espaces propres de A sont de dimension 1 et la somme de leurs
dimensions est égale au cardinal du spectre.
Par conséquent :
A diagonalisable <= y 4 est scindé a racines simples sans aucun calcul.
e On peut calculer x4 mais ce n’est pas indispensable.
Pour calculer y 4, on fait C; < C; + A\Cy + A\2C3 + - - - + Ap—lcp.

0o -1 0
0 A -1
VAeKxa(A) =] ¢ .
A -1
P()\) )\—Ozp,1
avec P(X) = XP —ap 1 XP L — . —an X —

On développe alors par rapport a la premiere colonne pour obtenir :
1
XA =P = ; (apo+ap_lXp_1+...+a0)
P
On a donc :
apXP + ap—1 XP~1 + ... 4 ag scindé a racines simples = A diagonalisable
On peut montrer que la réciproque est vraie avec I’argument précédent mais on n’a pas
les sous-espaces propres.
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e On peut aller plus loin sans utiliser le polynéme caractéristique :

To = AT1
1 1 T3 = A\T2
A =A =
Lp Lp Tp = ATp_1
QT+ ap1Tp = ATy
To = AT
T3 = N1
—
T, = N1y
(W —ap_1Ap-1—-—ag)z1 =0
Donc :
AeSp(A) <= N —ap 1 Xp1——ay=0

— apAN+---+ag=0

On retrouve ce qui précede mais en plus :
1

YA € Sp(A) Ex(A) =K A

ot

A diagonalisable <—- Z dim E\(A) =p
AESP(A)
= Y 1=p
AESP(A)
< Card(Sp(A)) =p

= apXP +a, 1 XP71 4 .- 4 ag scindé A racines simples
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Supposons a,X? 4 ap_lprl +---+ap scindé a racines simples et notons A, ..., A, ses racines.
1 ... 1
Mo N
A=PDP ! avec P = ) et D = Diag(Ai,...,Ap).
—1 _
A cee A 1

u vérifie (2.1) ou (2.2) <= Vne NV, = PD"P~ 'V}

Un,
<~ VneNV,= : = PDiag(\},.... A1) P~V
Un+p—1
Un n
& VneNV,= : = PDiag(A},...,Ap) |
Unp+p—1 Yp
Un T
— VneNV,= : =P :
Un+p—1 )\;Tulyp
P
— VYneNuy,= meyk)\z
k=1
Donc si u vérifie (2.1) ou (2.2) alors u est combinaison linéaire des suites géométriques (A )nen, - - -, (A )nen-

Donc E C Vect ((X:’f)neN, ce ()\Z)nGN)'
On conclut avec les dimensions.

E = Vect ((Xf)neN, e ()\Z)nEN>

10 Exercices d’application directe du cours
Exercice 1 (Mines 2017)

Soit A € M, (R) telle que A% = —1,.
Montrer que la trace de A est nulle.

Exercice 2 (Centrale 99)
CNS pour qu’une matrice de rang 1 soit diagonalisable ?
Exercice 3 (CCP 2023)

Soit (a, b, c,d) € R*.

1 a b
Onpose A=1]0 1 ¢
0 0 d

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur (a, b, ¢, d) pour que A soit diagonali-
sable.

Exercice 4 (CCP 2024)
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Soit A € M,,(C) telle que rg(A) =2 et tr (A) = 0.

Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, A™ est non nulle.
Exercice 5 (Centrale maths 2 2019)
Soit A € My (R).

e On dit que A est stochastique si et seulement si :
(i) V(i,j) € [L;n]* aij > 0
n
(ii) Vi€ [L;n] Y aij=1
j=1
e On dit que A est bistochastique si et seulement si :
(4) V(i,j) € [1;n]* a;; >0

(i1) Vi€ [1;n] Zam =1

<
—_

3

(iid) Vj € [1;n] D ai; =1
i=1
e On dit que A est strictement bistochastique si et seulement si :

(i) V(i j) € [1;n]* a;j >0

-

X

(ZZ) Vi € [[1,n]] Qi = 1

J
(iid) Vj € [1sn] D ai; =1
=1

1. Soit A € M, (R) a coefficients positifs.

Montrer que A est bistochastique si, et seulement si, | : | est vecteur propre des matrices

A et AT pour la valeur propre 1.

2. Montrer que le produit de deux matrices strictement bistochastiques est une matrice
strictement bistochastique.

3. On donne deux matrices bistochastiques, une a trois lignes et trois colonnes, une a quatre
lignes et quatre colonnes.
On demandait de faire des conjectures sur les valeurs propres des matrices stochastiques
ainsi que sur leurs puissances a 1’aide de 'ordinateur.

4. Démontrer la conjecture de la question 3.
Remarque
Il s’agit a priori de prouver que si A est stochastique alors toute valeur propre complexe
de A est de module inférieur ou égal a 1.

5. Soit A € M, (R) une matrice strictement stochastique.

z1
Soit X = | : | un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.
Tn
1
Montrer que |z1| = --- = |z,| et que X est colinéaire & | :
1
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6. Soit A € M,,(R) une matrice bistochastique.
Soit u ’endomorphisme de C™ canoniquement, associé a A.
Soit H le sev de C™ défini par :

1 n
€ f{<¢::>§£:an =0
. i=1
1
Montrer que H est un supplémentaire de C | : | stable par u.
1

7.7
Exercice 6 (Centrale maths 2 2019)

Soit p € N*.
On considére la suite (uy,)nen définie par :
(UO, ce ,up_l) eR?

Ve Nupqp = ]; (un-l—p—l + -t uy)

1. Dans cette question, p = 3.

(a) Ecrire une implémentation Python pour calculer w,, en fonction de a, b, c avec ug = a,
u; = b et ug = c.
Réponse

def u(n,a,b,c):

if n==0:
return a

elif n==1:
return b

elif n==2:
return c

else:
p=3
for i in range(3,n+1):

a,b,c=b,c, (atb+c)/3.

return c

(b) Essayer différentes valeurs de a, b et ¢ et conjecturer la convergence.
Réponse

import matplotlib.pyplot as pypl

les_n=[n for n in range(25)]

les u=[u(n,-5,25,10) for n in les_n]
pypl.plot(les_n,les_u,color="black’,linewidth=3)
pypl.grid()

pypl.show()
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25

15|

10H]

0 5 10 15 20 25

(c) Montrer la convergence.
2. Pour p > 1, soit Q, = pXP — XP~1 —... - X — 1.

Vérifier sur Python que, en dehors de 1, les racines de ), sont de modules strictement

inférieurs a 1.

Réponse

from numpy.polynomial import Polynomial

import numpy

p=5

Qp=Polynomial ([-1]*p+[p])

Racines=Qp.roots()

print (numpy.abs(Racines))

[ 0.64624413 0.64624413 0.69201959 0.69201959 1. ]
3. Démontrer que si z est racine de @, alors z =1 ou |z| < 1.

4. Démontrer la convergence de la suite (uy)nen-

11 Exemples de suites de matrices

11.1 Centrale 2008

Soit A € M,,(C) diagonalisable.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (Ak)k \ converge.
€

Discuter de la limite de la suite (Ak)keN.

On note Aq,..., A, la liste des valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités.
JP € GL,(C) tq A= P D P~ ! avec D = Diag(\1, ..., \y)

Vk € N Ak = p Dk p~1

A’f) .
On suppose que ( heN converge
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Soit L € M,,(C) sa limite.
Vke NDF=p~t Ak p

Donc D¥ —— pPLP~!
k—+o00

Donc (Dk) heN converge.

Réciproquement si la suite (Dk)keN converge vers A € M, (C), la suite (Ak)keN converge vers
PAPL

(Ak)k:eN converge (Dk) Loy COTVETgE

v(i, ) € [1;n]? <(Dk)ij>k  converge
> €

Vi € [1;n] ()\f)keN converge

Vi e [[l;n]] |>\z| <lou)=1
Sp(A) € D(0,1) U {1}

et

On peut numéroter les valeurs propres de telle maniere que :

Al ==X =1et |Aaq1|, .., || <1
Ak r) PDiag(1,...,1,0,...,0) P~! qui est la matrice dans la base canonique de la projec-
—r+00
tion sur Fj(A) parallelement a b E\(A).
AESp(A)\{1}
11.2 X 2006

1. Comment définir 'exponentielle d’un nombre complexe ?

2. Soit d € N*.
R) —-R
On considere dans Mg(R) la norme N Ma(R) *
M — sup | M; |
e Trouver une inégalité de la forme :
V(A,B) € My(R)?2 N(A.B) < K.N(A). N(B)
e Soit A € My(R).
p An
Pour tout p € N, soit S, = Z —-
= n!
Montrer que pour tout (4,7) € {1;...;d}? la suite ((Sp)ij)pen converge.
On note exp A = lim S,

p—+0o0
0 1 0 0

Déterminer exp A et exp B. A-t-on exp (A + B) = exp A. exp B?

3. Application :

Correction
“+o0o Zn
1. exp(2) = E —
n!
n=0
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¥(i,j) € [in]® |(AB)iy| =

d

< > laigl bry
k=1

< Ed:N(A)N(B)ZdN(A)N(B)
k=1

On ne peut pas faire mieux :
Si A= B = Jg, alors AB = J3 = dJ,.
On a N(AB) =dN(Jy) =det AN(A)N(B) =d
e Par une récurrence triviale, on a :
Vn € N* N(A™) < d" " IN(A)"
(A")ij

((Sp)i,j) est la suite des sommes partielles de la série de terme général u,, = ;
n!

. AMiil  N(A™)  dnIN(A)
1 (dN(A4)"
d n!

< terme général d’une série convergente

ZTL
La convergence absolue de Z — pout tout z € C sera vue dans le cours d’analyse.
n!

Donc Z uy, converge absolument donc converge.
D’ou S, — exp (A) € My(R)
p—r—+00

3. A2=B*=0
11 10
Donc exp(A) =L+ A= (0 1) etexp(B) =1+ B = (1 1)

On en déduit : exp (A) x exp (B) = (i 1)

01

(0]

> et (A+B)2:[2

+OOA+BQn +OOA+BQn+1
ep(4+8) = 3 (Qn)!) +Z((2n+)1)!

n=0 n=0

+00 “+oo
I A+ B
=y gy A2
(2n)! (2n+1)!

n=0 n=0

= coshll;+sinhl(A+ B)
. coshl sinhl
- \sinhl coshl

exp (A + B) # exp (A) x exp (B) cf la diagonale

L’examinateur a demandé pourquoi exp (A + B) # exp (4) X exp (B).
C’est parce que AB # BA.

licite car ces deux séries CVA
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1 0 0 0
i) e (2 9)

(A+B)" # Z (Z) A¥B"* a priori
k=0

et on détaille :

+o0o
A+ B)"
on écrit exp (A + B) = Z (—;')
n=0 ’

+00 AN +00 B"
et exp (A) xexp (B) = E — X E — qu’on développe en faisant un produit de Cauchy.
n n!
n=0

n=0

11.3 Centrale 2008

Soit A € S,(R) (symétrique réelle), & valeurs propres positives !. Prouver l'existence d’une
suite (R)) de matrices avec :

Ry =1,

Rys1 = % (B, + AR

Cette suite converge-t-elle 7 Si oui vers quoi ?

Remarque

Voici un exercice posé a ’épreuve Centrale maths 2 en 2019 :

Soit S;F (R) (respectivement S;F ™ (R)) ensemble des matrices symétriques réelles dont les valeurs
propres sont positives (respectivement strictement positives).

1. Montrer que pour toute matrice A de S, (R) il existe M € S;F(R) telle que M? = A.
L’unicité de M est admise, on 'appelle racine de A.

2. Soit A € STT(R) et B € S;F(R).
Soit C' la racine de A.
Montrer que AB est semblable a CBC.
En déduire que AB est diagonalisable.

3. Soit A € SJ (R).
Prouver que la suite définie par :
Up=1, .
Yn e NU,11 = i(Un + AU
est définie et converge vers la racine de A (commencer par le cas ou A est diagonale puis
généraliser).

4. Ecrire un programme (avec toutes les notices qu’on a sur le site et tout ce dont on a
besoin pour inverser et multiplier) qui donne une approximation de racine de A (A une
matrice 4x4 donnée).

Voici un exercice posé a ’épreuve Centrale maths 2 en 2022 :

1. L’exercice peut étre traité avec ’hypothése : ”soit A € M, (R) diagonalisable dans M, (R), & valeurs propres
positives”
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1. Soit A € ST (R).
Montrer qu’il existe M € S;F(R) tq M? = A.
Dans la suite, on admet P'unicité de M et on la note v/A.

1
2. On pose Uy = I, et pour tout p € N, Upy1 = 3 (Up + AUgl).

a) Dans le cas n = 1, montrer que U, est défini pour tout p € N.
p

(b) Dans le cas n > 1, montrer que U, est défini pour tout p € N.
On pourra commencer par le cas ou A est diagonale.

(c) Montrer que (Up),cy converge vers VA.

3. (a) Ecrire une fonction U(p,A) qui prend en entrée une matrice A symétrique positive et
un entier p et qui renvoie la matrice U,

(b) En déduire une valeur approchée de v/A pour A = (je n’ai pas

vérifié la matrice)

Correction de P’exercice de 2008

A € S,(Ry) donc il existe P € O(n) et Ai,..., A, € Ry tels que A = PDPT avec D =
Diag(M1, ..., A\n).

Si M = P Diag(uz,...,pun) PT avec u; > 0 alors M est inversible et :

1 A A

5 (M + AM™Y) = P Diag (’“ +21/’“,...,”” +2”/“”> PT.

Comme Ry = I,, est de cette forme, on a :

Vp € N R, = P Diag(u1,p, - - -, finp) PT avec :

Vi e [L;n] pio=1

Vie [L;n] Vp e N pjpp1 = Hip & Xi/ frip

la suite (R,) étant bien définie.

Si A; =0 alors : '
Vp €N pipr1 = #;’p

o _#io L _ . . .
VpeN p;p= 5 = o m 0 = +/0 (cf plus loin le pourquoi de la racine)

R+* — RY
SOlta>0etf $+a/m
rr— ——

2
fest C® et :

Ve e RY f'(x) = 572

fl@)=r<=22=a

On dresse le tableau :

f décroit entre 0 et y/a puis croit.

En 0 et en +o00, la limite est +oo.

f(Wa) = Va.

f(z) — x est positif entre 0 et /a puis négatif.
Vn € N* u,, > y/a (car f(x) > /a pour tout x)

.CC2—CL
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Vn € N* upi1 — up = f(un) —up <0
(uy) est décroissante et minorée par \/a donc (u,) converge vers | > +/a.
f est continue en I > 0 donc f(I) =1let | =/a.

Done R, —— P Diag (VA1,....vVA) PT =B.
P [ee]
B € S (R) et B2 = A.

On peut montrer qu’il y a une seule matrice qui vérifie ces propriétés.

11.4 Densité de GL,(K) dans M, (K)

Soit n > 1.
GL,(K) est dense dans M, (K).
En d’autres termes, tout élément de M,,(K) est point adhérent & G'L,(K) ou encore toute ma-
trice carrée est limite d’une suite de matrices inversibles.

Soit A € M, (K).

Si A est inversible, (A)pen est une suite de matrices inversibles qui converge vers A.
On suppose donc que A n’est pas inversible.

A n’a qu'un nombre fini de valeurs propres, dont 0.

Donc :

Ja > 0 tq VA € [—a;a] \ {0} A— A, € GL,(K)

— ——— 0donc:
p p—+oo

1
dpo € N* tq Vp > po » € [~a;a] \ {0}
On a:
1
iVp>poA— Efn € GL,(K)

1
iiA--I, —— A
p p—+o00
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