
ALGEBRE LINEAIRE
2025-2026

Correction des exercices du troisième chapitre du cours

Exercice 1 (Mines 2017)

Soit A ∈Mn(R) telle que A2 = −In.
Montrer que la trace de A est nulle.

Correction
Soit λ une valeur propre complexe de A.
∃X ∈ Cn \ {0} tq AX = λX
−X = −InX = A2X = A(AX) = A(λX) = λAX = λ2X donc :
les valeurs propres complexes de A vérifient λ2 = −1 donc λ = ±i
Comme A est réelle i et −i ont la même multiplicité et la somme de leurs multiplicités vaut n.
Donc forcément n est pair et i et −i sont de multiplicité n2 .

On en déduit tr (A) = n

2 i+ n

2 (−i) = 0

Exercice 2 (Centrale 99)

CNS pour qu’une matrice de rang 1 soit diagonalisable ?

Correction
Soit n la taille de la matrice.
Si n = 1, la matrice est diagonalisable car diagonale.
On suppose donc n ≥ 2.
Le noyau de A est de dimension n− 1 > 0.
On en déduit que 0 est valeur propre de A de multiplicité supérieure ou égale à n− 1.
Ls valeurs propres de A sont donc 0, . . . , 0, λ.
A cause de la somme des valeurs propres, λ = tr (A).
Si tr (A) = 0 alors 0 est de multiplicité n et le sous-espace propre associé de dimension n − 1 :
A n’est pas diagonalisable.
Si tr (A) 6= 0 alors la dimension de E0(A) est égale à la multiplicité de 0.
λ = tr (A) étant une valeur propre simple, la dimension du sous-espace propre associé est égale
à la multiplicité.
Dans ce cas, A est diagonalisable.
Finalement :
A diagonalisable ⇐⇒ tr (A) 6= 0.
Autre méthode
A est de rang 1 donc la famille de ses vecteurs colonnes est de rang 1.
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Algèbre linéaire 2025-2026 Correction des exercices du troisième chapitre

Il existe donc j0 ∈ [[1;n]] tel que :
∀k ∈ [[1;n]] ∃yk ∈ K tq Ck(A) = ykCj0(A).

On pose X = Cj0(A) et Y =

y1
...
yn


Le coefficient de la matrice XY T situé à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne
est xiyj .
La j-ème colonne de la matrice XY T est donc yjX = yjCj0(A) = Cj(A).
On en déduit A = XY T .
On a alors A2 = (XY T )(XY T ) = X(Y TX ∈ C)Y T = (Y TX)XY T =

(
n∑
k=1

xkyk

)
XY T =

tr (A)A
En d’autres termes, X2 − tr (A)X est un polynôme annulateur de A.
Si tr (A) 6= 0, X2− tr (A)X = X(X− tr (A)) est scindé à racines simples et A est diagonalisable.
Si tr (A) = 0 alors A2 = 0 donc Sp(A) ⊂ {0}.
A est de rang 1 < n (on a supposé n ≥ 2) donc A n’est pas inversible et 0 est valeur propre de
A.
On en déduit Sp(A) = {0}.
Donc si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que A = PDiag(0, . . . , 0)P−1.
A est donc nulle, ce qui est absurde.
Si tr (A) = 0 alors A n’est pas diagonalisable.

Exercice 3 (CCP 2023)

Soit (a, b, c, d) ∈ R4.

On pose A =

1 a b
0 1 c
0 0 d


Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur (a, b, c, d) pour que A soit diagonali-
sable.

Correction

∀λ ∈ K χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −a −b

0 λ− 1 −c
0 0 λ− d

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− d)

χA = (X − 1)2(X − d) est scindé sur R.
• Premier cas : d = 1
χA = (X − 1)3, A a une seule valeur propre, 1, de multiplicité 3.
Dans ce cas :

A diagonalisable ⇐⇒ dim (E1(A)) = 3
⇐⇒ A = I3

⇐⇒ a = b = c = 0

Deuxième cas : d 6= 1
A a deux valeurs propres 1 double et d simple.
Le sous-espace propre associé à une valeur propre simple est toujours de dimension 1
donc :
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A diagonalisable ⇐⇒ dim (E1(A)) = 2

Soit X =

xy
z

 ∈ R3.

X ∈ E1(A) ⇐⇒


x+ ay + bz = x

y + cz = y

dz = z

⇐⇒


ay + bz = 0
cz = 0
(d− 1)z = 0

⇐⇒
{
ay = 0
z = 0

car d 6= 1

Si a 6= 0 :
X ∈ E1(A)⇐⇒ y = z = 0

E1(A) est la droite dirigée par

1
0
0

 est de dimension 1.

Si a = 0, E1(A) est le plan d’équation z = 0 dont la dimension est 2.
Finalement :
A diagonalisable ⇐⇒ (a, b, c, d) = (0, 0, 0, 1) ou (a = 0 et d 6= 1)

Exercice 4 (CCP 2024)

Soit A ∈Mn(C) telle que rg(A) = 2 et tr (A) = 0.
Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, An est non nulle.

Correction
Le noyau de A est de dimension n− 2 donc 0 est racine de multiplicité au moins n− 2 de χA.
Les valeurs propres de A sont donc λ1, λ2, 0, . . . , 0 avec n− 2 0.
A cause de la trace λ2 = −λ1.
Si λ1 6= 0 alors A a 3 valeurs propres : λ1 simple, −λ1 simple et 0 de multiplicité n− 2.
La dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre 0 est n− 2 donc égale à sa mul-
tiplicité.
La dimension du sous-espace propre d’une valeur propre simple est toujours 1 donc égale à sa
multiplicité. A est donc diagonalisable.
Si λ1 = 0 alors A a une seule valeur propre : 0, de multiplicité n. Mais la dimension du sous-
espace propre associé n’est que de n− 2 donc A n’est pas diagonalisable.

Si on suppose A diagonalisable alors il existe une matrice inversible P telle que P−1AP =
Diag(λ1,−λ1, 0, . . . , 0) avec λ1 6= 0.
On a alors P−1AnP = Diag (λn1 , (−λ1)n, 0, . . . , 0) 6= 0 donc An est non nulle.
Si on suppose que A n’est pas diagonalisable alors λ1 = 0 donc 0 est valeur propre de multiplicité
n de A ie χA = Xn.
Par Cayley-Hamilton, An = 0.
Par contrapposition, si An 6= 0 alors A est diagonalisable.

Exercice 5 (CCP 2024)

Pour A ∈Mn(C), on pose ‖A‖ = max
1≤i≤n

n∑
j=1
|ai,j | et ρ(A) = max (Sp(A)).
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1. Soit θ ∈ R et A =
(

1 1 + i
0 eiθ

)
.

Calculer ‖A‖ et ρ(A).
2. Montrer que :
∀(A,B) ∈Mn(C)2 ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

3. Soit λ une valeur propre de A et X =

x1
...
xn

 un vecteur propre associé.

Montrer :
∀i 3 [[1;n]] |λxi| ≤

n∑
j=1
|ai,jxj |

En déduire que ρ(A) ≤ ‖A‖.
4. Montrer :
∀A ∈Mn(C) ∀k ∈ N ρ(Ak) = ρ(A)k

5. On suppose que A est diagonalisable.
Montrer :
Ak −−−−→

k→+∞
0⇐⇒ ρ(A) < 1

Correction

1. χA =
∣∣∣∣∣λ− 1 −1− i

0 λ− eiθ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)
(
λ− eiθ

)
.

Les valeurs propres de A sont 1 et eiθ simples si θ 6∈ 2πZ et 1 double si θ ∈ 2πZ.
ρ(A) = 1.
‖A‖ = max (1 + |1 + i| , 1) = 1 +

√
2

2.

∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1
|(AB)i,j | =

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

(
n∑
k=1
|ai,k| |bk,j |

)
=

n∑
k=1

 n∑
j=1
|ai,k| |bk,j |


Attention : on ne peut pas écrire

n∑
k=1

n∑
j=1
|ai,k| |bk,j | =

n∑
k=1
|ai,k| ×

n∑
j=1
|bj,k| car ce produit

n’a pas de sens.

∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1
|(AB)i,j | ≤

n∑
k=1

|ai,k| n∑
j=1
|bk,j |


≤

n∑
k=1

(|ai,k| ‖B‖) = ‖B‖
n∑
k=1
|ai,k|

≤ ‖A‖ ‖B‖ indépendant de i

D’où le résultat.
3. AX = λX donc :
∀i ∈ [[1;n]] λxi =

n∑
j=1

ai,jxj
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On en déduit :

∀i ∈ [[1;n]] |λxi| ≤
n∑
j=1
|ai,jxj | =

n∑
j=1

(|ai,j | |xj |)

≤
n∑
j=1

(|ai,j | ‖X‖∞) = ‖X‖∞
n∑
j=1
|ai,j |

≤ ‖A‖ ‖X‖∞
On en déduit |λ| ‖X‖∞ = ‖λX‖∞ ≤ ‖A‖ ‖X‖∞
X est non nul donc ‖X‖∞ > 0 et |λ| ≤ ‖A‖.
Comme c’est vrai pour toutes les valeurs propres de A, ρ(A) ≤ ‖A‖

4. Soit λ1, . . . , λn la liste des valeurs propres comptées avec leurs multiplicités de A.
La liste des valeurs propres comptées avec leurs multiplicités de A est alors λk1, . . . , λkn
Le plus simple est d’utiliser la trigonalisation, ce qui sera fait en cours. Mais on peut
utiliser le polynôme caractéristique.
Soit ω = e2iπ/k

Xk − zk =
k−1∏
l=0

(X − zωl) donc zk −Xk = (−1)k+1
k−1∏
l=0

(
zωl −X

)

∀µ ∈ N χAk(µk) = det
(
µkIn −Ak

)
= det

(
(−1)k+1

k−1∏
l=0

(µωlIn −A)
)

= (−1)(n+1)(k+1)
k−1∏
l=0

χA
(
µωl

)

= (−1)(n+1)(k+1)
k−1∏
l=0

n∏
p=1

(
µωl − λp

)
= (−1)(n+1)(k+1)

n∏
p=1

k−1∏
l=0

(
µωl − λp

)

= (−1)(n+1)(k+1)
n∏
p=1

(
(−1)k+1

(
µk − λkp

))

=
n∏
p=1

(
µk − λkp

)

On en déduit χAk =
n∏
p=1

(
X − λkp

)
.

5. ∃P ∈ Gln(C) tq P−1AP = Diag(λ1, . . . , λn).
∀k ∈ N P−1AkP = Diag

(
λk1, . . . , λ

k
n

)
• Si (Ak) converge vers 0 et il en est de même de la suite

(
Diag

(
λk1, . . . , λ

k
n

))
.

Tous les coefficients de cette matrice convergent vers 0 donc pour tout i compris entre
1 et n, |λi| < 1.
Donc ρ(A) < 1.
• Si ρ(A) < 1, tous les λi sont de module strictement inférieur à 1 donc les suites

(
λki

)
convergent toues vers 0.
On en déduit que la suite

(
Diag

(
λk1, . . . , λ

k
n

))
converge vers la matrice nulle.

Mais :
∀k ∈ N Ak = PDiag

(
λk1, . . . , λ

k
n

)
P−1

Donc la suite (Ak) converge vers la matrice nulle.
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Exercice 6 (Centrale maths 2 2019)

Soit A ∈Mn(R).
• On dit que A est stochastique si et seulement si :

(i) ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2 ai,j ≥ 0

(ii) ∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1

ai,j = 1

• On dit que A est bistochastique si et seulement si :
(i) ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2 ai,j ≥ 0

(ii) ∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1

ai,j = 1

(iii) ∀j ∈ [[1;n]]
n∑
i=1

ai,j = 1

• On dit que A est strictement bistochastique si et seulement si :
(i) ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2 ai,j > 0

(ii) ∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1

ai,j = 1

(iii) ∀j ∈ [[1;n]]
n∑
i=1

ai,j = 1

1. Soit A ∈Mn(R) à coefficients positifs.

Montrer que A est bistochastique si, et seulement si,

1
...
1

 est vecteur propre des matrices

A et AT pour la valeur propre 1.
2. Montrer que le produit de deux matrices strictement bistochastiques est une matrice

strictement bistochastique.
3. On donne deux matrices bistochastiques, une à trois lignes et trois colonnes, une à quatre

lignes et quatre colonnes.
On demandait de faire des conjectures sur les valeurs propres des matrices stochastiques
ainsi que sur leurs puissances à l’aide de l’ordinateur.

4. Démontrer la conjecture de la question 3.
Remarque
Il s’agit a priori de prouver que si A est stochastique alors toute valeur propre complexe
de A est de module inférieur ou égal à 1.

5. Soit A ∈Mn(R) une matrice strictement stochastique.

Soit X =

x1
...
xn

 un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1.

Montrer que |x1| = · · · = |xn| et que X est colinéaire à

1
...
1

.
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6. Soit A ∈Mn(R) une matrice bistochastique.
Soit u l’endomorphisme de Cn canoniquement associé à A.
Soit H le sev de Cn défini par :x1

...
xn

 ∈ H ⇐⇒ n∑
i=1

xi = 0

Montrer que H est un supplémentaire de C

1
...
1

 stable par u.

7. ?

Correction
1. Soit A ∈Mn(R) à coefficients positifs.

On note C =

1
...
1

, X = AC et Y = ATC.

∀i ∈ [[1;n]] xi =
n∑
j=1

ai,jcj =
n∑
j=1

ai,j

∀i ∈ [[1;n]] yi =
n∑
j=1

aj,icj =
n∑
j=1

aj,i

On a donc :

A bistochastique ⇐⇒ ∀i ∈ [[1;n]] xi = yi = 1⇐⇒ X = Y = C ⇐⇒ AC = ATC = C

C étant non nul, on conclut facilement.
2. Soient A et B deux matrices strictement bistochastiques.

∀(i, j) ∈ [[1;n]]2 (AB)i,j =
n∑
k=1

(ai,k > 0)× (bk,j > 0) > 0

De plus :
(AB)C = A(BC) = AC = C et (AB)TC = (BTAT )C = BT (ATC) = BTC = C
Donc AB est une matrice strictement bistochastique.

3.
4. Soit λ une valeur propre complexe de A stochastique et X un vecteur propre associé.
∃i0 ∈ [[1;n]] tq |xi0 | = max

1≤i≤n
(|xi|) = ‖X‖∞.

|λ| ‖X‖∞ = |λxi0 | =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ai0,jxj

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1
|ai0,jxj | =

n∑
j=1

ai0,j |xj | car les coefficients de A sont positifs

≤
n∑
j=1

ai0,j ‖X‖∞ = ‖X‖∞
n∑
j=1

ai0,j = ‖X‖∞

X est un vecteur propre donc X est non nul et ‖X‖∞ > 0.
On a donc |λ| ≤ 1.
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5. Dans cette question λ = 1.
Toutes les inégalités précédentes deviennent des égalités. En particulier :
n∑
j=1

ai0,j |xj | =
n∑
j=1

ai0,j ‖X‖∞ avec ai0,j |xj | ≤ ai0,j ‖X‖∞

Donc :
∀j ∈ [[1;n]] ai0,j |xj | = ai0,j ‖X‖∞ avec ai0,j > 0 par hypothèse
Donc :
∀j ∈ [[1;n]] |xj | = ‖X‖∞
On a également :∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ai0,jxj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1
|ai0,jxj |

donc les ai0,jxj sont R+-colinéaires.
Les ai0,j étant strictement positifs, les xj sont R+-colinéaires. Comme ils ont le même
module, ils sont égaux.

6. H est un sev de Cn de dimension n− 1 ne contenant pas

1
...
1

 donc :

H ⊕ C

1
...
1

 = Cn

Soit x =

x1
...
xn

 ∈ H.

u(x) = Ax = y =

y1
...
yn


n∑
i=1

yi = UT y avec U =

1
...
1


= UTAx =

(
ATU

)T
x

= UTx car A est bistochastique
= 0 car x ∈ H

Donc y = u(x) ∈ H et H est stable par u.

Exercice 7 (Centrale maths 2 2019)

Soit p ∈ N∗.
On considère la suite (un)n∈N définie par :

(u0, . . . , up−1) ∈ Rp

∀n ∈ N un+p = 1
p

(un+p−1 + · · ·+ un)
.

1. Dans cette question, p = 3.
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(a) Ecrire une implémentation Python pour calculer un en fonction de a, b, c avec u0 = a,
u1 = b et u2 = c.
Réponse
def u(n,a,b,c):

if n==0:
return a

elif n==1:
return b

elif n==2:
return c

else:
p=3
for i in range(3,n+1):

a,b,c=b,c,(a+b+c)/3.
return c

(b) Essayer différentes valeurs de a, b et c et conjecturer la convergence.
Réponse
import matplotlib.pyplot as pypl

les_n=[n for n in range(25)]
les_u=[u(n,-5,25,10) for n in les_n]
pypl.plot(les_n,les_u,color=’black’,linewidth=3)
pypl.grid()
pypl.show()

0 5 10 15 20 25
5

0

5

10

15

20

25

(c) Montrer la convergence.
2. Pour p ≥ 1, soit Qp = pXp −Xp−1 − · · · −X − 1.

Vérifier sur Python que, en dehors de 1, les racines de Qp sont de modules strictement
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inférieurs à 1.
Réponse

from numpy.polynomial import Polynomial
import numpy
p=5
Qp=Polynomial([-1]*p+[p])
Racines=Qp.roots()
print(numpy.abs(Racines))
[ 0.64624413 0.64624413 0.69201959 0.69201959 1. ]

3. Démontrer que si z est racine de Qp alors z = 1 ou |z| < 1.
4. Démontrer la convergence de la suite (un)n∈N.

Correction
1. (a) Cf l’énoncé.
(b) Cf l’énoncé.
(c) Ce qu’accepte l’examinateur sans justification n’est pas clair.

Pour rester conforme, au programme, on pose Un =

 un
un+1
un+2

 etA =

 0 1 0
0 0 1

1/3 1/3 1/3

.
∀n ∈ N Un+1 = AUn
∀n ∈ N Un = AnU0

χA = X3 − 1
3X

2 − 1
3X −

1
3 = 1

3(3X3 −X2 −X − 1) sans problème
1 est racine évidente.
3X3 −X2 −X − 1 = (X − 1)(3X2 + 2X + 1)
χA est scindé à racines simples et A est diagonalisable.

Les valeurs propres de A sont 1 et −1± i
√

2
3 de module

√
3

3 < 1.

∃P ∈ GL3(C) tq P−1AP =


1 0 0

0 −1 + i
√

2
3 0

0 0 −1− i
√

2
3

 notée D.

∀n ∈ N An = PDnP−1 = P


1 0 0

0
(
−1 + i

√
2

3

)n
0

0 0
(
−1− i

√
2

3

)n
P

−1 −−−−−→
n→+∞

P

1 0 0
0 0 0
0 0 0

P−1.

La suite (An)n∈N converge.
Donc la suite (Un) puis la suite (un) convergent.

2. Cf l’énoncé.
3. Soit z une racine de Qp.

Supposons |z| > 1.
1 < |z| < |z|2 =

∣∣z2∣∣ < · · · < ∣∣zp−1∣∣ < |zp| donc :
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|pzp| =
∣∣1 + · · ·+ zp−1∣∣ ≤ 1 + |z|+ · · ·+

∣∣zp−1∣∣ ≤ p |z|p−1 < p |z|p
On aboutit à une contradiction.
Supposons |z| = 1.
p = |pzp| =

∣∣1 + · · ·+ zp−1∣∣ ≤ 1 + |z|+ · · ·+
∣∣zp−1∣∣ = p

Il y a inégalité dans l’inégalité triangulaire donc 1, z, . . . , zp sont R+ colinéaires. En par-
ticulier z et 1 sont R+ colinéaires donc z ∈ R+.
Comme z est de module 1, z = 1.

4. On pose Un =

 un
...

un+p−1

 et A =


0 1 0
0 0 1

. . . . . . . . .
1/p 1/p 1/p

.

∀λ ∈ C χA(λ) = det (λIp −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1 0
0 λ −1

. . . . . . . . .
−1/p −1/p λ− 1/p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On fait C1 → C1 +XC2 + · · ·+Xp−1Cp

∀λ ∈ C χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 0
0 λ −1

. . . . . . . . .
Qp(λ)/p −1/p λ− 1/p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)p+1Qp(λ)

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0
λ −1

. . . . . .
λ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On en déduit :
χA(X) = (−1)p+1Qp(X)

p
(−1)p−1 = 1

p
Qp(X)

Il suffit alors de montrer que Qp est scindé à racines simples pour conclure.

Qp = pXp −
p−1∑
k=0

Xk = pXp − Xp − 1
X − 1

(X − 1)Qp = pXp+1 − pXp −Xp + 1 = pXp+1 − (p+ 1)Xp + 1 noté Rp
R′p(X) = p(p+ 1)(Xp −Xp−1) = p(p+ 1)Xp−1(X − 1)

1 est racine double de Rp donc racine simple de Qp.
0 n’étant pas racine de Rp, les autres racines de Rp sont simples.
Qp est scindé à racines simples sur C.
χA est scindé à racines simples sur C donc A est diagonalisable dansMn(C) :
∃P ∈ GLn(C) tq P−1AP = Diag(1, z2, . . . , zp) notée D
∀i ∈ [[2; p]] |zi| < 1
∀n ∈ N An = PDiag(1, zn2 , . . . , znp )P−1 −−−−−→

n→+∞
PDiag(1, 0, . . . , 0)P−1

La suite (An)n∈N converge.
Donc la suite (Un) puis la suite (un) convergent.
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