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1 Matrices : révisions de premieére année
Exercice 1 (CCP 2022)

Soit M € M, (R) telle que M? — MT = 1I,,.
Montrer que M* —2M? — M = 0.

Correction

M? - MT =1,

On transpose : (M%7 — M =1,

Mais (M?)T = (MT)? = (M? - 1,,)> = M* — 2M? + I,, donc :
M*—2M?+ I, — M =1, et M* —2M? — M =0

Exercice 2 (Bangque CCP MP)

1 2

Soit la matrice A = ( 9 4

) et f Pendomorphisme de My (R) défini par : (M) = AM.

1. Déterminer une base de Kerf.

2. f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Imf.

4. A-t-on My (R) =Kerf & Imf?
Correction

1. Posons M = ( CCL 2 ) € My(R).

- a+2c b+2d
On a f(M) = ( 24+ 4¢ 2+ 4d )

\ 4 _fa b a =
Alors M € Kerf < 3 (a,b,c,d) € R telqueM—(C d) avec{b — 94

Cest-a-dire, M € Kerf <= 3 (c,d) € R? tel que M = _020 _§d>’

o B -2 0 0 -2 %
OnendedmtqueKerf—Vect{( 1 O>7<0 1 >} ()
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-2 0 0 -2

1 0 0 1

D’apres (*), la famille (M7, My) est génératrice de Kerf.

De plus, M7 et My sont non colinéaires ; donc (M, Ms) est libre.
Donc (M, M3) est une base de Kerf.

On pose My = et My =

2. Kerf # {0}, donc f est non injectif.
Or f est un endomorphisme de Mz(R) et M2(R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.

3. Par la formule du rang, rgf = 2.

10 0 2
On pose M3 = f(El,l) = < 9 0 et My = f(Egg) =l o 4]

M3 et My sont non colinéaires, donc (Ms, My) est une famille libre de Imf.
Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.

4. On a dim Ms (R) = dimKerf +dimImf. (1)
Prouvons que Kerf NImf = {0}.

Soit M € Kerf NImf.
D’apres 1. et 3., 3(a,b,c,d) € R* tel que M = aM;y + bMy et M = cM3 + dMy.

—2a = c
On a donc —2 = 2 .
= 2c
b = 4d
On en déduit quea =b=c=d=0.
Donc M = 0.

Donc Kerf NImf = {0} (2)
Donc, d’apres (1) et (2), Mo (R) = Kerf @ Imf.

Exercice 3 (Mines 2019)
Soit A € M32(R) et B € M3 3(R) telles que :

0 -1 -1
AB=1]1-1 0 -1
1 1 2

1. Montrer que AB est idempotente. (C’est & dire (AB)? = AB)
2. Déterminer rg A et rg B.
3. Montrer que BA = Is.
Correction
1. On vérifie facilement que (AB)? = AB.

2. La somme des trois lignes de AB est nulle et ses deux premieres lignes ne sont pas
colinéaires.
Donc rg(AB) = 2.
Or rg(AB) <rg(A) et rg(B) et le rang d’une matrice est inférieur a son nombre de lignes
ou de colonnes donc rg(A) = rg(B) = 2.
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3. (AB)? = (AB) donc A(BA—I3)B =0
Le rang de A est égal au nombre de ses colonnes donc elle est injective et (BA—I3)B = 0.

Le rang de B est égal au nombre de ses lignes donc elle est surjective, BA — I est nulle
sur R? et BA = L.

Exercice 4 (Mines 2023)

Soient M et N € M,,(R) avec n impair telles que MN = 0 et M + M7 est inversible.
Montrer que N + NT n’est pas inversible.

Correction
M + MT est inversible donc n = rg (M + MT).

VX € R (M+MT)X = MX + MTX € Im (M) + Im (M7)

Donc Im (M + MT) CIm (M) +Im (MT) et en prenant les dimensions :

n =g (M+MT) < rg(M) + rg (MT) — dim (Tm (M) N Tm (MT)) < rg(M) + rg (MT) =
2rg(M)

En d’autres termes : rg(M) > g

Mais M N = 0 donc Im (N) C Ker (M) et en prenTszt les dimensions :

1g(N) < dim (Ker (M)) = n —rg(M) <n— > =

Mais n est impair donc g n’est pas entier.
On en déduit rg(NV) < g
On a alors rg (N + NT) <rg(N)+rg (NT) =2rg(N) <n et N+ NT n’est pas inversible.

Exercice 5 (Mines 2022)

Soit f : My, (R) — R non constante telle que :
V(A, B) € Ma(R)? F(AB) = f(A)f(B)
Montrer :

f(M) =0<«= M n’est pas inversible.

Correction

Soit M une matrice inversible.

MM~ = I, donc f(M)f(M~") = f(I,).

Mais :

VA € Mu(R) F(A) = f(AL) = F(A)f(I,)

f n’est pas constante donc il existe Ay € M,,(R) telle que f(Ap) #0
F(4o) = £(Ao)f(1,) donne alors f(I,) = 1

On a donc f(M)f(M~1)=1.

On en déduit que f(M) # 0.

Soit M une matrice qui n’est pas inversible.

Il existe une matrice N non nulle telle que M N = 0.
On en déduit f(M)f(N) = f(0).

Mais :

VA € Mo(R) £(0) = F(04) = F(0)£(A)
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f n’est pas constante donc il existe A9 € M, (R) telle que f(Ap) # 1

f£(0) = f(0)f(Ap) donne alors f(0) =0

On a donc f(M)f(N) =0 donc f(M) ou f(N) (en fait les deux) est nul.

Comment s’assurer que f(M) =07

Si M =0, c’est fait donc on suppose désormais M non inversible et non nulle.

Il n’est pas possible d’avoir M N = 0 avec N inversible et M non nulle.

Par contre, on peut avoir pour certaines matrices M NM = 0 avec N inversible.

On va adapter cette idée.

Soit « un vecteur de R™ n’appartenant pas a Ker (M) (il en existe dés que M est non nulle).
Mz est un vecteur non nul de R™ donc (Mz) est une famille libre qu’on peut compléter en une
base de R™ : (Mx,va,...,vy,)

Soit y un vecteur non nul de Ker (M) : il en existe dés que M n’est pas inversible.

y est un vecteur non nul donc (y) est une famille libre qu’on peut compléter en une base de R™ :

(y,QUQ, .o 7wn)
Il existe un endomorphisme f de R™ tel que f(M=x) = y et pour tout i compris entre 2 et n,
f(vi) = w.

f transforme une base de R en base de R™ donc f est un automorphisme de R".

Soit N la matrice dans la base canonique de f.

Ker (M) C Ker (MNM) et en plus = € Ker (MNM) donc le rang de M NM est strictement
inférieur a celui de M.

Si M NM est non nulle, il existera N5 inversible telle que M N M NoM N M soit de rang stricte-
ment inférieur a celui de M NM.

On montre ainsi qu’il existe des matrices inversibles Ay, ..., A, telles que M A M Ay ... MA,M
est nulle.

On a alors f(M)PTLf(A1)... f(A,) =0 avec f(A1),..., f(A4p) non nuls.

D’ou f(M) = 0.

Exercice 6 (Mines 2023)

Soit E/ un R-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace de E.

1. Montrer :
dim(F)=n—-1<= 3¢ € L(E,R)\ {0} tq F = ker(¢)
F s’appelle un hyperplan.

2. Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient au moins une matrice inversible.
Correction

1. e On suppose que F' est de dimension n — 1.
Soit (eq,...,e,—1) une base de F.
C’est une famille libre de E donc on peut la compléter en (ey, ..., e,) base de E.

EF—R

. n

Soit ¢ T = inei = T
i=1
¢ est une application linéaire non nulle de £ dans R et son noyau est F'.
e Soit ¢ une application linéaire non nulle de F dans R et F' son noyau.

Im (¢) est un sous-espace vectoriel de R. Or R est de dimension 1 donc le rang de ¢
vaut 0 ou 1. Mais ¢ est non nulle donc son rang est égal a 1.
Par la formule du rang, F' est de dimension n — 1.
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2. Soit H un hyperplan de M, (R).
Il existe ¢ € L(E,R)\ {0} tq H = ker(¢)
On note (Eiyj)(ij)e[[l,n]]Q la base canonique de M, (R).

VM € M,(R) (M) = ¢ (Xn: zn:myEy)

i=1j=1

m; ;¢ (Ei ;)

Il
M=

s
I
—
<.
I
—

Il
NE

.
Il
fa

mi,jam en pOSELIlt am- = gb(Ez’])

Il
A

J
En particulier on a pour k # [, I, +tE}; qui est inversible (c’est une matrice triangulaire
dont tous les coefﬁcients diagonaux valent 1) et :

QZ)( +tEkl Za”—kmkl

Donc si il existe k et [ distincts tels que ay; # 0, I'hyperplan H contient une matrice de
la forme I,, + tE},; donc contient une matrice inversible.
Si a; = 0 pour tous k et [ distincts alors H contient toute matrice de diagonale nulle. I

suffit d’exhiber une matrice inversible de diagonale nulle.
n—1

La matrice Z E; ;41 + E1, convient.
i=1

2 Matrices par blocs

Exercice 7 (X 2019)

Soit A € M3, (R) tq A% =0 et 1g(A) = 2n.
0 I, O
Montrer que A est semblablea [0 0 I,
0 0 O

Correction

La formule du rang donne dim (Ker (4)) = n.

La formule du rang donne également : rg(A?) = rg(A) — dim (Ker (4) N Im (A)).
Or dim (Ker (A) N Im (A)) < dim (Ker (A)) = n donc rg(A?) > 2n —n = n.
A3 =0 donc Im (A?) C Ker (A).

On a donc avec les dimensions : Ker (A4) = Im (42).

On part de (eg,...,e,) une base de Ker (A4).

1l existe ean41, - - ., €3, tels que :

Vi € [1;n] e; = A%e9n 14

Enfin pour tout 7 € [1;n], on pose e,; = Aeapti.

On montre ensuite la liberté de (eq,...,e3,).

C’est donc une base et elle permet de répondre a la question.

Exercice 8 (Mines 2022)

(o1
Soit K, = (0 O) € My(R).

Montrer qu’il existe | € N* tq K. = Kj.
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Correction
On suppose r < n (si r > n K, n’est pas définie : I, a trop de colonnes, si r = n, K, = I, n’est
pas nillpotente).

K, = g ‘g avec A € M, ,,—»(R), B € M;,_(R) et C € M, (R) donc la produit par
A L\(A L\ (A2+ILB AL +IC\ |, o .

blocs <B C’) <B C’) = (BAJrC’B BL»—FCQ) n’a pas de sens : A° n’est pas défini.

Si on note (e, ..., e,) la base canonique de R™ alors :

Kei=---=Krepr=0

Kren ry1 = €1 et ngn—r-l—l =0

Kren_ri2=¢€p_rq1 et ngn—r+2 =0

Une récurrence finie permet de prouver :

Vk € [1;7] KFtle, i =0

Cette propriété est vraie pour k =1 et k = 2.

On la suppose vraie pour k < r — 1.

Kﬁ+2€nfr+k+1 = Kq{Hl (KrenfrJrkJrl) = Kyl?+1enfr+k =0
On a donc K!*! =0.

On peut aussi remarquer :

Vk € [1,r] KF = K114,

Remarque

Dans I’état actuel du programme, on peut aller plus vite.

K, est une matrice strictement triangulaire supérieure donc son polynéme caractéristique est
X™ (il s’agit d’'un déterminant triangulaire supérieur).

Avec le théoreme de Cayley-Hamilton, K' = 0.

3 Trace

Exercice 9 (Mines 2022)

Soit, f M, (C) - M, (C)
M+ M +tr (M)I,

1. Montrer par trois méthodes différentes que f est un automorphisme de M,,(C).

2. Soit N l'antécédent de M par f.
Exprimer N en fonction de M uniquement.

Correction

1. La linéarité de f est claire.
e Premiére méthode
f étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il suffit de montrer que
son noyau est réduit a la matrice nulle.
Soit M € Ker (f).
M = —tr (M)I,
On prend la trace : tr (M) = —ntr (M) donc tr (M) =0 car n # —1.
Mais alors M = —tr (M), = 0.
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e Deuxiéme méthode
M, (C) = CI, & Ker (tr).
n—+1 0

Dans une base adaptée, la matrice de f est
0 In2—1

) de déterminant n+1 # 0.

e Troisiéme méthode
On revient a la définition d’une bijection :
Vm € My (C) IIN € M, (C) tq f(N) =M.
On procede par analyse synthese :
On suppose f(N) =N +tr(N)[, = M.
On prend la trace (n+ 1)tr (N) = tr (M).
Do N = — T

9 \ ) . . 7 n + 1 9 .
D’ou 'unicité en cas d’existence.

tr(M)I

Réciproquement, on pose N = M — 1

tr (V) =tr (M) — t;(-iwl)n: t;(i\?
Dot f(N) =N +tr(N)I, = M — tr (M), tr(M)

n+1" n41
e Quatrieme méthode
M, (C) = M, (C)

Soit g =~ {M > tr (M)

VM € Mu(C) g*(M) = g(g(M)) = g(tr (M)I,) = tr(M)g(lp) = ntr (M)l =
ng(M)

Donc g% = ng ie (f —id)? = n(f — id).

On en déduit f2 —2f +idg = nf — nidg ou encore f2 — (n+2)f = —(n+ 1)idg

1
Onendéduit:f(n—i_z‘d ! f>—<n+2‘d +1f)f—icldoncfestun

I, =M.

n—i—lZ Cn+1 n—i—lZ o
¢ = -
automorphisme de M,,(C) avec f e e | Mo M tr(J\Jl)In‘
n+

2. Cf la troisieme méthode dans la question précédente.
Exercice 10 (Centrale maths 1 2022)

1. Soit n € N*.

Soit H un sous-espace vectoriel de M,,(K).

Montrer :

H hyperplan <= 34 € M, (K)\ {0} tq H = {M € M, (K) tq tr (AM) = 0}
2. Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K) telle que :

V(M,N) € Mp(K)? o(MN) = p(NM)

Montrer que ¢ € Vect(tr).

Correction
1. e On suppose : 34 € M, (K)\ {0} tq H = {M € M, (K) tq tr (AM) = 0}
. M,(K) - K
Soit @4
M — tr (AM)
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w4 est linéaire :

V(My, M) € Mp(K)? V(A A2) € K2 oa(M My 4+ MoMy) = tr (AN M) + Ao My))

tr (A AM; + Ao AM>)
Aitr (AM7) + Aatr (AM?)
= Mwa(My) + dapa(My)

@4 est non nulle :
n

n
VM € Mp(K) oa(M) = agimy
k=11=1
En particulier :

V(i,j) € [Lin]? ai; = pa(Ejy)
A n’étant pas nulle, un de ses coefficients est non nul et il existe (i,7) € N2 tel que
pA(Eij) # 0
e On suppose que H est un hyperplan.
H a une équation dans la base canonique :
il existe (v j)1<s,j<n famille de n? scalaires telle que :
n n

M e H <= Zzaivjmivj =0
i=1j=1
Si on pose A = (i) <; j<, alors H = {M € M, (K) tq tr (AM) = 0}
2. Soit (i,5) € [1;n]>
Sid 75 ] alors Ei,iEi,j = Ei,j et E’L,]ELZ =0 donc QO(EZ‘J') =0
Ei1E1;=E;; et E\;E;1 = E11 donc ¢(E;;) = ¢(FE11)
@ et p(Fq,1)tr coincident sur la base canonique donc sont égales.

4 Matrices semblables
Exercice 11 (Mines 2011)

Soient n > 4 et A et B deux matrices de M, (R) telles que rg(A) = rg(B) = 2 et A2 = B?> = 0.
Montrer que A et B sont semblables.

Correction
A% =0 donc Im (A) C Ker (A)
Soit (e1,e2) une base de Im (A).
Im (A) C Ker (A) donc c’est une famille libre de Ker (A).
On la compléte en (eq,eg, ..., e,_2) une base de ker(A) (on tient compte de la formule du rang
pour le nombre de vecteurs).
Il existe e,,_1 et e, € R™ tq Ae,_1 = e1 et Ae, = es.
n

Soit (A1,...,An) €R™ tq Y Aie; = 0.

i=1
On multiplie par A (a gauche) : A\,_1e1 + Ape, = 0.
On en déduit : A\,_1 = A, = 0.

n—2

Il reste : Z e, = 0.

=1
Onendéduit : Ay =---=X,_2=0
(e1,...,ey) est donc une base de R™.
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Si on note P la matrice de passage de la base canonique de R™ & (ey, e2, ey,) alors :

0o ... 0 1 0
0o ... 0 0 1
A:PMplavecM:<8 IOZ>: 0O ... 0 0O 0
O ... ... ... 0

B ayant les mémes propriétés que A est elle aussi semblable & M.
Donc A et B sont semblables.

5 Déterminants

Exercice 12 (Mines 2023)

m—1 m 1
Rang et déterminant de m 2 3 ,meR.
m+1 m m-—1
Correction
m—1 m 1
2 3 m m 1
m 2 3 o (m_l)m m—l‘_ ‘m m—1+(m+1) 2 3
m+1 m m-—1

= (m—1)(—m—2)—m(m?—2m) + (m+1)(3m —2)
—m2—m—|—2—m3+2m2+3m2—|—m—2

= —md+4m? = —m?*(m — 4)

Donc si m # 0,4 alors M est de rang 3.

-1 0 1
Pour m =0, M =] 0 2 3 |. Les deux premiéres colonnes sont clairement linéairement
1 0 -1

indépendantes donc le rang de M est supérieur ou égal a 2. Comme le déterminant de M est
nul, il est aussi inférieur ou égal a 2. Si m = 0, le rang de M vaut 2.

3 41
Pourm=4, M = |4 2 3] et les mémes arguments que pour m = 0 montre que le rang de
5 4 3

cette matrice vaut 2.
Exercice 13 (Mines 2021)

On considere la suite (F),)nen des nombres de Fibonacci définie par Fo =0, F1 =1 et :

VneNF,o=F, 1+ F,

Calculer le déterminant D,, de la matrice (F|,~_j‘>1< o
<i,j<n

Correction

Soit n > 3.

On fait Ln < Ln — Ln,1 — Ln,Q.

Le coefficient situé sur la derniére ligne et dans la j-iéme colonne devient :

Fln—j| = Fln-1-j| ~ Fln—2-ji

Sij <n—2 cela donne :
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Foj—Fo1-j—F, 2 ;=0
Sij =mn—1 cela donne :
Fi—Fy—F =0

Si j = n cela donne :
Fy—Fy — Fo = -2

On développe alors par rapport a la derniere ligne et on obtient D,, = —2D,,_1, pour n > 3.
01
D2—1 O——ldonc.

Vn>2 D, = (-1)""12n-2
Par ailleurs, D; = 0.

Exercice 14 (Centrale 2022)

ap,o CL071 N CLO,n b

alo e o 0
Soient A = | eEMppiR), X = | e MppaR)et B=| | €

ano --- NN Gn.n

Mpt11(R).

1. (a) Donner une CNS portant sur A pour que I’équation AX = B, d’inconnue X, ait une
et une seule solution.

(b) On suppose cette condition vérifiée et on suppose AX = B.

bo ap1l --- ... Qon
Mont 1 |b1 a1
ontrez que xy =
AU 0= et (A4) :
bp api1 ... ... Gnn
Trouvez une expression similaire pour xy, ..., x,.
2. On suppose que (X — 1)"P(X) = ap X% 4+ a1 X" +---+a, Xt avec P € R[X], ag,...,an
n + 1 réels deux a deux distincts avec ag = 1, by, ..., b, n + 1 réels deux a deux distincts

avec by = 0.
(a) Montrer :

n
Vp € [0;n —1] Zakbﬁ:()
k=0
(b) Deux autres questions.

Correction

1. (a) Supposons que ’équation AX = B, d’inconnue X, ait une et une seule solution,
notons la Xj.
Soit Y € Ker (A).
A(Xo+Y)=AXp+ AY = B donc Xy + Y est solution de I’équation AX = B.
On en déduit Xg+ Y = Xj.
Donc Y = 0.
A est une matrice carrée dont le noyau est réduit a {0} donc A est inversible.
La réciproque est vraie :
Si A est inversible alors A™!B est I'unique solution de 1’équation AX = B.

2. On note Cy,...,C, les colonnes de A.

10
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AX =B donc B =Y x;C}.

k=0
b(] apl1 --- ... Qon
by ai; n
= det (B,Cy,...,Cp) =det | Y a4C,Ch,...,Ch
Can Can
k=0
bp ap1 ... ... Gnn

= Zazkdet (Ck,C1,...,Ch)

k=0
= xodet (Cp,Ch,...,Cp)
Can
= xodet (A)
b() ap1 ... ... Qon
, . . . . 1 by ai;
Comme A est supposée inversible, on obtient bien zg = ———
det (A)
bn an,1 .- <. Qnn
On a de méme :
apo --- A0,i—1 bo agi+1 .-+ .- Qon
Vi [[1 ]] 1 aio .- a1,4—1 bl ari+1 .- . a1n
e |lin| x; = ——< . . . .
’ " det (A)
no --- GQnpi-1 bn Qni+l - -- -.. QAnn

3. (a) 1 est racine de multiplicité au moins n du polynéme Q(X) = (X — 1)"P(X) =

Z akXb’“

On en déduit :
vp e [0;n—1] QP (1) =0
Mais :

VPE[[ n—l Zakbk k—l (bk—p—i-l)ka_p

Cette égalité est valable meme si certains exposants sont négatifs : le coefficient qui
les précede est nul et on voit 1’égalité comme une égalité entre fractions rationnelles.
On obtient : .
Vpe[0;n—1] > apbp(by —1)... (b —p+1) =0
k=0
Ryp—1[X] = R

PR B q) n
On considere R Z ar B (by)

k=0
® est linéaire et on vient de montrer :

Vpe[Oin—1] (X (X —-1)...(X —p+1)) =

Les polynémes 1, X, X(X —1),..., X(X —-1).. (X p—+ 1) sont échelonnés en degré
donc ils forment une famille 1ibre de R,—1[X]. Il y en a n = dim (R,,_1[X]) donc ils
forment une base de R,,_1[X].

On en déduit que ® est I'application linéaire nulle.

Donc :

Vpe[0;n—1] > agbf = ®(XP) =0
k=0

11
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Exercice 15 (Mines 2022)

14z ... 1427
Calculer : :
14w, ... 142
Correction
e Premiére méthode
On fixe x1,..., 2,1 deux & deux distincts non nuls et différents de 1.
On note rg=0et z_1 = 1.
14z ... 1427
Soit f:x— :
142 ... 142"
En développant par rapport a la derniére ligne, on montre que f est polynomiale de degré
au plus n.
D’apres le cours sur l'interpolation de Lagrange :
n—1
II (= — )
j=—1

Vo eK f@) = 3 fla)2E—
1=—1
II (@i — =)

j=—1
J#i
Mais :
Vie [1;n—1]] f(z;) =0 : 2 lignes sont égales.
1+z1 ... 1427
fo = | 3
1+2p—1 ... 14274
1 e 1
r1 ... af
= : ‘| en retranchant la derniére ligne & toutes les autres
Tn—1 Tyoq
1 1
-1
1 ... aof
n—1 . .
_ H | :
bt T R A
1 1
n—1
= [] i VdM(ay,... 20-1,1)
i=1
n—1
= H:L‘Z H 1—$i)>< H (xj—xi)
i=1 1<i<j<n—1
1+ o 1+ x’f
fQy= - [ =2£(0)
1+zp—1 ... 142z,
2 .. 2

12
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Donc :

n—1 n—1

(a:—l)H(az—xi) xH(x—zl)
VzeK f(z) = f(0) = +2—=1

(=) H X H(l—xz)
=1 i=1

n—1 n—1
= H (m]—x,)xH(x—mi)<—H( -1 +2meZ>
1<i<j<n—1 i=1 i=1 i=1

Le déterminant cherché est alors :

M (@) <2sz T - 1>>

l§i<j<n i=1

La formule est valable dans le cas général par continuité.
e Deuxiéme méthode
On note A le déterminant de 1’énoncé. A
1 i
On note U la colonne | : | et pour tout ¢ compris entre 1 et n, A; la colonne
1 x;,
En développant A par n-linéarité, on obtient la somme de 2" déterminants. Ceux ou
apparait deux fois U sont nuls et il reste :

A =detcan(A1, ..., An) + Zdet Aty Ais, U A, o0 Ay)
En échangeant ¢ — 1 fois U avec la colonne située a sa gauche, on obtient :
A:detCan(Al,--'; +Z 7' 1det UAl,...,Ai_l,Ai+1,...,An)
On considere ensuite le determmant

1z ... 2t
VdM (zq,...,zp,1) =

1 =z, ... af

1 1 ... 1

En le développant par rapport a sa derniere ligne, on obtient :

VdM(.%'l, RN 1) = (—1)” ggﬁ(Al’ R ,An) + Z(—l)nJri (Cigltl(U,Al, vy i1, A, -

= (—1)” gSE(Al, R ,An) + (_1)n—1 Z(—l)i_l ggrtl(U’ Ay, A1, Ay,

1

Can

= (—1)"det(Ay, ..., Ay) + (—1)" <Agg;cl(A1,...,An)>
= 2(-1)"det(Ar,..., Ay) — (~1)"A

13
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On en déduit :

A = 2det(A1,..., n) — (=D)"VdM(z1,...,z,,1)
= 2VdM(xy,...,x H% —)"VdM (z1,...,xn,1)
i=1
= 2 H (xj—xi)Ha:k—(—l)" H Hl—a:k
1<i<j<n = 1<i<j<n k=1
= H —x; (2 H Ti— H T 1))
1§i<j<n i=1

Exercice 16 (Centrale 2022)

Pour a = (ag,...,an) et b = (by,...,b,) € C""! tels que pour tout (i,5) € [0;n]* a; + b; # 0,
on définit la matrice C(a,b) € My4+1(C) par :

v(i,7) € [0;n]* (C(a, b))is1j41 =

ai—l—bj

1. Montrer que si il existe (k,1) € [0;n]? tel que k # [ et aj, = a; alors det (C(a,b)) = 0.
2. Montrer que si il existe (k,1) € [0;n]? tel que k # [ et by = by alors det (C(a, b)) = 0.
3.

4. Donner le déterminant de la matrice V' (a) € M;,11(C) définie par :

Calculer det (C(a, b)) lorsque n = 1.

V(i,4) € [0:n]* (V(a))ig1 41 = a]

On suppose que :

i # j = a; # aj et by # b;.

CalX] = €1

P (P(bg),...,P(by))

Si on munit C,[X] et C"*! de leurs bases canoniques, quelle est la matrice, notée A,
de &7

(a) Montrer que ¢ { est un isomorphisme.

HX+a]
=0

(b) Pour tout i € [0;n], soit L; =

ﬁ(aj —a;)

J=0

J#i
Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base de C,[X].
(c) Si on munit C,[X] de la base (Lo, ..., L,) et C**! de sa base canonique, la matrice

de ® est notée B.
Quelle relation y a-t-il entre A et B?

(d) Déterminer det (C(a,b)).

Correction

1.

2.

) 1 1
Vi€ [0;n] (C(a,0)gsq 11 = a1 0; = T = (C(a,0))141 j41

La matrice C(a,b) ayant deux lignes égales, son déterminant est nul.

1 1

Vi € [0;n] (C(a, b)>z’+1,k+1 = a; + by = a; + b = (C(avb))z’+1,l+1

La matrice C(a, b) ayant deux colonnes égales, son déterminant est nul.

14
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1 1

— |aot+bo ao+bi|_ 1 _ 1
det (C(a, b)) 1 1 (o + bo)(ar = b1) (@ + br)(ar + bo)

a1 +by a1 +b;
apay + aob() + b1a1 + blbo —apal — aobl - b()al — bobl
(ao -+ b())(al + bl)(a() + b1)(a1 + bo)
aobo + a161 — a0b1 — b0a1
(ap + bo) (a1 + b1)(ap + b1)(a1 + bo)
agp(bp — b1) + a1 (by — bg)
(ap + bo) (a1 + b1)(ap + b1)(a1 + bo)
a1 —ap)(br — bo)
a1 + b1)(ag + b1)(ar + bo)

_ (
(a0 + bo)(

4. 1l s’agit d’un déterminant de Vandermonde.
det (V(@) = [[ (a;—a)
<i<j<n
5. On vérifie facilement que @ est linéaire.
Si P € Ker(®) alors P a n + 1 racines deux a deux distinctes tout en étant de degré
inférieur ou égal a n. P est donc le polyndéme nul.
On en déduit que le noyau de ® est réduit au polynéme nul.
® est donc injective. L’espace de départ et ’espace d’arrivée étant de méme dimension
finie, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
La matrice de ® dans les bases canoniques de C,,[X] et de C"*! est donc une matrice a
n + 1 lignes et n 4+ 1 colonnes. '
Le coefficient a I'intersection de la i + 1-¢me ligne et de la j + 1-iéme colonne est b!. C’est
donc une matrice de Vandermonde : A = VdM (bo, ..., by).

6. Cf le cours sur 'interpolation de Lagrange.

Donc A = BM ou M est la matrice de idc,[x] avec la base canonique au départ et la
base (Lo, ..., Ly) a l'arrivée.

On l'obtient en écrivant en colonne les coordonnées des polynémes de la base canonique
dans la base (Lo, ..., Ly).

La formule :

VP € Cy[X] P =) P(—a;)L;
=0

a été vue en cours.
On en déduit que M = VdM(—aq, ..., —ay).

15



TD algebre linéaire 2025-2026 Chapitre 3

8.
H (bi + ak)
k2
V(i,j) € [0;n]? Biy1jm1 = Lj(bh) = -———
I (ax — ay)
k=0
k#j
1T+ ax)
_ I k=0
bi +a;
" (ax —ay)
k=0
kg
H (b; + ag) est indépendant de j et H (ar, — aj) est indépendant de i donc :
k=0 k=0

k#j
H(Hmm)
det (B) = =2 k=0 det (C(a, b))
H H(ak—aj)
=0\

1 <ﬁ(bi+ak)>
i=0 =
11 (bj—bi):(_l)n(nl)gon et Clad) T (o +a)

0<i<j<n a; 0<i<j<n
0<i<j<n
On en déduit :
(1 L (e = a)? 1
0<i<j<n
det (C(a,b)) = [ (b —bs) ——
0<i<j<n (-1) (n=1)/2 H (a; —

et apres simplification :

T ®i=0) I] (a5—a)

det (C(a, b)) = == P

Cette formule reste valable si les a; ou les b; ne sont pas deux a deux distincts.

6 Polynéme caractéristique
Exercice 17 (X 2021)

Soit A € M, (R) telle que A3 — 34% + 34 = 0.
Montrer que la trace et le déterminant de A sont des entiers divisibles par 3.

16
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Correction

A est annulée par le polynome X3 —3X2 +3X = (X —1)3 + 1.

Les valeurs propres complexes de A sont racines de ce polynoéme.

Les racines de ce polynéme sont 0, 1 — j et 1 — j2.

A étant réelles les valeurs propres de A sont 1 — j de multiplicité o, 1 — j2 de multiplicité o et
0 de multiplicité n — 2a.

La trace de A est donc a(1 —j + 1 — j2) = 3a.

Le déterminant de A est 0"2% x |1 — j|**.

1—j?=(1-4j)(1—-752) =1—j—j2+ % =3 donc le déterminant de A vaut 0”232,
Sin—2a >0, le déterminant de A est nul. C’est bien un entier divisible par 3.

Sin—2a =0, alors n est pair et det (A) = 3"/2 on g € N*. C’est bien un entier divisible par 3.

Exercice 18 (Mines 2023)

Soit A € M,,(C) nilpotente d’ordre p.
1. Montrer que p < n.
0 0 O
2. Soit A=1-2 0 0
0 1 0
Montrer qu’il n’existe pas de matrice B € M3(C) telle que B? = A.

Correction
Exercice 19 (Mines 2023)

Soit A € M,,(C) nilpotente d’ordre p.
1. Montrer que p < n.

0 00
2. Soit A=1-2 0 0
0 10

Montrer qu’il n’existe pas de matrice B € M3(C) telle que B? = A.

Correction

1. AP =0 donc le polynéme XP annule A.
A n’a donc qu’une seule valeur propre complexe possible : 0.
Mais x4 est un polynéme unitaire de degré n donc par d’Alembert-Gauss, x4 = X™.
Par Cayley-Hamilton A™ = 0.
Mais p est le plus petit entier k tel que A* =0 donc p < n.
2. xa = X3 : c’est immédiat puisque A est triangulaire.
Par Cayley-Hamilton, A3 = 0.
Supposons qu’il existe B € M,,(C) telle que B? = A.
B% = A3 =0 donc B? = 0.
On en déduit B* = 0.
0 00
Mais B*=A42=| 0 0 0] est non nulle : on aboutit & une contradiction.
-2 00

Exercice 20 (X 2015, 2016)

17
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Soient A € GL,(R), C € My 1(R) et L € My ,(R).
On pose B = CL.

Montrer :

A+ B inversible <= LA™'C # —1

Correction

e Premiére méthode
Soit X € Ker (A + B).
AX + BX =0.
Mais BX = (CL)X = C(LX) ou LX est un nombre donc BX = (LX)C.
Donc AX = —(LX)C et X = —(LX)A~'C est colinéaire & A~'C.
En d’autres termes Ker (4 + B) C RA™!C.
Réciproquement,
(A+ B)A"'C=C+ (LAT'C)C=(1+LA™IO)C.
Si C =0 alors A+ B = A est inversible.
SiC#0et LATIC # —1 alors A~1C n’appartient pas a Ker (A + B).
On en déduit Ker (A + B) = {0} puis l'inversibilité de A + B.
Si LA71C = —1 alors Ker (A + B) = RA™!C n’est pas réduit & {0} et A + B n’est pas
inversible.

e Deuxieme méthode

det (A+B) = det (A (L, +A7'B)) = det (A) x det (L, + A~ B)
= (=1)"det (A) x det (~I, — A7'B)
= (=1)"det (A)xa-15(-1)

Le rang de A~ B est égal au rang de la matrice B.
B est de rang 0 (si L ou C = 0) ou de rang 1.
Donc 0 est valeur propre de A~!B et le sous-espace propre associé est de dimension au
moins n — 1.
Donc 0 est valeur propre de multiplicité au moins n — 1 de A~!'B.
La derniére valeur propre est la trace de A1 B.
Donc x4-15(X) = X" (X —tr (A~!B)).
Donc det (A + B) = det (A)(1 + tr (A1 B)).
Or tr (A7'B) = tr (A"'CL) = tr (LA'C) : la propriété tr (M N) = tr (N M) est valable
avec M € M, , et N € M, ,, on peut au besoin demander de la justifier.
Mais LA~1C € M;(R) donc tr (LA~'C) = LA~'C.
On conclut facilement.
e Troisieme méthode
On suppose LA™IC = —1.
A+B=A+CL=A(I,+ A'CL)
AN A+B)=1,+A"'CL
LAY A+B)=L(I,+A7'CL) =L+ LA7'CL=L+ (-1)L=0
LA™' #0car LA7'C = —1
Donc A+ B ¢ GL,(R).
Par contrapposition :
A+ B inversible = LA7!C # —1

On suppose A + B non inversible.

18
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Il existe X colonne non nulle telle que (A + B)X = 0.
(A+CL)X =0
LX # 0 sinon AX = 0 (avec la ligne précédente) avec X # 0 et A inversible.
On multiplie par LA™ & gauche :
LX+LAT'CLX =0
(14+ LA7'C)LX =00t 1+ LA7!C est un réel et LX un réel non nul.
Donc 1+ LA-'C =0.
e Quatrieme méthode
A+B=A+CL=A(I,+A"'CL)
A est inversible donc le rang de A + B est égal a celui de I,, + A~!CL.
A71CL est de méme rang que C'L qui est de rang 0 ou 1.
Les valeurs propres de A~'CL sont 0, ...,0,tr (A~'CL).
Les valeurs propres de I, + A~'CL sont 1,...,1,tr (A~'CL) + 1.
On en déduit :
A+ B inversible <= tr (A7'CL) + 1 # 0 <= tr (A"'CL) # —1
Mais A"'CL = (A7'C) x L avec A71C € M, 1(R) et L € M ,(R) donc :
tr (A"1CL) = tr (LA~1C) (& rejustifier ?)
Or LA71C € M;(R) donc tr (LA~'C) = LA~C.
D’ou le résultat.

Exercice 21 (CCP 2019)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u et v deux endomorphismes de E.
1. Montrer que si 0 est valeur propre de u o v alors 0 est valeur propre de v o u.
2. Dans les questions 2 et 3, on suppose que u et v sont bijectives.

(a) Exprimer det (aw — v o u o v) en fonction de xyo, () et de det (v), puis en fonction de
Xvou(e) et de det (v).
En déduire xyor = Xvou-

(b) Montrer que u o v et v ow ont les mémes valeurs propres.

3. Soit A une valeur propre de uo v et de v o u.
Soit E le sous-espace propre de u o v associé a A.
Soit E le sous-espace propre de v o u associé & .

(a) Montrer que v(Ey) C E\.
On montrerait de méme que u(E}) C Ej.

(b) Montrer que dim (E)) = dim (E}).
(c) Montrer que si uo v est diagonalisable alors v o u est diagonalisable.

4. On suppose Sidg — u o v bijective. On note w sa bijection réciproque.
Montrer que (fidg —vowu)(Idg +vowou) = fidg.
En déduire Sidgp — v o u bijective.

5. Montrer que u o v et v o u ont les mémes valeurs propres.

Correction

19
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2. (a

(c

0 € Sp(uov) <= det(uowv)=0
<= det(u)det (v) =0
<= det(v)det(u) =0
< det(vou)=0
<= 0€Sp(vou)

) det (av —vouowv)=det (v)xyon(a) = det (v)Xyou()
v étant bijective, on conclut facilement.
uov et vowu ont le méme polynéme caractéristique !

Soit x € E).
wo(x) = Ax.
Donc (vu)(v(z)) = Av(zx).
D’ou v(z) € E.
On a bien v(E)) C Ej.
) w et v étant bijectives, elles conservent la dimension.
On déduit des inclusions de la question précédente :
dim (E)) < dim (E}) et dim (E}) < dim (E))
) Il y a équivalence en fait. On utilise la caractérisation avec la somme des dimensions
des sous-espaces propres.

4. On adonc Bw —uovow=Pw—wouov =idg.

(Bidp —vou)(Idg +vowou) = fidg+ fvowou—vou—vouovowou
= pidg+ pvowou—vou—v(fw—idg)ou
= pPidg+ pvowou—vou—fvowou+vou
= pidg

Si 8 # 0, on a bien Bidy — v o u inversible.
Si 8 =0, on a supposé —u o v inversible. u et v le sont donc ainsi que —v o u.

5. E

n inversant le role de u et de v, on a :

Bidg — u o v inversible <= Bidg — v o u inversible.
On conclut facilement.

Exercic

e 22 (Mines 2021)

n

Si P= Z apX* est un polynoéme non nul, on appelle valuation de P, et on note Val(P) le plus

k
petit ent

=0

ier k tel que ai est non nul.

Par convention, la valuation du polynéme nul est 4oc0.
Soit (4, B) € M, (C)%

Soit P le polynoéme tel que :

Vt € C P(t) = det (tA + B)

Montrer

que le rang de A est supérieur ou égal au degré de P et que le rang de B est supérieur

ou égal a n — Val(P).

Correction
Plusieurs méthodes sont possibles :
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e Premiére méthode
Soit r le rang de A et s celui de B.
det (tA + B) est le déterminant dans la base canonique de la famille (¢C;(A) 4+ C;(B)), <j<n:
Le développement par multilinéarité de ce déterminant est une somme de 2™ termes : pour
chaque colonne on choisit la colonne de A ou celle de B.
Si on choisit la colonne de A plus de r + 1 fois, on a le déterminant d’une famille liée : il
est nul.
Il ne reste donc que les déterminants ot on a choisi au plus r fois tC;(A). Ils sont tous
de degré au plus r donc leur somme aussi.
De méme si on choisit la colonne de B plus de s+ 1 fois, on a le déterminant d’une famille
liée : il est nul.
Il ne reste donc que les déterminants ot on a choisi au plus s fois C'j(B) et donc au moins
n — s fois tC}j(A). Ils sont tous de valuation au moins n — s donc leur somme aussi.
On a donc Val(P) > n — s donc s > n — Val(P).
e Deuxieme méthode
Le déterminant d’une matrice étant une fonction polynoémiale de ses coefficients, la défi-
nition de P est bien celle d’un polynome.
Soit r le rang de A.
Si r = n alors A est inversible et :
Vt € C P(t) = det (A) det (tI, + A7 B) = det (A)x_4-15(t)
Comme det (A) est non nul, P est de degré n égal au rang de A.
Sir =0 alors A est nul, P est le polynéme constant égal a det (B).
Si B est inversible, P est de degré 0, inférieur ou égal au rang de A.
Si B n’est pas inversible, P est de degré —oo, inférieur ou égal au rang de A.
On suppose désormais 0 < r < n.
Soit P la matrice de passage de la base canonique de C" a une base de C" adaptée au

noyau de A :
A=P (8 ﬁ2> P~!avec Ay € My_p,r(C) et Ay € M,.(C)
4
1 s s s -1 Bl B2 —1

P~'BP € M,(C) peut s’écrire : P"'BP = B B P~ avec By € M,_,(C),
3 Dy

B € Mn_r,r((C), B3 € Mn_r,r((C) et By € MT(C)

N . By By +tAs . 7"Bl 1/tBQ+A2 o T

vVt € C* P(t) = |B3 BitiAy 1By 1/tBy+ Ay en utilisant la linéarité par rap-

port a chaque colonne.

B 1/tBs+ Ay B A

€ C donc :

Bz 1/tBy+ A4 |t|5+ |B3 A4
P(t) = O(t") lorsque le module de ¢ tend vers +oo.

Mais si P est non nul P(t) ~ aqt? ou d est le degré de P donc d < r.

Si P est nul, P est de degré —oo, inférieur ou égal au rang de A.

P est nul par exemple si la premiére colonne de A et la premiére colonne de B sont nulles.

Si B est nulle, alors :

Vit e C P(t) =t"det (A)

Donc P est de valuation n ou +oo0.

Donc n — Val(P) = 0 ou —oo inférieur ou égal au rang de B.

Si B est inversible alors rg(B) = n > n — Val(P) car la valuation de P est positive.
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On note alors r le rang de B qu’on suppose strictement compris entre 0 et n.
Soit P la matrice de passage de la base canonique de C" & une base de C™ adaptée a

I'image de B :
B=P (Bé)l BE)Q> P~ avec B; € M,(C) et By € M, ,,—(C).

P~1AP € M,(C) peut s’écrire : P~AP = <A1 Az
As Ay
M n—r(C), B € My (C) et By € M,,_.(C)
By +tA; By +tAs By +tA; By +tAs
Vt € C P(t) = tAs 1A, A A
rité par rapport a chaque ligne.
By +tA; By +tAs
As Ay
divise le polynéme P.
Par conséquent, Val(P) > n —rg(B) et on conclut facilement.

)P‘l avec A1 € M, (C), Ay €

=T en utilisant la linéa-

La fonction ¢ — étant elle-méme polyndémiale, le polynéme X"

7 Matrices diagonalisables

Exercice 23 (Mines 2019)

0 1 «
Etude de la diagonalisation de M (a) = |1 0 0 | dans M3(C)
01 0
Correction
e Premiére méthode
Soit A € C et X € C3.
To + axs = A1 A= X—a)zz3=0
AX = AX <= (21 = \zo — xlz)\2:c3
T = )\.%'3 T = )\.%'3
SiAN—A—a#0:
xr3 = 0
AX=DX<—=<(21=0 <= X=0
o =0

SiN—-A—a=0:

_ )2
AX = \X = T = A
.7}2:)\.1‘3
)\2
Ker(A—X3)=C| A
1

On en déduit :
A € Sp(A) <= Aracinede P = X? - X — «
et alors dim (E)(4)) =1
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On en déduit :

A diagonalisable sur C <= Z dim (E)(A) =3
AESp(A)
Card(Sp(4)) =3

P a trois racines simples dans C

1y

1
P'(X) = 3X? — 1, ses racines sont : 2 = +—=. Seuls ces deux nombres peuvent &tre

V3
2 2v/3

Pour ces deux nombres : 2% — z = z(22 — 1) = —3%= iT
2V3

Finalement : M («a) diagonalisable <= o # iT

racines multiples de P.

e Deuxiéme méthode

YA EC Xpra(N) = det (A3 — M(a))

A -1 —«a
= |-1 X 0
0 -1 A
A0 -1 -«
= M A Ter s
= N-)A-a
-2 1 «
De plus, on remarque que la matrice M (a)—Als = | 1 =X 0 | est de rang supérieur
0 1 =X

ou égal a 2 car les deux premiere colonnes sont échelonnées.

On en déduit que le noyau de Ker (M (a) — Al3) est de dimension 0 ou 1 et donc que les
sous-espaces propres de M («) sont de dimension 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de M («) est égal au cardinal de son
spectre donc :

M («) diagonalisable <= Z dim (E)\(M(a))) =3
AESp(M (w))
<= Card(Sp(M(a))) =3

= XM(a) = X3 — X — « a trois racines simples dans C

1
X/M( ) (X) = 3X? — 1, ses racines sont : z = £——. Seuls ces deux nombres peuvent é&tre

V3
2 2v/3

Pour ces deux nombres : 2% — z = z(22 — 1) = 3% = iT
2v/3

3
Finalement : M («) diagonalisable <= a # iT

racines multiples de xpz(q)-

Exercice 24 (Mines 2021)

2wy 2

Soit (z,y,2) € C3\ {(0,0,0} et M = |2y 3> yz
vz yz 22
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1. CNS pour que M soit diagonalisable.

2. Dans le cas ou M n’est pas diagonalisable, montrer qu’elle est semblable a

o O O
o O O
o O =

3. Calcul de MP pour p € N*.

Correction
La matrice M est symétrique donc si (x,v,2) € R3, elle est diagonalisable.
Par contre, dans le cas général on ne peut rien dire a priori.

1. Plusieurs solutions sont possibles, la remarque fondamentale étant que M est de rang 1.
Je propose la solution suivante :

T
Soit X = |y
z
M=XXT
Par conséquent :
1
WY = g1 | € M31(C) MY = (XXT)Y = X(XTY) = (XTY)X = (z1 + yyr + 221) X
21
I
X étant non nul, Ker (M) =Y = | y1 | € M31(C) tq zz1 +yy1 + 221
21

0 est donc valeur propre de M. Le sous-espace propre associé est de dimension 2, la
multiplicité au moins 2.

Il nous manque une valeur propre, c’est tr (M) = 22 + y? + 22

On en déduit :

M diagonalisable <= 2% + 3% + 22 # 0.

En effet si 22 +y2+ 22 = 0 alors 0 est valeur propre triple et le sous-espace propre associé
est de dimension 2.

Si 22 +y? + 2% # 0 alors 0 est valeur propre double avec un sous-espace propre associé de
dimension 2 et 22 4+ y? + 22 est valeur propre simple avec un sous-espace propre associé
de dimension nécessairement égale a 1.

2. On suppose donc 22 + y? + 22 = 0.
MX = (2?2 + 92+ 2)X =0: X € Ker (M).
X est non nul et Ker (M) est de dimension 2 donc il existe Y € Ker (M) tel que (X,Y)
est une base de Ker (M).

1/z 0 0
(x,y,2) # (0,0,0) donc Z=| 0 |ouZ = |1/y| ouZ = | 0 | est bien défini et
0 0 1/z

c’est un antécédent de X.

Montrons que (X,Y, Z) est une base de R3.

Soit (a,b,c) € C3 tel que aX +bY +cZ = 0.

On multiplie par M a gauche : il reste ¢X = 0 avec X # 0 donc ¢ = 0.

Il reste aX + bY = 0 avec (X,Y) libre donc a = b = 0.

(X,Y, Z) est une famille libre de trois vecteurs de R? qui est de dimension 3 donc (X, Y, Z)
est une base de R3.

Si P est la matrice de passage de la base canonique de R & (X,Y, Z) alors P"'MP =
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o O O
o O O

1
0
0

3. M? = (XXT)(XXT) = X(XTX)XT avec XTX € M;(C) qu’on peut identifier & C.
Donc M? = (XTX)XXT = (22 + 4 + 22) M.
On peut en déduire par récurrence :
Vp e N* MP = (2?2 + 42 + 22~ 'M

Exercice 25 (Centrale 2015, maths 1)

1
0 - 0 0
g

n

— 0 _

n _1 n

Soit M=|¢o ” g 0| € Mnii(R).

Lo

0 ... 0 = 0
n

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Indication fournie par ’examinateur (mais quand ?)

On pourra penser & exprimer ’endomorphisme associé a la matrice M dans la base canonique
de R, [X].

Remarque

Cet exercice est tombé, sans indication, aux Mines en 2022.

Correction

Soit ¢ I'endomorphisme de R,,[X] dont la matrice dans la base canonique est nM.
o(l) =nX

e(X)=m-1X%2+1

0(X?) = (n—2)X%+2X

P(X7) = nx!

o(XF) = (n — k) XF1 4 kX*F1 =nXP - X2P' + P' ou P = X",

VP € R,[X] p(P) = (1 — X%)P' +nXP

On s’intéresse donc & 'équa diff (1 — 22)y’ + nxy = Ay

On travaille sur | — 1, 1[.

,  A—nw
) 1 mgy
A—nx dx T
/1—x2dx - A/l—xz_n/l—xde
A [1+z| n 9
= §ln - +§ln’1—a:‘
1+2\2
n A+n n—A\
y:o(l_g) (1—22)5=C(1+2) 2 (1-2)"%
A =2k
Il y a une solution polynomiale non nulle <= { +7;\ o avec (k,l) e N
n — _=
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= A=n—-2letk+l=ndoule{0;...;n}.
Réciproquement si A =n — 2l avec [ € {0;...;n}.
A+n=2n—-2l=2kavec k € N
Etant donné que | — 1, 1] est infini, si P est solution sur | — 1, 1[ il l’est aussi sur R.
D’ott les solutions polynomiales non nulles :
P=C(1+2)"'(1—2) avecl €{0;...;n} et \=n —2I.
Ces polynémes appartiennent a R, [X]. )
n—

n -n
M a donc n + 1 valeurs propres distinctes : —, ,...,— donc M est diagonalisable et on
n.n n

a les sous-espaces propres.

Exercice 26 (Mines 2001)

a b ¢ d
. |1 e f g .
Soit A = 01 h il Montrer que :
0 0 1 j
A diagonalisable <= A posséde 4 valeurs propres distinctes.
Correction
Soit A € K.
a—A b c d
1 e—A f N y
A— Ay = 0 1 B est de rang 3 ou 4 a cause de 1’échelonnement.
0 0 1 ji—A

Donc les sous-espaces propres de A sont de dimension 1.
La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égal au cardinal du spectre de A
donc :

A diagonalisable <= Z dim (Ey(A)) =4
AESP(A)
<= Card(Sp(4)) =4

Exercice 27 (D’aprés X 2011)

Soient a € C* et M = (m; j)1<ij<n oU : Y(i,]) € [1;n]? mi; = at=a.
1. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de M.
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Correction
De nombreuses méthodes sont possibles pour cet exercice :
e Premiere méthode
Soit A € C.
X (\) est le déterminant de la matrice dont le coefficient & I'intersection de la iéme ligne
et de la jéme colonne vaut —a’7 sii# jet A\—1sii=j.
Compte tenu des propriétés des déterminants, on factorise o’ dans la iéme ligne.
X (A) = ol T2 A ] ot A est le déterminant de la matrice dont le coefficient & I'inter-
section de la iéme ligne et de la jéme colonne vaut —a =7 sii # jet a *(A—1) = a™(A—1)
sii=j.
On factorise ensuite a7 dans la jéme colonne.
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xu(A) = alt2Hetng = (42440 Ay ot Ay est le déterminant de la matrice dont le coef-
ficient a l'intersection de la iéme ligne et de la jéme colonne vaut —1 sii# j et A — 1 si

i=7.
On ajoute ensuite toutes les lignes a la premiere :
A—n A—n ... A—n 1 1 1
-1 x=-1 ... -1 -1 Ax=-1 ... -1
XM(A) = : =(A—n) ‘
-1 e | -1 ... =1 X-=1
On ajoute ensuite la premiere ligne a toutes les autres :
1 1 ... 1
0O X ... 0
xu(A) =A—=mn)|. = A"\ —n)
0 ... 0 A

Les valeurs propres de M sont n simple et 0 de multiplicité n — 1.

x1

€Ey(M) < Vie[lin] > aa;=0

T, =1

n
< Vie[l;n] aiZa_jwj =0
j=1

n
<— Zaijmj =0
j=1

n—1
= Ty =— Z a" g,
j=1
1 0
o | [0 :
On en déduit que Ey(M ) est de dimension n—1 et a pour base : , : e 1
0 0
_anfl _aan —a

n étant valeur propre simple, on peut affirmer que le sous-espace propre associé est de
dimension 1.

X est scindé et la dimension de chaque sous-espace propre est égale a la multiplicité
donc M est diagonalisable.

Reste a trouver un vecteur propre pour la valeur propre M.

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles sont toujours dans I'image

1
a
qui est ici la droite engendrée par la colonne v =
anfl
Vi € [1;n] (Mv); = Z aIad Tt = Z a1 =na"! = ny;
j=1 J=1

Donc Mv = nw.
Comme n est valeur propre simple, E, (M) = Co.
¢ Deuxieéme méthode
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Y(i, ) € [1;n]? mi; = at=l = al7I g1 = alfjmm
Donc :

Vj € [1;n] Cj(M) = a'~IC1 (M)

De plus C1(M) # 0 donc M est de rang 1.
Classiquement :

M diagonalisable <= tr (M) # 0

Comme tr (M) = n, M est diagonalisable.

Les valeurs propres de M sont 0 de multiplicité n — 1 et n simple.
Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 0 est 'hyperplan d’équation
a" oy 4+t azn_1 + 2, =0

1
a
Sion note v = | @2 alors :
an—l
n n
Vi € [1;n] (Mv); = Zai_jaj_l = Zai_l =na"' = ny;
Jj=1 Jj=1

Donc Mv = nw.
Comme n est valeur propre simple, E,, (M) = Cov.
e Troisieme méthode
V(i,j) € [L;n]? mij = a*9 = a'a™l
a
a2
On note C' la colonne | | | et L la ligne (a‘l a”? ... a_”) de sorte que M = C'L.

an

On a alors pour une colonne X : MX = (CL)X = C(LX) ou LX est une matrice a une
ligne et une colonne, qu’on peut identifier & un nombre donc :
z1

VX =|:|eC"MX= (Z ajmj> C
Tn =1
C étant non nulle :

z1

€ Ey(M) <= Vie[lin] ) az;=0

T =1

n
<~ Vie[l;n] aZZaf]:cj =0
j=1
n -
= > alz;=0
j=1
n—1

= zy=—) ad"u
J=1

28



TD algebre linéaire 2025-2026 Chapitre 3

o | [ 0
On en déduit que Ey(M) est de dimension n—1 et a pour base : , : ey 1
0 0
_an—l _an—2 —a

Soit A € C*. Iy
Si MX = )X alors X = TC est colinéaire a C.

n n
Réciproquement MC' = (Z ajcj> C = (Z ajaj) C = nC donc M a une seule
j=1 J=1

valeur propre non nulle : n, le sous-espace propre associé étant la droite dirigée par C.
La somme des dimensions des sous-espaces propres de M vaut n donc M est diagonali-
sable.

Exercice 28 (X 2020)

Soit A € M,,(R) diagonalisable.

0 24
—A 3A
Indication (donnée a quel moment ?)
Cas n = 1, puis généralisation.

La matrice B = ( est-elle diagonalisable 7

Correction
0 2a

> avec a € R.
—a 3a

On commence par le cas n =1 ie B = (

0 2

-1 3)

xo=X?—tr(C)X +det(C) = X? -3X +2= (X - 1)(X —2)
Xc est scindé a racines simples sur R donc C' est diagonalisable.

Des calculs simples donnent F;(C) =R <§> et Fr(C) =R G)

BzaCavech(

21 10
— -1 _ _
On a donc C'= PDP awecP-(1 1> etD_<O 2).
Passons au cas général.

A est diagonalisable donc il existe @ € M, (R) inversible et A € M, (R) diagonale telle que
A=QAQ.

: 2Q Q
Soit R = .
L’inverse de P est _11 _21
Un calcul par blocs donne :

20 Q\(Q' —Q "\ _ (I, 0)_,
Q @)\~ 207") 0 I,) ™

N———
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Donc R est inversible d’inverse <

_ Q™ =7\ [ 0 24) (20 Q
_ (et —Qh (24Q 24Q
—o\-QT 207 )\ AQ  24Q

_ (Q7MAQ 0 (A 0
- 0 20714Q )\ 0 2A

R™!BR est diagonale (et pas seulement diagonale par blocs) donc B est diagonalisable.
Autre méthode : on cherche les couples propres.

X X 24Y = )\ X
B =\ <—
Y Y —AX +3AY = )Y

On commence par le cas A = 0.

X 0 24Y =0
B = —
Y 0 —AX +34Y =0
AX =0 X € Ker (A)
— —
AY =0 Y € Ker (A)

On en déduit que Ker (B) est isomorphe & Ker (A4) x Ker (A).
Donc :
0 valeur propre de B <= 0 valeur propre de A

et dans ce cas :
dim (Ep(B)) = 2dim (Ep(A))
On considere ensuite A # 0.

2 2
X X X =AY X =AY
B v]= A v S 9 <= A
—XAQY +3AY =)\Y —2A%Y + 30AY = \%Y
X = 2ay
<~ A
(N2L, —3AA +24%)Y =0
X = gAY X = gAY
S A S A
(M, — A)(NI,, —2A)Y =0 (M, —2A) (M, — A)Y =0

Si A n’est valeur propre ni de A ni de 2A alors les matrices A\I,, — A et A\, — 2A sont inversibles
et :

o(3) =) =

A n’est pas valeur propre de B.
Si A est valeur propre de A mais A n’est pas valeur propre de 2A4 :
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2
B<X>:)\<X><:> X =34y <:){Xzzy
Y Y Y € E\(A) Y € Ex\(A)

Dans ce cas, A est valeur propre de B et :
dim (Ex(B)) = dim (E,(A))
Si A est valeur propre de 24 mais A n’est pas valeur propre de A :

2
B<X>:)\<X><:> X:XAY <:>{X:Y
Y Y Y € E\(24) Y € E\(24)

Dans ce cas :

A est valeur propre de B et :

Si A est valeur propre de A et de 2A alors, en restant dans le cadre du programme de PC (ie
sans utiliser le théoreme de décomposition des noyaux) :

2
B(if) :)\Gf) S
(A, —2A)Y € E\(A)
On a classiquement :
dim (uv=(F)) = dim (Ker (u)) + dim (Im (u) N F)
Si AX = AX alors X = (24 — \I,) (i\X) donc E)(A) C Im (A, — 2A)

On en déduit que A est valeur propre de B mais cette fois :
dim (E)(B)) = dim (E)(24)) + dim (E)(A))

> dim(Ey(B)) = 2dim(Ey(A))+ > dim(E\(A)) + > dim(E) (24))
A\eSp(B) AESP(A)\(Sp(24)U{0}) AESP(24)\(Sp(A)U{0})
+ > (dim(E(A)) + dim(E)(24)))
AE(Sp(A)NSp(24))\{0}
= 2dim (Ey(A)+ > dim(Ex(A)+ Y. dim(Ex(24))
AESp(A)\{0} AESp(24)\{0}

Le noyau de A est le méme que celui de 2A donc :

> dim(E\(B)) = > dim(Ey(A)+ > dim(Ex(24))

AESP(B) AESP(A) AESP(2A4)

Par hypothese, A est diagonalisable. On en déduit facilement que 2A 1’est aussi donc :
Z dim(E)(B)) = 2n et B est diagonalisable.

AESP(B)

Exercice 29 (X 2020)

Soient A € M,,(C) et B € M,(C).
alle e a17nB

On définit A® B = :
an1B ... apnB
1. Montrer que si A et B sont inversibles alors A ® B est inversible.
2. Montrer que si A et B sont diagonalisables alors A ® B est diagonalisable.

Correction
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e On commence par montrer :
V(Al, AQ) € Mn((C)Q V(Bl, Bg) S ./\/lp((C)2 (Al & Bl) X (A2 ® Bg) = (AlAg) ® (BlBQ)
Pour cela on se donne (A1, A2) € M,,(C)? et (By, B2) € M,(C)2
A1 ® By et Ay ® By sont deux matrices n X n par blocs, tous les blocs étant p x p.
Donc (A1 ® By) x (A2 ® Ba) est bien définie. C’est une matrice n x n par blocs, tous les
blocs étant p X p.
Le bloc (7,j) est :

n

Z(Al)i,kBl~(A2)k,jB2 = Z (A1)ik(A2)k ;B1Bo2)
k=1 k=1

= (Z Al zk A2 )BlBQ (AlAQ)i,jBlBQ

Donc :
(A1 ® B1) X (A2 ® Ba) = (A142) ® (B1B2)
e On passe a la premiére question.
On se donne A € GL,(C) et B € GL,(C).
(A9 B)x (A '@ B )= (AA Y@ (BB =1,® 1, = I,
Donc A x B est inversible et (A® B)™' =A=' @ B~
e On passe a la seconde question.
On se donne A € M,,(C) diagonalisable et B € M,(C) diagonalisable.
P € GL,(C) tq P~'AP = D avec D € M,,(C) diagonale.
3Q € GL,(C) tq Q7 'BQ = A avec A € M,,(C) diagonale.

(PRQ) . (A®B).(P®Q)

(P ® Q™) ((AP) ® (BQ))
= (PT'AP)® (Q7'BQ)

= D®A
diitA 0 0
DA = 0 0 est diagonale et pas seulement diagonale par blocs ?
0 0 dpnA

8 Utilisation d’un polynéme annulateur

Exercice 30 (Mines 2011)

Soit A € M3(R) telle que A* = A%, On suppose que 1 et -1 sont des valeurs propres de A.
La matrice A est-elle diagonalisable 7

Correction
e Premier cas : 0 € Sp(A)
A € M3(R) a au moins trois valeurs propres distinctes. Comme elle ne peut pas en avoir
plus, elle en a exactement 3 et A est diagonalisable.

e Deuxiéme cas : 0 € Sp(A)
A est inversible donc A% = I3.
u4 est donc une symétrie et ua est diagonalisable.
A est donc diagonalisable.
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Exercice 31 (Mines 2012)

Trouver M € M, (R) telle que M® = M? et tr (M) = n.

Correction :

Soit A une valeur propre complexe de M.
Soit X un vecteur propre associé.
M5 = M? donc MX = M5X = M?X = \2X

X est non nul donc A’ = A% donc A =0 ou \* = 1.
Les valeurs propres complexes de M sont donc :

1 de multiplicité g
7 de multiplicité v

0 de multiplicité a (en autorisant a & étre nul).

e j de multiplicité v (la méme que j puisque M est réelle)
Avec la trace, on obtient :n =8 +~y(j +7) = -7
Donc = n+ v > n. Mais 8 est inférieure a n (le degré de xps) donc 5 = n.
On en déduit que M a une seule valeur propre (réelle ou complexe) : 1 de multiplicité n.

Donc M est inversible et M3 = I,,.

(M_ In)(M _jln)(M _jln)

(M_In)(M2_(j+;)M+|j|2In) = (M_In)(M2+M+In)
M3 —M*+M?>—-M+M—1,=M—1,
0

Mais M — jI,, et M — jI, sont inversibles car j et j ne sont pas valeurs propres de M donc

M =1I,.
La réciproque est triviale.

33



