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Suites et séries de fonctions
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1 Modes de convergence d’une suite de fonctions

Exercice 1

R+ — R
Pour tout n € N, soit f, nx
T
1+ n3 a2

1. La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle simplement sur Ry ?

2. La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément sur R 7

Correction
1. Siz =0, fo(z) = fn(0) =0 —— 0
1n—>+oo
Siz >0, fn(x) o= —0

~ n3z2 % n—-+00
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers 0 sur R...
n(1 — n3z?)
(1 + n322)2
- 1 1 A L
fn croit sur |0; —5| de 0 & ——= puis décroit de a 0.

" n3/2 2\/n 2\/n

1
Vn e N* | follo = ﬁ

La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur R..

2. Vne NVz e Ry fl(z) =

Exercice 2

. [0; ﬂ —R

Pour tout n € N, soit f, 2

x +— sin (z) cos™ (x)

1. La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle simplement sur [0; 72r] ?

2. La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément sur [O; g] ?

Correction
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1. Siz =0, fo(z) = fn(0) =0 ——0

n—-+o0o

Siie]o;g},ogcos(x) < 1 donc cos" (z) —— 0

n—-+4o0o

La suite de fonctions (f,) converge simplement vers 0 sur [O; g]

2. Vn € NVz € Ry f/(x) = cos™ ! (z) (n+ 1) cos? (z) — n)

n
On pose x,, = arccos (1 / )
n+1

fn croit sur [0; z,,] puis décroit.

x, — 0 donc sin (z,) —— 0
n—r—+oo n—-+00
Vn € NO < cos™ (z,) <1

Donc fp,(xy) = 0

T
La suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers 0 sur [O; 2].

Exercice 3

R+—>R

nr

Pour tout n € N, soit f,
Tz n*re”

1. La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle simplement sur R ?
2. La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément sur Ry 7
Correction
1. Siz =0, fu(x) = f,(0) =0 ——0
n—-+0o
Six>0,ze™™ —— 0
n——+00

La suite de fonctions (f,) converge simplement vers 0 sur R;..
2. Vn e NVz € Ry f](x) =n®e (1 — nx)

1 nafl a—1
fn croit sur [O; } de 0 a puis décroit de a 0.
n
na—l
Vn €N fullog ="

e Premier cas : a <1
La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur R.
e Deuxiéme cas : o > 1
? . . *
Il n’y a pas convergence uniforme sur Ry, ni sur R .

Exercice 4

0;1] — R

4 —(Inx)* |
WSII‘#O
0 —1

Pour tout n € N, soit f, { z +—

1. La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle simplement sur [0; 1] ?
2. La suite de fonctions (fy)nen converge-t-elle uniformément sur [0;1] ?

Correction
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1. e Premier cas: z =0
fa0) =1 T -1 1
e Deuxiéme cas : 0 <z < —

e
In (z) < —1 donc (In (z))*" P +o0

fn(z) P -1

1
e Troisiéme cas : £ = —

3 3
WO =1 1
e Quatriéme cas : z > —

e
—1 <1In(x) <0 donc (In(z))?* —— 0

4 n—-+00
W) S50 3
0;1] - R
1

T —lsiz < —

La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0;1] vers f< 1 3 ©
— H p—
¢ f 1

r— —siz > —
3 e

2. On peut parler de continuité : il n’y a pas convergence uniforme sur [0; 1].

R+ — R

Pour étre plus complet, on introduit g 4 —t  de sorte que :

H [

3+t
Vi € Nz €0;1] fulz) = g (In (2))™)
-7
Vie Ry ¢ (t) =
S ( ) (3 +7f)2
-7 1
Vn € NV €]0;1] f(z) = x 2n x — x (In(2))?"~! du signe de In () car
0:1) 0 = g < 20 4 () gre de I (v)

2n — 1 est impair.
Donc :
Vn € NVz €]0;1] f () <0
Donc f,, est strictement croissante sur [0;1].
1
Sur [a; b] avecO§a<b<g:
Vn € N sup |fo(z) — f(z)| = sup |fu(x) + 1] = fu(b) +1 e 0 (car f, + 1 croit

z€[a;b] z€[a;b]
de fo(a) +1>0a f,(b) +1)
Par contre : 5
vneN sup |fu(z) = fz)| = sup |fulz) = f@)|=1+7
z€[0;1/ €] z€[0;1/ €]

e
1
Sur [a; b] avecg<a<b§1:
Vn € N sup |fo(x) = f(2)] = sup
z€[a;b) z€[a;b)

4 4
croit de fy,(a) — 3 <0a fn(b) — 3 <0)

fulw) — 3| =
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34‘
4 3

Par contre :

VneN sup |fu(z)— f(z)] = sup |fn(x)—f(x)‘:‘
z€[1/ es1] z€]1/ es1]

1
Il n’y a pas convergence uniforme sur [; 1} ou } —; 1]
e e

Exercice 5 (Mines 2023, 2024)

Soit (fn)nen la suite de fonctions de [0;1] dans R définie par fo =0 et :
1
Vn e NVz € [0;1] fot1(x) = fu(z) + 3 (z — fu(z)?)

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fy,)nen.

Correction
On fixe a € [0;1] et on s’intéresse & la suite (de nombres) récurrente définie par ug = 0 et :

Vn € Nupi1 = g(uy,) avec g: x +— z + %(a—:rZ)

g est C* sur R et :

VeeRg(z)=1—=x

ce qui permet de dresser le tableau de variations de g.

Vi € R gla) o = 50— o) = 5(Va—2)(Va+a)

En particulier g(v/a) = v/a.

Avec le tableau de variations, on en déduit que l'intervalle [0; /a] est stable par g. Donc :
Vn € N u, € [0;./d]

Avec le signe de g(x) — z, on montre alors que la suite (u,) est croissante.

(up) est croissante et majorée donc (u,) converge. f étant continue sur R, la limite de la suite
(uy) est un point fixe de g compris entre 0 et /a. Cela ne peut étre que /a.

La suite de fonctions (fy,) converge donc simplement sur [0; 1] vers la fonction /..

2
a— uy,

U1 —Va = up —vat —

= (un — Va) (1_\/5;%)

VneNO<u, <a

Donc :
VnENOﬁl—\/agl—‘/Zlg_ungl_\é&
Donc :

VnEN\unH—\/&]g( —f) U, — /4l
Donc : .
Vnemun—mwa(l_fl)

On en déduit : "
NG

Vn € NVz € [0;1] [fu(z) — V| < Vo 1--

Soit € > 0.

Vn € NVz € [0;€?] |fulz) — V| < Vo <e

<1—6> — 0 donc :

2 n—-+o0
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n
dng € N tq Vn > ng (1—;) <e

On a alors : .
Vn > ng YV € [¢%;1] |fn(x)—\/5§<1—\éi> §<1—;> <e
Donc :

Vn > no Ve € [0;1] [fo(z) — V| <e

Donc la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0; 1] vers la fonction racine carrée.
Exercice 6 (Centrale MP 2016)

Soit f € C([1; +oo, R).
[1;+00[— R

Sin €N, on définit fo{ g <f <x+ 2) - f(x))

1. Montrer la convergence simple de la suite de fonctions (fy,).
2. On se place dans des cas particuliers.
(a) Si f =In, montrer qu’il y a convergence uniforme.
(b) Si f = sin, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
3. (a) On suppose que f est de classe C? et que la fonction z +— zf”(z) est bornée.

Montrer la convergence uniforme de la suite de fonctions (fy,).
x

/() —— | € R et que la suite de fonctions (f,,) converge unifor-
T r—+00

mément. Que peut-on dire du comportement de f’ en +oo?

(b) On suppose que

Correction

1. On fixe z € [1; 4o0].

f est de classe C! donc flatt) - /(@) f(x)
t t—0

t£0

i , — s f

n n—+4oo 0 done fn(l’) n—-+o0 f (x)

La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [1; +oo[ vers la fonction f.
2. (a)

Vo >1Vn € N* |fn(x)—f'(;1:)] = ‘Z(ln(x+z>_1n($))_

1 1
In (1 + ) - =
n n
1 1 1 1 1
n{l+-)|—-—-—~—-—doncn|n{l+—|—-—— ——0
n n 2n? n n| n—+too
Donc (f,,) converge uniformément vers f’ sur [1; +o0].

(b)

< n indépendant de x

Vv

Vn € N* sup | fn(z) — f'(z)]

z>1

| fu(nm) = f'(n)]

Y

’; (sin ((n + 1)) — sin (nm)) — cos (nm)| = 1
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3. (a)

Donc la suite (sup | fr(x) — f’(:c)]) ne converge pas vers 0.
z>1

Donc la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f’ sur [1;+ool.

Vo >1Vn e N* |fu(z) — f(z)| = ‘Z <f (1:—|—$> —f(x)) — f'(z)

sup  (|f"(1)])

92 .
T 207 p<i<at

Or la fonction x — zf”(x) est bornée donc :
IM eRy tqVz > 1a|f(x)| <M
On en déduit :

M
Vo > 1 [f"(z)] < —

x
Donc :

t

Ve >1Vn e N* |f,(z) — f(z)] < sup

x 2n? r<t<otE x2n? x

n z? <M> nat M
M .

< o indépendant de x et converge vers 0
n

Donc la suite de fonctions (f;,) converge uniformément vers f’ sur [1;4o0].
On fixe n € N*.

On en déduit : .
fa(lx) ——n l—i—)l—nl:l
Tr—+00 n
De plus, la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f’ sur [1;+o0|.

D’apres le théoréme de la double limite, f/(x) —— 1.
T—r+00

2 Modes de convergence d’une série de fonctions

Exercice 7 (Mines 2012)

Soit a € RY.

Pour tout n € N, soit U, {

0;1] = R
ts (1 —t)a

Etudier la convergence simple sur [0; 1] de la série de fonctions de terme général U,.
Etudier sa convergence normale.
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Etudier sa convergence uniforme.
Etudier la convergence normale sur [0;b] avec 0 < b < 1.
Soit f € C*([0;1]) vérifiant f(1) = f'(1) =
0;1] = R
Pour tout n € N; soit V, 031]
st f (1)

Etudier la convergence normale sur [0; 1] de la série de fonctions de terme général V;,.

Correction

e Convergence simple
Soit ¢ € [0;1] fixé.
Si t € [0; 1] alors la série géométrique z t" converge donc la série Z Un(t) converge.
Sit =1 alors Uy,(t) = 0 pour tout n € N et la série Z Upn(t) converge.
La série de fonctions Z U,, converge donc simplement sur [0; 1].

e Convergence normale
Vn € NVt € [0;1[UL(t) =t 11 —t)» L (n— (a +n)t)
a > 0 donc €]0; 1[.

U,, croit sur {O; n] de 0 a U, (n) puis décroit de U, ( n ) a 0.
a+n a+n a+n

mew it = (G2) (22

()

~  —

na

> Uy converge normalement sur [0;1] <= a > 1

e Convergence uniforme
too 0;1] = R
La somme de la série de fonctions est S = Z faqt— (1— 75)“*1 sit<1
=0 |t 0sit=1
Elle n’est pas continue si a < 1.
Donc si a < 1, la série de fonctions Z Uy, ne converge pas uniformément sur [0; 1].
Par contre si a > 1, elle converge uniformément car elle converge normalement.
Donc :
Z Uy, converge uniformément sur [0;1] <= a > 1

On peut aussi traiter cette question sans avoir recours au théoreme de continuité :

“+o0o +oo
VneNVEE [0;1[Ra(t) = Y. Up(t)= > tF(1—1)"
k=n+1 k=n+1
k thrl
= (1- _
t) Z th=(1-1)"'T—
k=n+1

= (1-t)2 14" = U, 1(t) avec a — 1 & la place de a
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De plus :
Vn e NR,(1)=0
n+1 ) K

Si 1, [|R =
t0> 1 Rl = Ut (= o5

On en déduit que || Ryl P 0.

La suite de fonctions (R, )nen converge donc uniformément vers 0 sur [0; 1].

Donc la série de fonctions Z Uy, converge uniformément sur [0; 1].

Bien sir, dans le cas a > 1, on peut se contenter de dire que la convergence normale

entraine la convergence uniforme.

Par contre, si 0 < a < 1, R, est positive et croissante sur [0; 1] et R, (1) = 0 donc :
lsia=1

HRnnoo = lim R,(t) = .
t—1- +oosi0<a<1

La suite (||Rnll,),cy ne converge pas vers 0 donc la suite de fonctions (R,)nen ne
converge pas uniformément vers 0 sur [0;1].
On en déduit que la série de fonctions ZU" n’est pas uniformément convergente sur
[0; 1].

e Convergence normale sur [0;b] avec 0 < b < 1

na—l

1 donc :
a-+n n—+oo
dng € N tq Vn > ng >b
a+n
On a alors :
Yn >ng sup (|Up(t)|) = Un(b) terme général d’une série convergente.
te[0;0]

On en déduit qu'il y a convergence normale sur [0;b] pour tout b €]0; 1].

On peut également raisonner comme suit :
Vn € NVt € [0;0] |Up(t)] = t"(1—1t)* < b" indépendant de z et terme général d’une série
convergente.
Donc la série de fonctions Z Uy, converge normalement sur [0; b].
e Séries de fonctions de terme général V,
Par Taylor-Young :

£ = L1012 4 ot - 1)

f(t) (1)
D
one (1—=1)2 t—1 2
0;1] = R
f@)
La fonction g t— 1_ )2 sit <1 ot continue.
1
1
R0
2

vt € [0;1] f(t) = (t —1)*g(t)
Vn € NVt € [0;1] Vo, (t) = g(t)Uyn(t) avec a = 2
Vn € N [[Valloo < llglle x 1Unll

La série de fonctions Z V},, converge normalement sur [0; 1].
n>0

Exercice 8 (Mines 2024)

On fixe a > 0 et on pose [ = {O;;T].
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I—-R
Pour tout n € N, on définit la fonction f,
x > sin” (z) cos® (z)

1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur I.
n>0
2. Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur I 7
3. Converge-t-elle uniformément sur I 7
Correction

1. Convergence simple sur [ :

s
Pour tout z € I = {0; 2}, on distingue deux cas :

i
e Siz = —, alors cos(z) = 0, donc f,,(z) = 0 pour tout n. La série converge trivialement
et sa somme est nulle.

T
e Sixz e |0, 5| alors sin(z) € [0, 1]. La série Z fn(x) est une série géométrique de
n>0
raison sin(x) € [0, 1[, donc convergente. Sa somme vaut :

S(x) =

1 —sin(z)’

cos®(x)

Ainsi, la série E fn converge simplement sur I.
n>0
2. Convergence normale sur [ :

On étudie Z [ frlloos ol || frlloo = Slél}) | fn(2)].

n>0 z
Calcul de la dérivée de f,

Pour calculer f], nous utilisons la régle de dérivation d’un produit :

fi(x) = % [sin”(x)] - cos®(z) + sin"(x) - % [cos® ()]

Dérivée des composantes
(a) Dérivée de sin™(z) (en utilisant la dérivation des fonctions composées) :

— [sin"(z)] = nsin™*(z) cos(z)

dx
(b) Dérivée de cos™(z), pour = € [O; g [ :
d « a—1 . a—1 .
T [cos¥(x)] = accos™ " (x)(—sin(z)) = —acos® *(z) sin(z)

Expression compléte de la dérivée
En substituant ces résultats :

fh(z) = nsin™ 1 (z) cos(z) - cos®(z) + sin"(z) - (—a cos® (x) sin(:c))
Ce qui se simplifie en :

Vn > 1Vx € {0; 72T|: f/ (:[:) = nsin”_l(x) COSOH_I(:E) _ asin”+1(:n) COSa_l(ZE)

n

Forme factorisée
On peut factoriser I'expression par sin” ! (z) cos® 1 (z) :

fh(x) = sin" " (z) cos® (x) [n cos?(z) — asinz(w)}

9
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Conclusion

La dérivée de f,, est donc donnée par :

fr(@) = sin" () cos® ! (x) (ncos? (z) — arsin’ ()

Il est facile de trouver son signe et de dresser le tableau de variations de f,.
Pour n > 1, le maximum de f, est atteint en x,, = arctan (\/g), et on a, puisque f, est

positive :
n n/2 o a/2 B B
Il = futon) = () () e e e
En effet :
cos? (1) = ! _ 1t _ e
" 1+tan®(z,) 147 a+n
o'
On en déduit : n
sin? (z,,) = tan? (x,,) cos? (z,) = i

n/2
Classiquement <n> = exp (_n In (n + a)) s em/2
a—+n 2 n n—+00

La série Y. || fn]lco converge si et seulement si o > 2.
Conclusion : La série converge normalement sur [ si et seulement si a > 2.

3. Convergence uniforme sur [ :

T T
S| =]=0etsi t=——x:
<2) et si on pose 5%

~cos®(x)  sin®(t) 2t
) = 1 —sin(z) 1-—cos(t) 2

Donc si a < 2, § n’est pas continue en 1 et il ne peut pas y avoir convergence uniforme
sur I.
Par contre si a > 2, il y a convergence uniforme sur [ car il y a convergence normale sur .

Examinons la solution de Deepseek.
“+o0o

On étudie le reste R,, = Z S
k=n+1

Pour x € [O,;T[, on a :
cos®(z) sin” ! (z)

1 — sin(z)

R, (x) =

En posant y = sin(z), on étudie g, (y) = (1 +y)*/2(1 — y)*/>~1yn+L.
Calcul de la dérivée de g,(y)
Soit la fonction :
gn(y) = (14 )*2(1 — )21y
avec y € [0,1[, « >0 et n € N,
Dérivation logarithmique
Pour simplifier le calcul, nous utilisons la méthode de dérivation logarithmique.

10
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(a) Prenons le logarithme naturel :
e a
Ing,(y) = Eln(l +y) + (2 - 1) In(l1-y)+(n+1)Iny

(b) Dérivons chaque terme :

an(y) o 704/2—1+n+1

g(y) 2(1+y) 1-y y

(c¢) Multiplions par g, (y) pour obtenir ¢/,(y) :

, _ «a a—2 n+1
9n(Y) = gn(y) [2(1 ) 2=y +

Expression développée
En substituant g, (y) et en mettant au méme dénominateur :

gh(y) = (14 )*/2(1 = y)o/> 1yt lay(l —y) —(a—=2)y(l+y)+2(n+1)(1 — yZ)]

2y(1 —y?)

Simplification du numérateur
Développons le numérateur :

N =ay(l—y) = (@ =2yl +y) +2(n+ 1)(1 - ¢°)
=ay—ay® —ay—ay® + 2y + 2y +2(n + 1) — 2(n + 1)y?
= (—209® + 2% — 2(n+ D)y?) + (o — ay + 2y) + 2(n + 1)
= [-2(a +n)y? + 2y +2(n + 1)

Expression finale
La dérivée s’écrit donc :

gn(y) = (1+ )21 =) 272" [~(a+n)y? +y+ (n+1)]

Conclusion
La dérivée de g,, est donnée par :

Gn(y) = (14 9)* 2 A=) 2" [(n+1) +y — (a+ n)y?]

1+ 42 +4(a+1)n+4a+1
2(a+n)

a+ i 1
yn%l_TLQ—i_O(TLz)

Développement asymptotique

On en déduit que ||gn|lo, = 9n (

t
Posons y =1 — — avect = O(1). On a :
n

11
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(1 + y)a/Q ~ 2a/2
(1—y)/ 1 = (t)a/m

n

n+1 ( t>n+1 —t
Y =(1—-— e
n

Comportement au voisinage du maximum
En substituant dans g, (y) :

a/2—1
gn(y) ~ 2&/2 <t> et
n

Au point critique t ~ o + %, on obtient :

1 a/2—1
n

Equivalent final On en déduit équivalent quand n — +o0 :

ot 1\ @/2—-1
5 1
gn(yn) ~ 2a/2 ( 2) e~ O3

n—-+oo n

—a/2+1
Pour n — 400, supycjo1{gn(y) ~ C - n /241,
Conclusion : La série converge uniformément sur [ si et seulement si o > 1.

«
C’est une erreur tres surprenante. La CNS est 1 — 3 < 0 soit a > 2.

3 Continuité

Exercice 9 (Centrale 2022)

n®re "™

—+o00
P € R, soit S, : x> —_—
our « SO1 a T Z n2 1

n=1
1. Déterminer le domaine de définition de S,,.

2. Pour o < 2, montrer que S, est continue sur R .

3. Pour a > 2, S, est-elle continue sur R4 ?

Correction
R—R
Pour tout n € N*, soit f, n%re ™  (qui est définie sur R).
T —
n2+1

1. Soit z € R fixé.
e Premier cas : © <0
fn(x) —— —0

n—-+o0o
nx

o
L. n“ce ) N
La série E ———— diverge grossierement.
n>1 n®+1

12
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e Deuxieme cas : x =0
Tous les termes de la série sont nuls donc S, (0) est défini et vaut 0.
e Troisiéme cas : z > 0
Vn € N* f(z) >0
fopr(z)  nP41 (n—l— 1>a
folz)  (n+124+1\ n
D’apres la regle de d’Alembert, la série de terme général f,,(x) converge.
Le domaine de définition de S, est donc R,..

2. Soit n € N*.
La fonction f, est de classe C! sur R, est :

e—1 —— el < 1.
n—4o0o

, nOL na e*?’LZB
Vee R+ f(z) = n2+1(e " _nre ”x):m(l—nx)
1 at+l ,—1 a—1,-1
La fonction f, croit de 0 a f (n) = % puis décroit de % a 0.
nole~! 1

Donc = ~
one lfalloe = =7 ~ s

Sia<2alors3—a>1etil ya convergence normale sur Ry.

Les fonctions f,, étant toutes continues sur Ry, S, est continue sur R..
3. On fixe z > 0.

Tto e—ta:
La fonction ¢, : t —

2~ est de classe C! sur R* et :
241 +

(ata—l o l‘ta) e—tx(t2 + 1) _ 2ta+1 e—tm
(t2 + 1)2

VEERL GL(t) =

—tx
- e (ata“ at®l ot g 2ta“)
@+ 17
La fonction ¢, n’est décroissante qu’a partir d’un certain rang, qui dépend de .
L’utilisation de la comparaison série intégrale me parait difficile.
Soit o > 2.

1

e s, () - szfk ()

2n
1
> Z fx <> car tout est positif
k=n "
2n o 1 y
> - e—k: n
- kz_: k2+1n
=n
no H na72
> 1) — ~
z (n+ )(2n)2+1ne 4e?

1
On en déduit que la suite (Sa ()) ne converge pas vers 0.
n neN*

La fonction S, n’est pas continue en 0.

Exercice 10 (Mines 2017)

13
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+o0o

Soit f(z) = Z In (1 +
n=1

1.

2.
3.

a

avec a > 0.
m2n2)

Domaine de définition ?
Continuité.

Equivalent en 0 et en +o0.

Correction

1.

2.

3.

f n’est clairement pas définie en 0.
Soit x € R*.

Pour tout n € N*, In <1 + > est bien défini.

x2n?

x2n?
converge.
Le domaine de définition de f est R*. f est paire.
R: =R

a
x°n
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur RY .

a a
In <1 + ) ~postoo 55 €t tout est positif donc la série de terme général ——
x°n

Pour tout n € N* on note f,

e La série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de R :
Soit [a; 3] (0 < a < 3) un segment de RY.

a a a
Vn € N* Vz € [o; ] 1n<1—|— 5 2) :1n<1—|— 5 2) §ln(1—|— 5 2) indépendant
x’n x’n a’n
de x et terme général d’une série convergente
Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur [«; 3].

Donc la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [«; f].
La fonction f est donc continue sur R .
Par parité, f est continue sur R*.
e En 0T.
On va utiliser une comparaison série intégrale.
R% — R
On fixe z > 0 et on définit ¢ a
t—In (1 + 2)
x2t?
@ est continue, décroissante et intégrable sur R :
p(t) ~o —2In (t)
En effet (t) = In (2%t? +a) — 2In(x) — 2In(t) = —2In (t) + In (a) — 2In (z) + o(1).

a
() ~4oo poys)

On fait le changement de variable C' strictement croissant s = xt :

1 [toe 1 [toe

7/ 1n(1+“2)ds§f(:c)g/ ln<1+a2>ds
T Jg s x Jo s

On procede a une IPP :

u'(s)=1,u(s) =s

a —2a 1
v(s) =In <1+ 32>’ V'(s) = =TT a?

u et v sont C! sur ]Rj_ et :

14
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u(s)v(s) = sln (1 + (12> =sln(s®>+a)—2sln(s) —— 0
aS “ s—0*t

u(s)v(s) ~soto0 S 27 o 0

L’intégration par parties est donc justifiée et :

+°°1 a too _2a 1 d
1+2) = e 2
/0 n( +52> /0 5T 1+a/s? y

+oo  ds 5 1 s\
a/o P ra a{\/&arcan<\/&>0
= m/a
De plus / In <1 + 2) --y / In <1 + 2> donc :
T S z—0 Jo S
mVa
fla) o T
x
e En +oc.
— Premiére méthode
En appliquant la formule de Taylor avec reste-intégral, on obtient :
(t—s)t -1
VieRy In(1+1¢t)=t d
€ER: In(1+1) +/ noarae®
On en déduit : .
t t— 2 t2
0
0
On a alors :
“+o0o
a a
T2 Z 2T n;hl <1+ x2n2> T 22

“+00 a a
< n(l+—=—=)—- 5=
< Z n< + .’L’2n2> $2n2

n=1

+oo 2 too

Ma 1 Ma?
< pr—
< ) it T 4 2 n?
n=1 n=1
Donc f(x Z = <1)
1'2 n2 B CL'
Donc : 2
am
f( ) ~+oo 622
— Deuxiéme methode
Yz > 0 2% f(z) Z 2”In ( )
R%* — R
Pour tout n € N*, soit
n xr—)len(1+ ;2>
nx
a
[ * "2
Pour tout n € N*, g, (x) otoo 2

15
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— La série de fonctions Z gn converge uniformément sur R* :
n>1
* * 2 a 2 a sz
Vn € N* Vo € RY [gn(z)| = 2°In (1 + —— | < 2° X —— par concavité de
n?x n?x
In.

On en déduit : a

Vn € N* Vo € R |gn(z)| < — indépendant de z et terme général d’une série
n

convergente.

Donc la série de fonctions E gn converge normalement sur RY .
n>1

Donc la série de fonctions E gn converge uniformément sur R* .
n>1
+oo

D’aprés le théoréme de la double limite 22 f(z) ——— % # 0.
n—+oo el n

On en déduit :
1 I
f(@) ~ioo ) P )

a

Exercice 11 (CCP 2017)

n
1. Soient n € N* et §# € R. Calculer Z ¢*® (Indication : distinguer le cas ot 6 est un
k=1
multiple de 27)

2. Soient (ay,) et (b,) deux suites de nombres complexes. On pose pour n dans N*, S, =

n
Z br. Montrer que

k=1
n n—1
Vn € N*¥, Z arbr = Z(ak - a/k;Jr]_)Sk + anSh.
k=1 k=1
k6
3. Discuter en fonction de 6 la nature de la série Z o
k>1
X sin(kzx) ,
4. Montrer que x Z est continue sur |0, 27].
k=1
Correction
n ) n
1. Ze’ka:Z:nsiGEQWZ.
k=1 k=1 ,
noo LN 01— e , sin (n6/2) 4
ko _ o\* _ __i(n+1)6/2 . 9
kzzzlez —kz::l(e’ ) =e' [ e\ 7sin(0/2) sinon car e" # 1.

Vvn e N* > agby = > ap(Sk— Sk—1) =D arSk— Y apSk—1
k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1
= Y apSk— > a5k
k=1 k=0
n—1
= Z(ak — agy1)Sk + anSy, car Sp =0

k=1

16
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On peut également raisonner par récurrence.

n n—1
Pour tout n € N*| soit P(n) : Z apby = Z(ak — ag+1)Sk + anSp
k=1 k=1
n n—1
Pour n = 1, Zakbk = a1b; et Z(ak — ag41)Sk + anSyp = a151 = a1by donc P(1) est
k=1 k=1
vraie.
On suppose P(n) vraie.
n+1 n
Z agby = Z agby + any1bpi
k=1 k=1
n—1
= Z(ak — p41)Sk + anSn + Ang1bngt
k=1
n—1

(ar, — ap+1)Sk + (an — Ant1)Sn + ant1Sn + ang1bpt1

Il
(]

e
Il
—

(ar, — ap+1)Sk + ant1(Sn + bny1)

Il
M=

e
Il
—

Il
NE

(ar, — ag+1)Sk + ang1Sn+1

B
Il
—

3. La série diverge si 6 € 277, converge sinon.
1
En effet si 0 € 27Z c’est la série harmonique Z T

Par contre, si on suppose 0 & 277 :
n

on pose Si(0) = Z ¢ et on a par application de la question précédente :

k=1
U = | 1 Sa(6) L S(0)  S.(6)
Vn € N* = —— —— | Sk(0 = n
me kz::l k kzl(k k+1> KO+ = ;k(kﬂﬁ n
11 résulte du calcul de la premiere question, qu’a 6 fixé, la suite (5,,(0)) est bornée.
Sn(6)
Donc — 0.
n n—-+oo
1
De plus m = Oks+00 <l<:2) donc la série de terme général ]{m converge
absolument donc converge.
Z ik0 -io oikd -io Sk(a)
On en déduit que la série converge avec = —
k>1 k=1 k k=1 k(k + 1)
+oo kO +o0 g (9)
4.0 €los2a] Y —— =Y TR
=k Pt k(k+1)
10; 27r[— C
Pour tout k£ € N*, soit fj, Si(0)
0— ———
k(k+1)

e Pour tout k € N*, fi, est continue sur ]0; 27/
e Pour tout € €]0; 7| la série de fonctions Z fr converge uniformément sur [e; 27 — €] :

1 1
;2T — * < <
VO € [e;2m — €] Vk € N* |Si(0)| < S0 (0/2) = sin (e/2)

17
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Donc :
VO € [e;2m — €] Yk € N* |fr(0)

d’une série convergente.
Donc la série de fonctions E fr converge normalement sur [e; 21 — €].

1
| < m indépendant de 0 et terme général

Donc la série de fonctions E fr converge uniformément sur [¢; 27 — €.

+o0
La fonction Z fr est donc continue sur tout segment [e; 27 — €] avec e €]0;7[. Elle est
k=1
donc continue sur ]0; 27].
+oo Lik6
La fonction 6 Z ? est donc continue sur |0; 27].
k=1
Remarque
On peut aussi écrire :
+oo  ik6 T Li(n+1)0/2 o
1 0/2
vae]o;zw[zek S e kksml(n/)
= sin (0/2) ;= (k+1)

et la série de fonctions converge normalement sur R en entier.

sin(kx)
k

“+o0o
Il n’y a plus qu’a prendre la partie imaginaire pour prouver que la fonction x +— Z

k=1
est continue sur |0, 27].

4 Intégration

Exercice 12 (CCP 2022)

1
x
Pour tout n € N, soit u, = / "' ———=dz et fp !
0 1 —ant T

n

1. Calculer pour tout x € [0; 1], Z 2k
k=0
En déduire D'existence de wu,,.

2. Déterminer lim [(1 —x)ln (1 —2"F1)].
T—1—

3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer :

1 1
vn e Nu, = — /ln(l—x"H)dx
n+1Jo
4. (a) Montrer :
1 Hn (1 —u)
e N ==y /0 /e, 4

K
(b) En déduire qu'il existe K > 0 tel que up ~p—st00 —5
n

1
5. (a) Montrer que la série Z / fn(x) dz converge.
n>0"0

(b) Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0; 1].

Correction

18
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1. Il y a une formule dans le cours pour cette somme mais peut-étre fallait-il la redémontrer ?

n n n

Vz € [0;1] (l—x)Zxk = Z(l—x)xk:Z(a:k—ka)
k=0 k=0 k=0
= 1 — 2" par simplification en cascade

On en dédugc :

Vo € [0;1] Zxk =
k=0

n
Zlk:n—Fl
k=0

Soit n € N.

1— xn+1

1—=x

0;1[— R
La fonction g, 1—2z est continue.
Tt —
1 — gntl

x™ 1
l+z+a2+--- 42" 221 n+1
<l

Donc g, est prolongeable en une fonction continue sur [0; 1].
Donc g, est intégrable sur [0; 1] et u,, est bien définie.

Vo € [0; 1] gn(z) =

2. On pose z =1—h.

(1-2)ln (1 - x"“) = hln (1 —(1- h)"“) =hln(1— (1 - (n+1)h+o(h)))
— ln((n+1)h+o(h)) = h(n (k) +1n (n+ 1 +o(1)))
= hln(h)+hln(n+1+0(1))
On en déduit linlt [(1—-2)In(1—2"h)] =0.
3. Soit n € N.
u(r) =1- a:;lu’(a:) =-1

__ " — +1
V'(z) = [t v(x) ——n+1ln(1—x” )

u et v sont de classe C! sur [0; 1] et u(z)v(x) — 0 : I'intégration par parties est justifiée.
z—

<l
Comme v(0) = 0, on peut écrire directement :

Up = — n—|—1/ ln l‘n+1)d$

4. (a) On fait le changement de variable de classe C! (sur ]0;1[) strictement croissant x =
1/(n+1)
u .

1

WL/ D=1 4,
n+1

1 1
VneNu, = —n+1/01n(1—u)
1 L'in (1 —u)
= —(n+1)2/0 ul—l/(n+1) du
1 n (1 -
= - / n u)du
0

(12 Jo /@D

10;1[—= R
(b) Pour tout n € N, soit hy, In (1 —u) n
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Pour tout n € N, hy, est continue sur ]0; 1[.

10:1[— R
La suite de fonctions (hy, )nen converge simplement sur |0; 1] vers h { In(1—u)
T e ——

u

La fonction h est continue sur ]0; 1[.
L’hypotheése de domination est vérifiée :

Vn € N n <1
n+1
On multiplie par —1In (u) > 0 :
n
1 <
Vn € N Vu €]0; 1] o In (u) < —1In(u)
On en déduit : (1
Vi € NV €]0; 1] ()] = —hn(u) < 0% oy
avec —h continue, positive et intégrable sur |0; 1] :

—h(u) — let /1—u——0
u—0 u—1
u>0 u<l

In (1 - In (1 -
D’apres le théoreme de convergence dominée, / n u) du " I = / u du.
n—-+00 0

0 un/(n+1) U
Mais la fonction h est continue, négative et non constante nulle donc I < 0.
1 1
——— ~ — donc uy ~ — avecK = —1 > 0.
5.(a) YneNO< [ ful@ydr= [ a1 dqpe [ gn 17T go o
(a) n e 70fn($) .%'—OZU Wl’ioxm T = Up
D’apres la question précédente, la série Z Uy, converge.
n>0
1
On en déduit que la série Z /0 fn(z)dz converge.

n>0

n
(b) Vn € NVz € [0;1] Zxk > (n+1)z"
k=0
On en déduit :
$n+1 T 1
Vn € NVz €]0;1] 0 < < = <
" TG0 ful@) S Ty = w1 Swad
Cette inégalité est triviale pour z = 0 et il y a égalité pour = 1 donc :

Vn €N |[full =

1 . . . .
——— 0 donc la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément vers 0 sur
n+1 n—too

[0; 1].

n+1

Exercice 13 (Mines 2019)

Calculer i - dz
alculer lim .
n=too o (1+22) Y1+ 2™
Correction
R+ —R
Pour tout n € N* soit fy, 1

'_}
(14 22)Y1+am
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur Ry.
e La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur Ry vers :
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R+—>R

f X sixz <1

1—|—;f2
—_——sixz>1
. a:(l—l—:cQ)Sl:r_
Eneflfet siz<1:

Y1+ 2™ = exp (711 In(1+ x”)) = exp (Tll(x" + o(m"))) —1

n—-+o0o
In (2
Siz=1, Y14z = erxp(n( )) —_—1

n n—-+oo
Siz>1:

1w = o () o ( (o 1+ 1)

e (L (Lo (1))

Donc /1 + 2" —— «x.
n—4o00o

e f est continue sur R.
e L’hypotheése de domination est vérifiée :
1 1
Vn>1Vx eR x)| = <
- + fal@) (1+22)Y1T+a" — 1+ a2

D’apres le théoreme de convergence dominée :

li o dz " t2)a
n—roo 0 (1+x2){"/1+x"_/0 flw)dz

+oo 1 dz +o0 dz
dr = @
/0 flw)de /0 1—|—x2+/1 x(1+ 22)
T too /] T
S L d
4+/1 (:1: 1+w2) v
+o0

i)

Exercice 14 (X 2018)

1
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Limite de I, = n / t" f(t) dt lorsque n tend vers
0
+00.

Correction

Il n’y a pas de probléme de définition de I'intégrale : fonction continue sur une segment.

On fait le changement de variable ¢ = 2™ ou z = t" :

1 1
YneN'I, = n/ zf (xl/") Zgt/nldy
0 n

= /(]la:l/"f (a:l/") dx
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0;1] — R
T :cl/”f (xl/”)

e Pour tout n € N*, f,, est continue (par morceaux) sur [0;1].

Pour tout n € N*, soit f, {

0;1] = R
e La suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur [0; 1] vers g ¢ z — f(1) si z €]0;1]
0—0
e La fonction g est continue par morceaux sur [0;1].
e L’hypothese de domination est vérifiée.
f est continue sur le segment [0;1] donc :
dM € Ry tq Vz € [0;1] |f(z)| < M
On en déduit :
Vn e N*Vo € [0;1] |fu(x)] <M
avec  — M continue, positive et intégrable sur [0;1].
D’apres le th?oréme de convergence dominée :
I —— [ @) = ).

n—-+oo

Exercice 15 (Centrale 2022)

4/n n 2
Déterminer lim n/ <1 + sin (u)> exp ) du .
n——4o0 1/n n n+1

Correction

A/n w)\" nu
Pour tout n € N*| on note u, = n/ (1 + sin <>> exp (
n

1/n n+1
L’intégrale ne pose aucun probléme de définition : intégrale sur un segment d’une fonction conti-
nue sur ce segment.
On fait le changement de variable t = nu.

. 4 ) t n nt
Vn € N un:/l (1+s1n<n2>) exp( n+1>dt‘

Le candidat a traité la suite de ’exercice avec le théoréme de convergence dominée. L’examina-
teur lui a demandé ensuite d’utiliser la convergence uniforme.
Le début est le méme pour les deux méthodes.

[1;4] = R

Pour tout n € N*, soit f, . t " nt
t— <1+sm (2>> exp( >
n n+1

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur [1;4].

1;4] - R
e La suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement sur [1; 4] vers la fonction f {2[5 ] ¥
= €
Soit t € [1;4].
t
1+ sin (2) — 1 donc :
n n——+o0o

t
dng € N* thnZn01+sin(2> >0
n

Vn > ng fo(t) = exp <”1n (1 +sin <t)> + = >

n? n+1
On en déduit quand n tend vers +oo :
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fn(t):exp(n< +o( >)+\f+o( ))

et on conclut facilement.

e Utilisation du théoréme de convergence dominée
— La fonction f est continue sur [1;4].
— Domination

Vn >2Vte[l1;4]0 < nig 1 <1<m

Donc :

Vn > 2Vt € [1;4] sm<t>

Donc : "

Vn > 2Vt € [1;4] |fu(t)| = fu(t) = exp (nln (1 + sin (2)) + nt )
n n+1

Par concavité de In :
Vi 2 2% € (4] |fal0)] < exp (nsin () + V)

Par concavité de sin sur [0; 7] :

Vn > 2Vt e [1;4] |fu(t)| < exp (n (;) +2> = exp (72—1—2) <et

avec t — e continue, positive et intégrable sur [1;4].

e Utilisation de la convergence uniforme
11 s’agit de montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément vers f sur

[1;4].
t 4

Vn >2Vte[l1;4]0 < —<5<1<n7
n?2 — 22

Donc : ;

Vn > 2Vt € [1;4] sin <2> >0
n

Donc :

Vn > 2Vt € [1;4] |fn(t) — f(t)] = |exp (nln <1+sm (t)> nt ) — exp (\/f)‘

n? n+1
On en déduit pour tout n > 2 et tout ¢ € [1;4]

eXP<n1H<1+Sln + nnt )—exp nln( +sm< >)+\/>

t
exp (n In (1 + sin (2
n

[fn(t) = f(2)]

IN

+

IN

@

I

o]
T~

3

B
I~

—_

4

@,

B
A~
w‘ o+
~_
~_

+ exp (

Vi)
(mn (1+sm( )
(

IN
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On en déduit par concavité de In :

50101 < ep(n ()

oo (| 155 ) - o0 (1)

520~ 501 < exp (n(5)) Je

+ exp (\/i) (exp n (;)) — 1)

exp <7t1> exp ( nﬁ—t 1) — exp (\/i) + exp (\/i) (exp (;) — 1)
exp ( n:Lf 1) — exp (\/i) + €2 (exp (i) — 1>

L’inégalité des accroissements finis donne :

V(x,y) € 0;2]* e — e¥| < e* |z —y|
Donc :

IN

< é

Vi > 2ve e 4] 1fult) — f0)] < ( n \/E|+j;>

+1
nt
! 4
S e4 n;}; +E
t
n+1+\[
t 4
< e 4=

(n+1)( HT +\/i>

1 1
464( +>
n—+1 n

4

et .
< — indépendant den et —— 0
n n——+o0o

IN

4
Quelque soit la méthode, on trouve que (u,) converge vers / eVt qu’il n’y a plus qu’a calculer.
1

4 2
/ eVidt = / ¢”2x dz changement de variable t = 22
1 1

= 2([:cem]%/12 emdm)
= 2<2e2—e—(e2—e>>

= 2¢?
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Exercice 16 (Mines 2019)

Soit f € C°(R4,R).
1+1/n

Pour tout n € N*, soit u,, = n/ f(z") dx.
1

Etudier la suite (uy,).
Variante 2023

Soit f: R — R% continue.
1

n

1
Donner un équivalent de A,, = / f (") de.
1

Correction

La suite ne pose pas de probleme de définition : intégrale sur un segment d’une fonction continue
sur ce segment.

On fait le changement de variable z = y/™.

bn 1\"
Uy = / Fy)y"/" ! dy avec b, = (1 - ) :
1 n
1 1 1 1
bn:exp<nln<1+)> -y ecarn1n<1+> anldoncnln(1+> -]
n n—+00 n n n/ n—+oo
1
Vn>1In(b,) =nln (1 + ) < 1: faire I’étude de la fonction  — In (1 4+ x) — = pour justifier
n
I'inégalité stricte
Vn € N* b, < e.
[1; +o0[— R
Pour tout n € N*, soit £,y — f(y)y'/" ' siy < b,
yr—0siy>b,
e Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur [1;+o0].

e Soit y < e
b, —— e donc y < b, APCR.
n—-+o0o
onc fn(y) = f(y)y m 7y
Soit y > e.

VneN*b, <y
Donc fp(y) =0 —— 0.
n——+0o00

[1; +oo[— R
fy)
Y

Finalement, la suite de fonction (f,,) converge simplement vers g { y

siy < e

y—0siy>e
e g est continue par morceaux sur [1; 400l
e Hypothése de domination
Soit n € N*.
Siy<b,:

1
[fa()] = [f(m)| 4"/ avec y > 1 et ——1<0donc:

)] < [f ()]
Siy>b,:

[fn(y)] =0 < [f(y)]

On peut donc dominer par :
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[1; +o0[— R
ey 1fW)l sty <e
y—0siy>e

D’apres le théoreme de convergence dominée :

w / f(y) dy
n—-+0o 1 Yy

Exercice 17 (Centrale 2018, 2024)

Soit o > 1.
Pour n € N*, on pose :

+00 1
I, :/ L
o (te+1)m

1. Existence de I,,.
2.

3. Limite de I, ?
4.

Relation entre I, 1 et 1.

Equivalent de I, ?

Correction

1.

3.

R+ —R
Pour tout n € N*| soit f, 1
(to+ D
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur Ry.

1
e Pour tout n € N*| f,,(t) ~t—+00 — avec na > 1

Donc pour tout n € N*, f,, est intégrable sur R,.

. On procede a une intégration par parties.

u(t) = (t*+1)"", W/ (t) = —nat* (> + 1)1
V() =1,v(t) =t
u et v sont de classe C! sur R.
w(t)v(t) ~iotoo t1T™ avec 1 —na < 1 —n < 0 donce u(t)v(t) P 0
Donc l'intégration par parties est justifiée.
De plus u(0)v(0) = 0 donc :
tOé

+oo +oo
* _ a—1/a —n—1 _ —
D’ou :

no —1

Vn € N* I 11 = I,

no
e Pour tout n € N*, f,, est continue (par morceaux) sur R..

R+ —R
e La suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement sur Ry vers f ¢ 0+ 1

t—0sit>0
e f est continue par morceaux sur R,.
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e L’hypothese de domination est vérifiée :

Vne N*VteR t)| = < = f1(t
n + |fn( )| (ta+1)n _ta—|—1 fl()
avec f1 continue, positive et intégrable sur R .
+oo
D’apres le théoréeme de convergence dominée, I,, —— f(t)ydt=0

n—-+o0o 0

4. e Premiere méthode : on utilise la deuxieme question.
1 1 1
In (In-I—l) —In (In) = In (1 - na) = —@ + 0] (7],2)
n—1
In(l,)—In(;) = (In (Ix41) —In (Ig))
k=1
11
= —— E + 1 + 0(1)
Y=
1
= ——In(n)+Il2 + o(1) mais il faut détailler et parler de la constante d’Euler
«
In(I,) = In (n—l/a) +13+0(1)
Finalement :
InNmaVGCCERj_
e Deuxieme méthode : on utilise un changement de variable.
Des considérations habituelles ou du calcul précédent, il ressort qu’il est opportun de
faire le changement de variable : z = nl/®t.
+oo 1 1 o0 1
IS S WV B A S
o (tv+1)” nt/e Jo  (z%/n+1)"
1 +00 %
= —a /0 exp (—nln (1+n>)dx
On applique le théoreme de convergence dominée.
Il ressort du binome de Newton :
Vn € N*Vz € R, <1+x> > 14 a°
n
1 T
Iy ~ W‘/O e dt
Variante

Exercice 18 (Mines 2021)

1

+oo
Soit « € R. On pose:un:/ (7dt
0

1
2
3

4

te +1)n

. Pour quelles valeurs de « la suite (u,,) est-elle définie a partir d’un certain rang ?
. Quelle est la limite de la suite (u,)?
. Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

. Equivalent de u,, ?

Correction
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R%? — R
1. Pour tout n € N, soit f, 1
(ta + 1)n
e Pour tout n € N, f, est continue sur R*.

e Pour tout n € N, f,,(¢) ~t— 400
Sia <0 alors :
YVneNna<0<1
donc f, n’est jamais intégrable sur [1;4o0].
fn étant positive, I, ne peut pas étre une intégrale semi-convergente.

I, n’est définie pour aucun n € N.
Si a > 0 alors & partir d’un certain rang na > 1 et f,, est intégrable sur [1;+ool.
Par ailleurs, f, est intégrable sur |0;1] car f,, est prolongeable par continuité en 0 (en
posant f(0) =1)
Les nombres « cherchés sont donc les réels strictement positifs.
2. Soit a > 0.
Soit ng € N tel que nga > 1.
e Pour tout n > ng, f, est continue (par morceaux) sur R.

e

R+ — R
e La suite de fonctions (fy,)n>n, converge simplement sur Ry vers f< 0+ 1
t—0sit>0

e f est continue par morceaux sur R;.
e L’hypothése de domination est vérifiée :

Vn > no Vt € Ry |fo(t)]

s S g Jml)
avec fp, continue, positive et intégrable sur R..
+oo

D’apres le théoréeme de convergence dominée, u,, —— f(t)ydt=0
n—-+4o0o 0

3. Soit a > 0.
Soit ng € N tel que nga > 1.

* L+te)  (I+t)0l—1/(1+t)  (1+tx)n-1 o

n=ng

1 1 1
(1t o)1 ga 120 ga
1 1
W Ty ~t—+oo o avec noo > 1
Donc :
1

b —
(1_|_ta)n0—1 to
e Premier cas: a <1

N 400 N 1 n
VN > = dt
2o Y = [(2 ()
=ny n=ng

+oo [ Fo0 1 n +00 1 1

/ (Z( a))dt—/ ———— —dteR

0 n=no 1+¢ 0 (14 t>)mo—1 ¢
Z Uy est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles est majorée
donc elle converge.

est intégrable sur R’ si et seulement si o < 1

IN
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e Deuxiéme cas : o > 1
On suppose que la série de terme général u,, converge.
— Pour tout n > nyg, f, est continue et intégrable sur R .

s . . L2 k
— La série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .
+oo

— Z frn est continue (par morceaux) sur R .
n=ng

400
— La série de terme général / | fn(t)| dt = u,, converge.
0

+oo

D’apres le théoréme Ny, Z fn est intégrable sur Ry : c’est absurde donc la série de
n=ng
terme général u,, diverge.

4. On fait le changement de variable : 2 = n!/¢.

+oo 1 d 1 +o0 1 d
n = —_— t = —_—m
B /0 (te 4+ 1)m nl/e /0 (x®/n+1)n v

1 oo @
= 1—/ exp (—nln(l—i—x))dx
nl/e 0 n

On applique le théoréeme de convergence dominée.
Il ressort du binéme de Newton :

vn e N*Vr e Ry <1+$) >1+z¢
n

L[+ ey
’U,nwm/o (§] t

ce qui permet de retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 19 (Mines 2016)

n ~(14+1/n?)x n
Limite de / &£ (1 — x) dz?
0

1+ 22 n
Correction
Ry - R
) e(1Jr1/712) 2\ "
Pour tout n € N*, soit f, $;_>(1—> siz<n
1+ 22 n -
x — 0 sinon
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur Ry.
R+ — R
e (fn) converge simplement sur R, vers f 1
T —
1422
En effet, soit xg € Ry fixé.
dng € N* tq Vn > ng x < n.
1 T T
Vn > = i n{1=2
n > ng fn(z) 1+x2exp(x+n2+nn< n))

1 x T 1

= 1+xgexp(x+n2+n<—n+0(nz>)>
1 1 1

- 1—|—x2€Xp (O <n>> n—too 14 22

29




TD analyse 1 2025-2026 Chapitre 3

e f est continue sur R.
e Domination

N 1 T T
Vn e N*Vz € [0;n[0 < fo(x) = T3 2 P <m+nQ+nln (1_n)>
1
< e exp (m + % — ;1:) inégalité classique : V&t > —1 In(1+¢) <t
< mee () < e ()
exp | — ——exp| —
S 1+ 2P\02) S 15 2P
e
<
- 1422
C’est trivial pour x > n donc :
e
€N € B 1) < 1
avec x — ——— continue, positive et intégrable sur R.

1+ 22
D’apres le théoreme de convergence dominée :

n e(1+1/n2)x 2\ "™ +oo (g
- (1-=) d = [arct T =
Jr (0) e ) e = e

Exercice 20 (Mines PSI 2013)

! (Int)? +o0 (Int)?
1. Comparer/ (In?) dt et/ (Int) dt
1

NN

0 1412 142
+oo (Int)2 (=D
2. Montrer que /0 Ty dt = Z m
n=0
Correction
RY - R
1. Soit f (Int)?
t—
1+1¢2
f est continue sur R .
(Int)? .
De plus t3/2f(t) ~¢_ 400 \/E) —>t_>+oo 0 et tY/2f(t) ~y o+ tY/2(Int)? ot 0.

Classiquement, on ne déduit que f est intégrable sur R? .

1 2 1 —1 2 _ 1
/ (Int) dt = / & de changement de variable C! \,\, t = ~
0 T

1+t too L+ 1/22 a2
B /+°O (Inz)?dx
o 1 1—|—$2

+oo (] 2 1] 2
2. Onadonc/ (In?) dt:2/ ()" 4.
0 1+ T

10:1[— R
t > (—=1)"2"(Int)?
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur ]0; 1[.

Pour tout n € N, soit f, {

e Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur |0; 1] :
2 £, (1) — 0 et f, est prolongeable par continuité en 1
t—0
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400 ]0; 1[—) R
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur ]0; 1] et Z In (Int)?
n>0 n=0 L=
> 1+ ¢2

est continue.

1
e La série de terme général / | frn(t)] dt converge :
0

1 1
\meN/ fu(t)] dt = /t2"(1nt)2dt
0 0
1

t2n+1 1 t2n+1 21nt
= (ln t)?| — / B 4t IPP facile & justifier
2n+1 0 0o 2n+1 t
2 2
= — t "Intdt
m+1Jo

9 12n+1 1 1241 q
= - Int —/ —dt
2n+1 2n+1 0 0o 2n+1t

2 / on 2
S . —
(2n+1)2 Jo (2n+1)3

et il est clair a ce stade de ’exercice que la série de terme général converge

(2n+1)3
(au besoin il suffit d’en prendre un équivalent).

On peut donc appliquer le théoréeme N1 et :

+oo (Int)? (Int)?
dt = 2 =2 n
/0 1+12 0 1+t2 / <Zf )
= 22/ ™" (Int)*dt

2

= 22(—1)"73
= (2n+1)
+o0 (—1)”
- 4y
nz:% (2n+1)3
Exercice 21 (Mines 2018)
Foo x = 1
ontrer que /0 pora—— ngo Gn 122
Correction
" T T 1
vxERJF 2T _ ot = @1_ e—3z
TR 3z\" 3
— —oZ —oZ .
= W,;)(e ) car e °* €] — 1;1]

+00
— Z xe—(3n+2)x
n=0
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R% — R
T xe—(Sn-‘r?)z
e Pour tout n € N, f, est continue sur R*.
e Pour tout n € N, f, est intégrable sur R* :
fule) — 0 et 2 fu(x) —— 0
T—

Pour tout n € N, soit f, {

r—r+00
e La série de fonctions de terme général f, converge simplement sur R% et sa somme
R%? — R
f T est continue.
T e
e X __ e—.r

+oo
e La série de terme général / | fn(z)| dz converge :
0

“+oo “+o0o .
/ fn(z)de = / 2e” B2 qg
0 0

—(3n+2)x +oo 400 —(3n+2)x
[t e
0

Vn €N /0+°O )| da

—(3n+2 —(3n+2)
IPP facile & justifier

_ +oo
_ 1 /+OO e_(3n+2)2 dr — 1 e (3n+2)x
3n+2 3n+2 | —(3n+2) 0
1
 (3n+2)2

o0 1
| fn(x)| dx ~ — > 0 donc la série de terme général / | fn(z)| dz converge.
In?
On peut donc appliquer le théoreme N1 et :

+00 T +o0 T
/0 mde/ an t)dt = Z/

1
7;) (3n + 2)2

Exercice 22 (Mines 2018)

SRE
Soit f(x) = .
im0 (@ +k)

1. Montrer que f est définie et continue sur RY .

2. Montrer que f est intégrable sur [1;+o0].

—+00

3. Calculer/ f(t)dt.

1

Correction
RY — R
1. Pour tout k € N, soit fi (—1)k
H -
(x + k)2

Soit x € R fixé.
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1
| fre(z)| ~ e donc la série de terme général fi(z) converge absolument.

Donc la série de fonctions Z fr converge simplement sur R7 .

e Pour tout k € N, f est continue sur RY.

e La série de fonctions Z fx converge normalement donc uniformément sur tout seg-
ment de R :
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment inclus dans RY..
Vk € NVz € [a;b] |fe(z)| = !

1
<
(x+ k)2 = (a+k)?
d’une série convergente.
[ est donc continue sur R7 .

indépendant de x et terme général

On peut aussi procéder ainsi :
e Pour tout k € N*, f;, est continue sur R*.

e La série de fonctions E fr converge normalement donc uniformément sur R* :

k>1

1 1
— indépendant de x et terme général d'une

Vk € N* Vo € R} )= —=5<
série convergente.
+00 oo
Donc la fonction Z [ est continue sur RY . fo étant continue sur RY, f = fo + Z fr
k=1 k=1

est continue sur Ri.

Une toute autre méthode est possible :

R* =R
Pour tout k£ € N, soit f (—1)’1‘C
ps )
(o + k2

Soit x € R fixé.
1
La série x) est alternée et la suite T =—
S i) (fe@Drer = (377
et converge vers 0 donc la série de terme général fi(x) converge.

Donc la série de fonctions Z fr converge simplement sur R7 .
k>0

> est décroissante
keN

De plus :
¥n € NVz € R% |Ry(2)| < |futi(2)] =

tendant vers 0 quand n tend vers 4oc0.
Donc la suite de fonctions (R,)nen converge uniformément vers 0 sur R .

1

@+ntl)2 < CESIE indépendant de z et

Donc la série de fonctions Z fr converge uniformément sur RY .
k>0
Les fj étant toutes continues sur R , il en résulte que f est continue sur R7.

2. Soit x € Ri fixé.

o Z fr(z) est une série alternée.
° fk($) —0
k——+o0

e La suite (| fx(x)|) est décroissante.
Donc :

7)) < o)l =
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Donc f est intégrable sur [1;+o0].

3. Le théoreme N1 ne s’appliquera pas.

+oo M (_1) +oo
Il s’agit donc de montrer / E /
S, (x + k)2 n—+00

+oo M ~+o0
dz — d
Vn€N|/1 Z a:—l—k: x /1 f(x)dz

B B +oo T© (_1)k .
i ‘ Lo X et

On peut avoir recours au théoréme de convergence dominée.

Yoo [1; +oo[—> R
Pour tout n € N, soit R,, =
our tout n soit R, kZ fr . Z
=n+1 (z + k
k=n+1

e Pour tout n € N| R, est continue sur [1;+o00[: R, = f — Z IE

e La suite de fonctions (R, )nen converge simplement sur [1; +o00[ vers la fonction nulle.
e La fonction nulle est continue.
e L’hypothese de domination est vérifiée :

1 1
Vn € NVa € [1; +00] |[Ru(@)] < | fus1 ()] =

<
(x+n+1)2 ~ 22
1 . . s
avec  — — continue, positive et intégrable sur [1; +oo|.
T
Mais le recours au théoréme de convergence dominée n’est pas indispensable :

v N +o00 q +oo | T (_1)k 1
nc — — T x < / D — X
= (@ + k)2 /1 J) - S (Bte)?
/JFOO dx 1
< =
~ Jo (@+n+1)2 n+42

Exercice 23 (X 2021, 50 minutes de passage)

+oo dt
Pour tout n € N*, soit Up = / m

1. Montrer que u, — 0.

n—-+0o0o

2. Nature de la série Z Uy, !

3. Exprimer Z — en fonction de u;.

n=1
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Correction

1. On va appliquer le théoréme de convergence dominée.

Ry =R
Pour tout n € N*, soit f, 1
T+ oy
e Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R .
Ry =+ R
e La suite de fonctions (f,)nen+ converge simplement sur Ry vers f<¢t+0sit >0
0—1

e La fonction f est continue par morceaux sur R .
e L’hypothése de domination est vérifiée :

1 1
Vn e N*Vt € Ry |fu(t)] = (1+thyn < 114

1
avec f1 continue par morceaux positive et intégrable sur Ry : f(¢) = O40 <7§4>

= f1(t)

On en déduit :
+o0
Uy —— f)ydt=0
n—+oo Jo
Remarque
Dans la mesure ou (uy,) est a valeurs positives, on peut chercher & majorer u,,.
Pour cela, il faut minorer (1 + ¢4)".

n 1

* 4\n Y 4k Y 4k 4

= > prd

Vn e N*Vt e Ry (1+1t%) Z<k>t _Z<k>t 1+ nt
k=0 k=0

Donc :

1 1
VneN W eR,0<

<
(1+tH" = 1+ ntt

Pour tout n € N*| la fonction ¢ — est intégrable en +oo :

~t——+oo

1+ ntt 1+ ntt ntt

avec 4 > 1.
Donc pour tout n € N* u,, est bien défini (par contre ug = f0+°° dt ne l'est pas) et :
oo dt
W¥n € N* 0 < u, < /
- " J 14ntt
On fait alors le changement de variable t = n~'/*z (pour avoir nt* = z%) : ¥n € N* 0 <

< 1 /*00 dx
Un = L1 o 1+at

. s s 7 un
ce qui permet de montrer que (u,) converge vers 0 et que la série de terme général —
n

converge.

2. On essaie d’abord d’intuiter le résultat :
S = 3 [ ()
n=1 n=1 0 1 +t
+o00 T00 1 n
=7 — | dt
L)

+o0 1 1 d +o0o dt
= t = _— = X0
/0 T+ 1 1/(1+ ) /0 R

On cherche donc & montrer que la série de terme général wu,, diverge.
On raisonne par ’absurde en utilisant le théoréeme N1 : on suppose que la série de terme
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général u,, converge.
e Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R .
e Pour tout n € N*, f, est intégrable sur R (découle de la domination dans la question

précédente).
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur RY avec :
n>1
+oo
1 1 1
Yt >0 t) = —
E_:f"( ) T+t41—1/(1+¢4) 4
n=1
+oo
e La fonction Z fn est continue sur R* .
n=1

400
e La série de terme général / | frn(t)| dt converge :
0

“+oo
Vn € N* / (D)) dt = u,
0 .
D’apres le théoreme N1, la fonction Z fn est intégrable sur RY .

n=1
C’est absurde donc la série de terme général u,, est divergente.

Remarque

On peut aussi chercher a minorer w,,.

Pour cela, il faut majorer (1 4 t4)".

Vn € N*Vt € Ry (14 t4)n = enln(1+th) < ont?
Donc :

—+00 nt4d 1 “+o0o $d 1
* > - = — - = —_—
Vn e N un_/o e t n1/4/0 e T Y7

ce qui permet d’affirmer que la série de terme général u,, est divergente.

N ) p , . Un, p . . .
3. D’apres ’énoncé la série E — converge. Néanmoins, on peut intuiter sa nature comme
n

a la question précédente :

—+00

n teol
YU ST ()
P 1+t
+oo+001 1 n
=7 “(——) a
[ X )
+o0 1 400 4
:/O —1n<1—1+t4>dt:/0 (In (1 +#) — 4In (1)) dt

Mais la fonction F : ¢t — In (14 t*) — 41In (¢) est intégrable sur RY :
e clle est continue sur RY .
e In étant intégrable sur ]0;1], F' est intégrable sur ]0; 1]

1 1
e F(t)=1In (1 + t4> Ntotoo 3 donc F est intégrable sur [1;+o0].

. . L. (g Unp,
Donc on intuite que la série de terme général — converge.
n

e Premiére méthode u
s . ’ , n

On commence par montrer que la série de terme général — converge.
n

1
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On en déduit que la fonction F = Z f— est intégrable sur R :
n

n=1
— elle est continue sur R .

— 1In étant intégrable sur |0; 1], F' est intégrable sur ]0; 1]

1 1
— F(t)=In <1 + t4> ~iortoo 4 donc F' est intégrable sur [1; +oo].
On a alors :

N o N Oo+<>o
VNeN*ZjllZL:/; Z:lf”:)dtgf Z Jat e R

La série de terme général — étant a termes posmfs, on en déduit qu’elle converge.

n
On montre alors facilement qu’on peut appliquer le théoreme N1 :

— Pour tout n € N*, “ est continue par morceaux sur R%.
Jr

— Pour tout n € N*, == est intégrable par morceaux sur R%.
n

- : In :
— La série de fonctions E “— converge simplement sur R% avec :
n>1

+oo
fn(t) ( 1 )
Vit >0 —=In(1+ —
Z - n + i
n=1
—+oo
— La fonction Z 2% est continue sur R .

n=1
In(t

“+o00

— La série de terme général / ‘ dt converge :

vn € N* /+OO fnlt)
0

n
Donc :

Zu—”:/ 1n<1+4>dt

n=1 n 0 t

On fait ensuite une intégration par parties :
) =1 (1+ 1) =21

u(t) = In — ], u =

th)’ 14t
V() =1, 0(t) =t
u et v sont de classe C! sur R% et :

u(t)vo(t) =t (In (1 +t*) — 41n (t)) — 0

’dt:u”

1
U(t)U(t) ~ oo t X t4 m 0

L’intégration par parties est donc justifiée.
+oo 1 too -4 1
In (1 —dt:—/ t()dt
/0 n( +t4> 0 1+t
oo 1 +oo dt
S et [
0 4 1

= 4uy

Remarque
Si dans la premiere question, on a majoré u,, on peut passer la premiere étape du
raisonnement et appliquer directement le théoreme N1.
e Deuxieme méthode
On fait une intégration par parties dans l'intégrale définissant u,, :
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u(t) = (1+tH7" ' (t) = (—n)(4t3) (1 + t4)—1
V() =1,0(t) =t

u et v sont de classe C! sur R% et u(t)v(t) ——— 0
t—0 ou +oo

L’intégration par parties est donc Justlﬁee

+oo too 3411
VnEN*un:4n/0 (1—|—t4"+1 =4n / 1+t4n+1dt
On en déq(}uit :
Vn € N* = = 4(up — tuny1)
On a mor?tré que la suite (uy) convergeait donc le lien suite-série permet d’affirmer
que la série de terme général u,41 — u, converge.

L 1. . Ly Unp,
On en déduit que la série de terme général — converge.
n

De plus

400 ”

Z = =4(u; — lm uy,) = duy
el n n—-+00

Exercice 24 (Centrale 2015, planche compléte)

1
Jﬁ/::J/ " dt
0

1. Etudier la convergence de la suite (I,)nen.
2. Ecrire I,, sous forme de somme.

Correction

. j0;1] = R
1. Pour tout n € N, soit f, {t s gt — entlnt

e Pour tout n € N, f, est continue sur ]0;1].

10;1] — R
e (fn) converge simplement sur |0; 1] vers f ¢ ¢ €]0; 1[— 0
1—1
e f est continue par morceaux sur |0; 1].

e Domination
Vit €]0;1]Vn > 1 |f(t)] <1 =p(t)
avec o continue, positive et intégrable sur |0; 1].
On en déduit que la suite (I,)nen converge vers 0.
2. On fixe n € N.
On prolonge f,, par continuité en posant f,(0) = 1.
0;1] - R
Soit h< 00 de sorte que :
t#0tint
Vt € [0;1] fult) = e
On observera que h est continue sur le segment [0;1]. Elle y est donc bornée.
(nh)?
pl

Pour tout p € N, soit g, =

e Vp € N g, est continue sur [0;1].
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e La série de fonctions Z gp converge normalement sur [0;1] :

p=>0
(n||P]l )"
€N gplleg = 1%
+o0
® fn= ng
On en déd_uit :
+oo .1 +oo nP
I, = Z/ gp(t)dt = / t? InP ¢ dt
=070 — 0 p!
too p !
- Z n (—1)P pil IPP successives
= ! (p+ 1))

+o00 (_1)pnp

= pgo (p+ 1)(p+1)

Exercice 25 (Mines 2022)

Montrer : .
cos ( X dn + 2
VreR / = Z(—l)”ﬁ
cosh = 2n+1)2 4=z
Correction
On fixe z € R.
vt e R, cos (zt) _ 2cos (mj‘) _ 2cos (:m:)Qe_t
cosh () et+et 1+ e 2
= 2 Z " cos (xt) e —(@nt1)t

RY — RY
t— (=1)" cos (xt) e~ nt1)t
e Pour tout n € N*, f, est continue sur RY .
e Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur R :
Vt € RE | f(t)] < em(ntDt
avec t — e~ (21t intégrable sur RY.

Vn € N* / fn<t> dt = (—1)H§R€ (/ e(z:c—2n+1)t dt)
0

0
+oo
0

eliz—2n+1)t
= (=1)"Re ( [ ,

Pour tout n € N*, soit f, {

ir—(2n+1)
. 1

= ()R (2n+1—ix>
— (—1)n 2n+1

(2n 4+ 1)2 + 22
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vn € N* 2n +1 _’ +o0o

+o0
(IS fn(t) dt‘ S/o [fu(t)] dt

+oo
Donc la série de terme général / |fn(t)| dt diverge et le théoreme N1 ne s’applique
pas. 0
On revient donc aux sommes partielles :

>l > [T rma- 7Y no
Vn € N* —— = / tdt:/ t)dt
n=0 (2n + 1)2 + x? n=0"0 " 0 n=0 "
+o0 N n
= cos (zt) e e 2t dt
[ (e S ()
+o0 14 (=1)V e @N+1)t
= cos (xt) e +()Te dt
0 1+ e 2t
t —t
La fonction g : t — M est continue et intégrable sur R :
1+ e 2

VteRY |g(t)] < et
(=1)N cos (xt) e~ 2N+

De méme, pour tout n € N*, la fonction — est continue et intégrable

1+ e 2
sur RY.
On peut donc séparer les intégrales et écrire :
N _
2n + 1 +%0 cos (zt) e +oo (—1)N cos (xt) e 2N+
wmen S nrL / dt+/ ( >2 dt
= 2n+1)2+a 0 1+ e 2

_ /+oo COS (xt) dit (_1)N /+oo cos (xt) e~ 2(N+1)t w
o el+et 0 1+ e 2

Pour conclure, on n’a pas besoin du théoréme de convergence dominée :

+0© cos (ajt) e 2(N+1)t +oo 9 1
VN € N* dt| < B R DL [ —
< /0 1+ o2 = /0 ¢ 2(N + 1)
Exercice 26 (Mines 2013)
Pour tout n € N, soit I, Pt
our tout n , Soi = —dt.
"o V12

1. Montrer que I, est bien définie. Déterminer la limite de (I,,).

2. Nature de la série de terme général I, 7

Correction
10;1[—= R
1. Pour tout n € N, soit f, = t"Int
V1 —¢2
Soit n € N.

frn est continue sur |0; 1].
/2 fn(t) ~io+ t"t1/2Int — 0 : classiquement, on en déduit que f, est intégrable

t—07t
sur ]0;1/2].
On cherche ensuite & préciser le comportement de f, en 1.

40



TD analyse 1 2025-2026 Chapitre 3

On poset=1—h avec h — 0T.

fn(t) = (1 — h)n In (1 — h)(l _ (1 _ h)2)71/4
= (1-=h)"In(1—h)(2h — h2)*1/4
= In(l-— h)h*1/4(2 _ h)*1/4(1 _ )
_p3/4g—1/4

Donc f,(t) —— 0 : f est prolongeable par continuité en 1.
t—1—

fn est donc intégrable sur ]0; 1].

On applique ensuite le théoréeme de convergence dominée :

Pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur ]0; 1[.

La suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle sur |0 : 1].

La fonction nulle est continue.

L’hypothese de domination es|t vé‘riﬁée :‘ |
t"|Int Int

i € N ¥t €01 Ifa0)] = s < s = 1folt)

avec | fo| continue, positive et intégrable sur |0; 1[.

D’apres le théoreme de convergence dominée, I, —T> 0.
n—-+0o0o

10;1[— R
2. La fonction g —Int B —Int est continue sur ]0; 1].
(1-t)vV1—t2 (1—t)41+t)l/4
De plus t'/2g(t) ~;_o+ —t/?Int T 0 : classiquement, on en déduit que g est inté-
grable sur |0;1/2]. -
On cherche ensuite a préciser le comportement de g en 1.
On pose t =1 — h avec h — 0.

g(t) = —In(1 —h)h =241 +1—h)" V4~ p- /4214 =

1
21/4 (1 _ t)1/4
Donc g est intégrable sur ]0;1].

N L g(—1Int)
UV eN (L) - Z/ _— Loy
LY (= 1Int)
= /0 <Z 1 —t2)1/4> dt

n=0 (

1 —Int 1—¢V#! 1
= dt = 1—tNtDg) dt
/0(1_t2)1/4 — X )g(t)

1
< / g(t) dt car g est positive
0

La suite des sommes partielles de la série de terme général —I,, est donc majorée. Mais
c’est une série a termes positifs donc elle converge.

Finalement la série de terme général I,, converge.

Remarque

On peut alors facilement appliquer le théoréeme N1.

Exercice 27 (Centrale 2023)
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1. Montrer qu’il existe une et une seule fonction f de R% dans R telle que :

f(x)mo
Vazeij(x)—f(x—kl):%

2. Montrer que f est continue sur R .

+o00
3. Montrer que f est intégrable sur [1; 400 et donner f(z)dz.
1
Correction
1. On procede par analyse-synthese.
On suppose que f existe.
n—1
Ve e RiVn e N* f(z) — f(x+n) = Z (flx+k)— fl(x+k+1)) téléscopage
k=0
n—1 1

S LG

k=0
En faisant tendre n vers +oco a x dixé, on obtient :
—+00
1

Vo € R = —_—
veR: J@) g (@ + k)3
D’ou 'unicité en cas d’existence.

R} - R
Réciproquement pour tout n € N soit f, . 1 (qui est bien définie sur
:1:’ S —
(x +n)3
R% en entier).
Soit x > 0 fixé. .
fn(T) ~nostoo —5, tout est positif et la série de terme général — converge. On en déduit
n n
que la série de terme général f,(x) converge.
La série de fonctions Z fn converge donc simplement sur R’ . Sa somme, notée f dans
la suite, est donc une fonction définie sur RY .

Wz € [ 4oo[ ¥n € N |fu(a)] = ——

<
(x4+n)3 ~ (n+1)3
d’une série convergente.

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [1; +ool.

indépendant de x et terme général

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [1; +ool.
De plus, pour tout n € N, f,(x) ——— 0 donc f(x) ——— 0 (théoreme de la double
xr—+00 r——+00

limite).
Enfin :
Vo € R _ 1) = — Y
io 1 i" 1
= (x 4+ n)3 = (r+ n)3
1
]

D’ou l'existence.
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2.

3.

Pour tout n € N, f,, est continue sur R* .
Soit a > 0.

vz € [a;+oo[ Vi € N |fu(z)] = ——

(x+n)? ~ (n+a)

indépendant de = et terme général
d’une série convergente.
On en déduit que la série de fonctions E fn converge normalement sur [a; 4+00].

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [a; +o00[.
On en déduit que f est continue sur [a; +o0].
Comme c’est vrai pour tout a > 0, f est continue sur R .

e Pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur [1; +ool.
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [1;4o0c[ et sa somme (f) est
continue.

+oo
e La série de terme général / | fr(x)| dz converge.
1
En effet :

+oo

[Tin@la = [T e = [
1

2(n+1)2

1

D’apres le théoréeme N1, f est intégrable sur [1; +oo] et :

/1+Oof(ﬂs)dx = /1+w§fn($)d$

S =3 5
= fa(w)de = ) , oo——5
n=0"1 " n=0 2(n + 1)2
1 X1
~ 21w
n=1
_ T
12
5 Dérivation
Exercice 28 (Centrale 2019)
+00 e nT
Pour z > 0, on pose ¢(x) = 2_: N
1. Montrer que ¢ est de classe C!.
2. On admet dt = /7.
0oVt
Donner un équivalent de ¢ en 0.
Quelle est la limite de ¢ en +00?
Correction
R%Y — R
1. Pour tout n € N*, soit f, e~ %

NG
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e Pour tout n € N*, f,, est de classe C' sur R%.
V(n,z) € N* x RY f)(z) = —y/ne ™"
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R* :
n>1
Soit xg > 0.
Vn >10< fo(rg) < e = (e7%0)" avec |e | < 1
e La série de fonctions Z [, converge normalement sur tout segment de R :
n>1
Soit [a,b] un tel segment (0 < a < b).
V(n,z) € N* x [a; 0] |f)(x)] < /ne " indépendant de x et terme général d’une série
convergente (utiliser la regle de d’Alembert)
Donc ¢ est C'.

. On fixe z > 0.

e—;rt
La fonction ¢ —

est continue, positive, décroissante et intégrable sur ]0;1] (en plus

de [1;400[) ce qui permet d’écrire :
n+1 e—:l:t e~ nT /n e—:ct

Vn € N* dt < <
n \/ \/> n—1 \/?75

On en dedmt

+oo e*l" d +o00 ef:rt q
t < plx §/ t
L rasees

s
On fait alors le changement de variable C! strictement croissant ¢ = —.
x

On en déduit :
1 [t g8 1 oo 78

<gp(x) <
Vel s Vel Vs
puis ¢(z) ~o+
La comparaison d’une série a une intégrale donne aussi :
+o00 e*xt +o00 400 1
0<p(r) < e_x+/ dt < e_$+/ e vt dt < e_x+/ e At = e ¥ 4+ —
1 Wi 1 0 T

Donc ¢(z) Py 0.

m

Exercice 29 (Centrale 2019)

Ry - R

Pour tout n € N*, soit f, e T

(x +n)?

400
Soit f = Z fn-

n=1

1. Quel est le domaine de définition de f 7
2.
3. Montrer que f est C! sur R*% .

Quelle est la limite de f en 4007

4. f est-elle C! sur R, ?
Correction
1. Soit xg € Ry fixé.
Vn € N*0 < fp(zg) < %
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Donc Z fn(xo) converge.
f est donc définie sur R..

+00 efx
Q.VxGRiogf(x)SZe_m’— 0
n=1

1 — e % a0
Donc f(x) R 0.
3. e Pour tout n € N*, f, est C! sur R% et :
Vn e N*Vz e R fl(z) = — -
n z + fn(x) (.’E + n)z (l‘ + n)g
° Z fn converge simplement sur R7 .

° Z fr converge normalement donc uniformément sur tout segment de R%.
Soit [a;b] un tel segment.
Vn e N* Vo e RL |f)(z)] <
On en déduit :

Vn € N*Vz € [a;b] |f](z)] <
La série de terme général u,, converge car :
2

n“u, =ne "4+ — — 0.
n n—+oo

Donc Z f1 converge normalement sur [a; b].

e—’I’LI

L2
n3

efna

2
+ 5 = Un indépendant de .
n

, 400 ne "< +o00 e~ nT
4. Vx>0 =— — =2 —_—
. fz) Z: (x +n)? Z (x +n)3
n=1 n=1
Supposons f C! sur R,
!/ ! —
f(x) — f'(0)=h € R
>0
R+ — R
Pour tout n € N*| soit g, e &
'_) —
(x +n)3
. 1
Vn € N* Vx € RJr |gn(37)‘ = gn(:z:) < ?
La série de fonctions Z gn converge normalement sur R .
—+00
On en déduit la continuité de g = Z n.-
n=1
IJ?onc :
X npe ™
—11 —2¢g(0)=1€R
2 P e 1m0
n=1
Soit N € I\]T\;“
ne—nT 400 ne-"nT
Va € R} — < —_—
+n§::1(x+n)2 nzzzl(:z:—l—n)2
On fait tendre x vers 07 :
N1
Z —<leR
n
n=1

On en déduit que la série harmonique converge (série a termes positifs dont la suite des
sommes partielles est majorée).
C’est absurde donc f n’est pas C! sur R.

Exercice 30 (Mines 2018)
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fz) = JFZO:O 1 arctan (a;)

—n n
1. Montrer que f est définie et continue.

2. Montrer que f est dérivable et croissante.
3. Limite de f et de f’ en +oo.

Correction
R—R
1. Pour tout n € N*, soit f, 1 (x)
xr — —arctan | —
n n

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur R.
e La série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de R :
Les accroissements finis donnent :
V(z,y) € R? |arctan (z) — arctan (y)| < |z — y|.
Soit [a;b] un segment de R (a < b).
Soit ¢ = max (|a|, |b]).

x c

Vn € N* Vo € [a;b] |fu(z)] < ‘—2 < — indépendant de = et terme général d'une série
n n

convergente.

Donc la série de fonctions E fn converge normalement sur [a; b].

Donc la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [a; b].
On en déduit que f est définie et continue sur R.
2. e Pour tout n € N*, f,, est de classe C! et :
* / _
° Z fn converge simplement sur R.

/
. E f,, converge normalement sur R :

1 1
Vn € N* Vo € R |f}(2)] = -5 < — indépendant de x et terme général d'une
T4 +n n
série convergente.

Donc f est de classe C! sur R et :
“+o0o

vxeRf’(x)zz#>o

x? + n?
n=1
f est strictement croissante sur R.

3. Une comparaison série intégrale donne :

+oo dt 1 t
VwEROSf'(:C)S/O m: Lcarctan (m)

+o00

7T
0 2z

!
Donc f (CC) m 0

f est croissante donc f(r) —— 1€ R
T—>+00

Supposons [ fini.

N
VN eN'Vz eRy Y falz) < fz) <1
n=1
On fait tendre x vers +o0 :
N

YN EeN" ) - <i< oo
n

n=1
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On en déduit que la série harmonique diverge, ce qui est absurde.

Donc : f(x) —— +o0
T—+00

Exercice 31 (Mines 2019)

+o00 ( . )
= Z In(1+4 e
k=0
1. Domaine de définition de f7

2. Montrer que f est de classe C!.
3. Limite de f en 4007

4. f(Dy)?
Correction
1. Siz <0, In (1 + e"“) ——— 400 : la série de terme général In (1 + e_k“”) diverge
k——+o0
grossierement.

Siz =0 alors:
¥k €N In (14 ¢*) =In(2)

De nouveau, la série de terme général In (1 + e_’“”) diverge grossierement.

Siz>0, e " —— 0 donc:
——+o00

In (1 + e_kx) ~ ek = (e_‘”)k avec e ¥ < 1.
Tout est positif donc on peut utiliser I’équivalent pour conclure : la série de terme général
In (1 + efk“”) converge.
Finalement, Dy = R
R%Y — R
z+—In (1 + e*km)
e Pour tout k € N, fj, est C! et :
—k e—k:c
Vk e NV € RY fi(z) =

1+ e ke
e La série de fonctions de terme général f; converge simplement sur RY .

e La série de fonctions de terme général f; converge normalement (donc uniformément)
sur tout segment de R :
Soit [a; b] un segment de RY (0 < a < b)

2. Pour tout k € N, soit fj

k —kx
Vk € NVz € [a;b] |fi(z)] = 1_:}7—@: < ke % indépendant de x et terme général
e
d’une série convergente :
— Vk € N* k&_kl‘; >0
kE+1)ektla k41
7("‘)6 _ K — s 0= < 1
ke—ka k k—+o00
Donc f est de classe C! sur son domaine de définition et :
+0o0 e—kaz ek
Ve>0fl(z) == k— k————
v >0/ k;o 1+ e Z 1+ e
3. Le terme pour k£ = 0 vaut In (2 )
—x
Vr >0 1In(2) < f(z) <In(2 +Ze —In(2)+-—>

Donc la limite cherchée est In (2 )
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+o0 k ek

f est strictement décroissante sur R* .

f a donc une limite (finie ou infinie) en 0. On la note .
Le théoreme de la bijection donne alors f (D) =]In (2);[.
Supposons [ finie.

Ve >0 f(x) <1

et : N

Vx> 0VneN Zln(l—l— e_’w) < f(z)
k=0

On en déduit :

Vo >0¥n e N Zln( +e7h) <1

On fixe n dans N et on fait tendre x vers O :
vneN Z In(2) <!

k=0
On en déduit [ = +oo.

Exercice 32 (Mines 2018)

On considere la fonction f définie par f(z Z e ™ gin ( )

1.
2.

3.

Déterminer le domaine de définition de f .

Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition.

+oo
Montrer que f est intégrable sur R et exprimer / f(t) dt comme somme d’une série
0

convergente.

Correction

T
On note a,, = sin )

2TL

VnENanz()
etanw—

1.

2.

27’1
On fixe x € R.

o T e T\" L
e ™sin| — | ~m et tout est positif donc :

2n 2

—nx
e sm< ) converge <= zw<
n>0 n>0

—x

=
< —z<In(2)

n
> converge

<l<e= e "<2

Donc Dy =] —In (2); +o0].

]| —In(2);+oo[— R
Pour tout n € N, soit f, o T
T e ™sin (2“)
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e Pour tout n € N, f,, est C' sur R.

Vn € NVz €] —In (2); +o0o[ f](z) = —ne " sin (27;)

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur | — In (2); 4+o00].

e La série de fonctions » _ f;, converge uniformément sur tout segment de ]—In (2); +o0] :
Soit [a;b] (—1In(2) < a < b) un segment inclus dans | — In (2); +ool.
Vn € NVz € [a;b] |f] (z)| = ne " sin (;) < nay, e ™ indépendant de x.

—a

n
€ s - s 4 _
na, e " ~nmw ( > et tout est positif donc la série de terme général na, e "% est

)"
de méme nature que la série de terme général v, = nw 5 .
Pour tout n € N*, v,, > 0 et :
Un+1 n+1e@ e ¢ eln(2)
n 2 n—otoo 2 2
Par la regle de d’Alembert, la série de terme général v,, converge.

On en déduit que la série de fonctions Z f/, converge normalement sur [a; b].

On en déduit que la série de fonctions Z 1, converge uniformément sur [a; b].
Donc f est C!' sur son domaine de définition.
+oo
3. On remarque que la fonction fy est la fonction nulle. Donc en fait f = Z fn-

n=1
e Pour tout n € N*| f,, est continue et intégrable sur R :

n > 0 donc x — e~ ™ est intégrable sur R, .
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R et sa somme est continue sur

n>1
R, : cf les deux premieres questions.

coner [l [T nwa = (5) -] T ta(Z)

+oo
On en déduit que la série de terme général / | fn(x)| dx converge :
0

1 . s ™ ..
—sin | — ] ~ — et tout est positif.
2nn

1
it 1 <1
wp, 2(n+1) n—otoo 2
D’apres la regle de d’Alembert, la série de terme général w,, converge.
D’apres le théoreme N1 f est intégrable sur R+ et :

/0+OO f(t)dt = :g/(:oo fo(x)dz = ;ijlsin (27;)

—n
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