TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 3
Continuité

941

1 Continuité des fonctions de plusieurs variables

Exercice 1

R? - R
Soit £ (.9) = I G 0y 2 0,0)
(0,0) —0

f est-elle continue sur R??

Correction

f est clairement continue sur U = R? \ {(0,0)}. Si on veut détailler :

R? - R R? R : T
et sont continues : cf le cours. On peut aussi dire

(z,y) =2 (z,y) =y

qu’elles sont polynomiales.

Les fonctions {

, , _ R? » R R? 5 R ,
sin est continue sur R donc les fonctions ] et ) sont continues.
(z,y) — sinz (z,y) — siny
R? - R
On en déduit que la fonction _ ) est continue.
(x,y) — z siny — y sinx

U—-~R

9 , est continue et ne s’annule jamais donc f est continue
(@,y) = a* +y

De plus, la fonction {

sur Y.

Passons a la continuité en (0, 0).

sinz = z + o(2?) quand z tend vers 0 : c’est un résultat sur les fonctions d'une seule variable
vu en Sup.

0 <22 < 2%+ y? donc sinx = z + o(z% + y?) quand (z,y) tend vers 0 (on voit sinx et z comme
des fonctions de (z,y)).
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Ce serait plus clair avec des fonctions € mais il s’agit ici de sauver la notation o utilisée en Sup.

xsin (y) — ysin (x)

flzy) =

x2 4 y?
aytzo(@®+y?) —yr —yo(a® + )
x? 4 y?
) 2\ 2 2
_ zo(z” +y 3 yzo(az +y°) a ne surtout pas factoriser
e +y

= xz0(1)+yo(l) c’est bien un + mais un — conviendrait aussi

Donc f(z,y) — 0 = f(0,0).
(z,y)—(0,0)
(z,y)#(0,0)

f est continue en (0, 0).

Finalement, f est continue sur R?.
Exercice 2

r—y)siz >
On pose pour tous réels z et y : f(x,y) = y( y) ‘ =Y
z(y—x)siz<y

Etudier la continuité de f.

Correction
Il est possible d’écrire :

Y(z,y) € R? f(z,y) = min (x,%) (max (z,y) — min (z,y)).

V(z,y) € R? max (z,y) = ¥ F1E =9l

m p— p—
V(x,y) € R? min (z,y) = vty —le—yl
On en déduit que (r,y) — max (z,y) et (x,y) — min (z,y) sont continues sur R2.
On peut enfin conclure & la continuité de f sur R2.

Voici une méthode plus ”élémentaire” :
On notera ||(x, )| = /22 + 2 la norme euclidienne canonique de (z,y) € R2.
Soit (z0,%0) € R2.
e Premier cas : zg > yo.
3 > 0tq D((z0,30),7) = {(2,) € B tq [|(2,9) — (20, 90)]| < 1} C {(z,9) € B tq = > 1}
(faire un dessin).
La restriction de f a D((xo,y0),7) est polynomiale donc continue.
On en déduit que f est continue en (xg, o).
Si on y tient, cela peut se justifier en revenant a la définition :
Soit € > 0.
36 > 0 tq V(CU,y) S D((x()ayO)vr) ||(517,y) - (x()?yo)H <0 = \f(x,y) - f(xo,yo)’ <€
(continuité en (zg,yo) de la restriction de f a D((xo,v0),7))
Quitte a diminuer §, on peut supposer § < r de sorte que si |[(x,y) — (zo,y0)| < d alors
(z,y) € D((zo,y0),7).
On a donc :
Y(z,y) € 2 [|(,9) — (@0, go)l| <8 = |f(z,) — f(z0, 30)] < ¢
et on a justifié la continuité de f en (zo;yo).
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e Deuxiéme cas : zg < yp.
Jr > 0tq D((w0,v0),7) = {(z,9) € R? tq ||(z,y) — (z0,v0)| <7} C {(z,y) € R? tq x < y}.
La restriction de f a D((zo, o), r) est polynomiale donc continue.
On en déduit que f est continue en (xg,yp).

e Troisiéme cas : zg = g

f(z,y) =y(@ —y) ———— 0 = f(zo,20)
(:B,y)—>>(:p0,x0)
2y
f(x7y):$(y_$) 0:f<370,$0)
($>y):<($07$0)
Yy

On en déduit que f est continue en (xg,xg).
Si on y tient, cela peut se justifier en revenant a la définition :
Soit € > 0.

>
35, > 0 tq T=Y

[(z,y) — (w0, y0)[| < 61 } = |f(z,y) — f(zo, )| < €

(il n’y a rien de particulier a justifié : une fonction polynomiale est continue)

<y
= |f(z,y) — [ (0, <e
@) — (0 30l < 6 } 1#(#:9) = F{@o, o)l
Soit § = min(dy, d2) > 0.
Si |[(z,y) — (w0, yo)|| < 0 alors ||(z,y) — (w0, y0)|| < 01 et [[(z,y) — (zo, yo)| S b2 et z >y
our <y.
Donc :
H(xvy) - (x07y0)H < 6 = ’f(xvy) - f($07y0)| <e€
et on a bien justifié la continuité de f en (g, yo).
Finalement, f est continue sur R?.

Exercice 3 (D’aprés Centrale 2013)

Soit D = {(z,y) € R? tq y > 0}.
D—R DR

ddo >0 tq

5 4
On définit f{ (z,y) —+ e /W siy£0 et g3 (z,y) = eV siy#0
y y

(z,0) =0 (x,0) =0
1. Montrer que pour tout y > 0, x — f(x,y) et z — g(z,y) sont continues sur R.
2. Montrer que pour tout z € R, y — f(x,y) et y — g(z,y) sont continues sur R.
3. f et g sont-elles continue sur D7
Correction

1. On fixe yp € Ry.
e Premier cas : yp =0

vz € R f(x,y0) = g(x,y0) =0
x — f(x,y0) et z — g(z,yo) sont constantes donc continues sur R.
e Deuxiéme cas : yy # 0
5

Ve € R f(x,y0) = x—Z Sy
Yo

x — f(x,y0) est continue sur R d’apres les théorémes généraux.
x

Vz € R g(z,y0) = — e~/
Y

0
x +— g(z,yo) est continue sur R d’apres les théoréemes généraux.
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2. On fixe zg € R.
e Premier cas : o =0

05
e R, f(oy) = e /v =0

f(x0,0) =0

Donc :

Vy € Ry f(zo,y) =0

Donc y — f(x9,y) est continue sur R;..
4

0
Vy € RY g(wo,y) = ?6702/7’ =0

9(0,0) =0
Donc :
vy € Ry g(zo,y) =0
Donc y — g(zo,y) est continue sur R;.
e Deuxiéme cas : xg # 0
Il est clair que y — f(xo,y) est continue sur R .

2
x
22 > 0 donc =% —— 400
Y y—0t

2\ 2 2
Donc f(zo,y) = zo <%> exp (—JUO> —— 0= f(20,0) et y — f(x0,y) est conti-
Y Yy ) y—0t

nue en 0.
Finalement, y — f(xo,y) est continue sur R..
Il est clair que y — g(zo,y) est continue sur R .
2
x
Donc g(zo,y) = [ =2 — 0 = g(z0,0) et y — g(zo,y) est continue en 0.
Y y—0

Finalement, y — g(zo,y) est continue sur R.

3. La fonction g n’est pas continue sur D :

Vo € R* g(z,2%) = el —— e71 # ¢(0,0).
20

Par contre f est continue sur D mais ’exemple de g montre que cela doit étre justifié
soigneusement. En particulier, la continuité des fonctions partielles établie dans les deux
premieres questions ne suffit pas.
Les théorémes généraux montrent que f et g sont continues sur {(z,y) € R? tq y > 0}.
Il reste donc & étudier la continuité de f en (xg,0) avec xg € R.

e Premier cas : zg #0 et yp =0

2

332

- 4
y (x7y)_>(x070)
y>0
On peut considérer que c’est clair ou le justifier en revenant a la définition :

Soit M > 0.
Soit = 20 5
oit § = —= > 0.
4M
Soit (z,y) € [x0/2;2x0]x]0; 0] ou [2x0; x¢/2]x]0; 0] suivant le signe de xg.
9 x3 1 1 2 2}
%> — et — > - donc — > — =
4 y 0 y 49
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On en déduit :
flz,y) ————= 20 x0

(z,y)—(0,0)
y>0

De plus, f(z,y) =0 ———— 0 donc :
(ﬂ?,y)—>(033070)
y:
f(@,y) ———— 0= f(z0,0)
(z,y)—(20,y0)
(z,y)€D

et on a justifié la continuité de f en (zg,yo).
On peut justifier de la méme fagon la continuité de g en (¢, 0).
e Deuxieéme cas : zg=0et yp =0
R—R
Soit 5 _, ¢ est bornée sur Ry donc :
t—t7e”

2

V(z,y) e RxRY |f(x,y)| = |z| ¢ (m) < C' || trivial pour y =0
Y
Dou f(x,y) — 0= f(0,0).
(z,y)—(0,0)
Finalement f est continue sur D.

Exercice 4 (X 2010)

Montrer qu’il n’existe aucune application continue bijective de R? sur R.

Correction
Lemme proposé par ’examinateur : montrer qu’il n’existe aucune application continue
bijective de R sur R*.

Le lemme est trivial.

Soit f : R — R* continue et bijective.
A(z1, w2) € R? tq fx1) = =1 et faz) =1
D’apres le TVI, il existe z € R tq f(x) =0
C’est absurde.

Soit f : R? — R continue et bijective.
IMy € R? tq f(Mp) =0
IM; € R? tq f(My) = —1
dMs € R? tq f(MQ) =1
Il existe un chemin continu qui va de My & M, sans passer par M.
Le mieux est de faire un dessin.
Si Moy & [My; Ms] alors [My; Ms] convient.
Si My € [Mjy; Ms]; on choisit M3 en dehors de la droite (M, Ms). La réunion des segments
[Ml; M3] et [Mg;MQ] convient.
On suppose ce chemin paramétré par ¢t € [0;1] :
©(0) = M
I € CO([0:1],R?) tq  p(1) = Mo
vt € [051] g(t) £ Mo
g = f o ¢ est une fonction continue de [0; 1] dans R.
9(0) = f(M;) = —1 et g(1) = f(Mz) =1 donc par le TVI :
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3t € [0;1] tq g(t) = 0.
On a donc f(My) = f(e(t)) = 0 avec ¢(t) # My ce qui contredit U'injectivité de f.

2 Fonctions lipschitziennes
Exercice 5 (Mines 2023)

1. Soit (E,|.||g) et (F, ].||p) deux K-ev de dimensions finies.
Soit w une application linéaire de E dans F'.
Montrer que u est lipschitzienne.

2. Soit n € N*. Montrer : )
3C € Ry tq VP € R, [X] P(—1)* + P(0)* + P(1)* < 0/ P(x)*dx
-1

Correction

1. e Premiére méthode : utilisation du théoréme des bornes atteintes
S = {r € Etq ||z||gp =1} est une partie fermée bornée et non vide de E (le cas
E = {0} est sans intérét).
u étant linéaire en dimension finie, u est continue.
Par composition, I'application x +— ||u(x)||  est continue.
On en déduit qu’elle est bornée sur S :
M eRy tqVz €S ||lu(@)||p <M

Soit = € \{0}.
“ <|x||E>

On en déduit Hlu(x) < M puis L lu(z)||» < M.
[E1P> Izl 5
Donc ||u(x)|| p < ||z|| 5, inégalité qui est vraie aussi dans le cas z = 0.
On a alors :
V() € B2 u(z) — uly)lp = lule —y)llp < M|z -yl
e Deuxiéme méthode
L’examinateur a demandé de traiter cette question sans le théoreme des bornes at-
teintes.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

<M

F

€ S donc

)l

Vo = Z:riei € E |u(z)|p =

Z ziu(e;)
i=1

=1 F
n
< 3wl uled)ll
=1
n
< kYl avee k= o (el
1=
E — R+

Mais L " est une norme et E est de dimension finie donc elle
T = Zwiei — Z | ;]
=1 =1

est équivalente a |.|| ;. En particulier :



TD analyse 2 2025-2026 chapitre 3

n n

Im € Ry tel que Vo = Zaziei Z |zi| < m|z] 5
i=1 i=1

On en déduit :

Vo € B |u(z)|p < km |zl
On conclut comme dans la premiere méthode.

1
2. On prend E = R, [X] et || P = / P(2)? da
—1

L’examinateur a demandé de prouver que c’est bien une norme. On le fait en vérifiant
ExFE—R

1
(P.Q) = [ P@)Q()da
On prend F = R? muni de sa structure euclidienne canonique.
E—F
P (P(-1), P(0), P(1))
D’apres ce qui précede, il existe k € R tel que :
VP e E [[u(P)|lp < k[Pg
Il n’y a plus qu’a élever au carré.

que est un produit scalaire.

On prend u {

3 Parties fermées

Exercice 6 (X 2021)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
{(x, y,2) € (R")? tq (z,y,z) est liée} est-elle une partie fermée de (R™)*?
I’examinateur a demandé de traiter les cas n = 3, n = 2 et n = 4 avant de passer au cas général.

Correction
e Cas n = 3.
{(m,y,z) € (R3)3 tq (z,y, 2) est liée} = {(Jr,y,z) € (R3)3 tq detcan(z,y,2) = O}.

detoan est une application continue de (R3)3 dans R donc {(:v, y,2) € (R3)3 tq (z,y, 2) est liée}
est une partie fermée de (R3)3.
e Cas n=2.

{(:n,y,z) € (R2)3 tq (z,y, 2) est liée} = (R2)3 donc {(:c,y,z) € (R2)3 tq (z,y,2) est liée}

est une partie fermée de (R2)3
e Cas n=4.
Cette question n’est pas dans 'esprit du programme et de ce fait difficile a traiter avec
les outils du programme.
Si la famille (z,v, ) est liée alors pour tout ¢ € R%, la famille (x,y, z,t) est liée.
Si la famille (z,y, z) est libre alors d’apres le théoréeme de la base incomplete, il existe
t € R* tel que la famille (z,y, z,t) soit libre.
Donc :

(z,y,2) lidke = VteR? (z,y,z1) lide
— VteR? det(z,y,2,t) =0
Can
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3 3
Donc {(m,y, z) € (R4) tq (x,y, z) est liée} = ﬂ {(aj,y,z) S (R4> tq get(az,y,z,t) = O}

teR4
est une intersection de fermés donc un fermé.

e Cas général
{(377,%2’) € (R")‘3 tq (z,y, z) est liée} =

N

(tlv“at’ﬂ*:ﬁ)e(Rn)
est une intersection de fermés donc un fermé.

Remarque
La méthode précédente s’applique si on remplace R™ par C”.
Dans R”, une méthode completement différente est possible.

On munit R™ du produit scalaire canonique et on considere la matrice M =

V(a,b,c) € R (a b C)M Z
a(z | @) +b(z | y) + c(z | )
= (a b o) |awla)+bly]y) +ely|2) | =(a b o
a(z | )+ b(z | y) + (= | 2)

= |laz + by + cz|?
Supposons (z,y, z) libre.
a
Soit [ b | € Ker (M).
c

On a |jaz + by + cz||> = 0 donc az + by + ¢z = 0.

(z,y, z) est libre donc (a,b,c) = (0,0,0).

Ker (M) est réduit a la colonne nulle donc M est inversible.
Supposons (z,y, z) liée.

Il existe (a, b, c) # (0,0,0) tel que ax + by + cz = 0.

a (x| az + by + c2) 0
MIlb|l=|(y|lax+by+cz)| =|0]| donc le noyau de M
c (2 | ax + by + c2) 0

M n’est pas inversible.
On a donc :

(zlx) (z|y) (z]2)

(z,y,2) lite = |(y | z) (yly) (y|=2)|=0
(zlz) (2]y) (2]2)
R")?* - R

et la fonction (x[z) (z]y) (z]2)
(z,y,2) = |(y2) (yly) (y]2)
(z]lz) (2]y) (2]2)

Exercice 7 (Centrale 2022)

{(az,y,z) e (R”)3 tq det(x,y, z,t1,...,th—3) =
nes Can

(zlz) (zly) (z]2)
(lz) Wly) (Wl2)
(z]z) (2]y) (2]2)

(x| ax + by + cz)
(y | ax + by + cz)
(z | ax + by + c2)

a(x | ax +by+cz)+b(y | ax + by + cz) + c(z | ax + by + cz) = (ax + by + ¢z | ax + by + cz)

contient une colonne non nulle et

est continue.
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Po(X) =X

Vn>1P,(X)= (P, 1(X))?*+X

On note M Pensemble des nombres complexes ¢ tels que la suite |(P,(c)|)nen ne tendent pas
vers +00.

Soit (Pp)nen une suite de polynomes telle que {

1. Donner le degré et le coefficient dominant de P,.

2. Le but de cette question est de montrer I’équivalence des deux propositions :
(i) cg M
(ii) In € N tq |P,(c)| > 2
(a) Montrer (i) = (i1).
(b) On veut montrer (ii) = (i).
e Premier cas
Soit ¢ € C tel que |c] < 2 et tel qu'il existe n € N tel que |P,(c)| > 2.
On note n. = min ({n € N tq |P,(c)| > 2}).
Montrer :
Vi = e [Pa(@)] 2 [P ()] (|Prac(c)] — 1)
et en déduire lim |P,(c)]
n—-+o0o
e Deuxiéme cas
Soit ¢ € C tel que |c| > 2.
Montrer :
vneN |Pa(e)] = lef (Je] = 1)"
et en déduire lim |P,(c)]
n—-+0o0o

3. Une derniére question dont je n’ai pas 1’énoncé.
On peut envisager de prouver que M est fermé, borné et non vide.
Correction
1. Pour tout n € N, soit P(n) : P, est unitaire de degré 2".
P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
Pyi1 = P2+ X avec P2 de degré 2"t > 1 donc P, 1 est de degré 2" et de coefficient
dominant (dom(P,))? = 1.
Donc P(n + 1) est vraie.
2. (a) On suppose que ¢ n’appartient pas a M.
| Py (¢)] ——— 400 donc :
n—-4o00
dng € N tq Vn > ng |P,(c)| > 2

(b) e Premier cas :
On va évidemment raisonner par récurrence et on aura besoin de |P,41(c)| >
(I1Pn.(c)] = 1) [Pa(c)l.

P
On s’intéresse donc a JT;FE ;: sans justifier dans cette phase de recherche que
(¢

Pn(c)(;é) 0.

Prii(c c . c « .

= P,(c)+ avec P,(c) plutot grand et plutot petit.
RO "o ( )"( ) plutot e R
Pn+1 & ' Pn+1 c c 2
— |Pp(e)|] £ — P,(c)| = < < 1lecar |P,(c)| > 2
Ry | PO = P G = O T = ey = e =

ce qu’on justifiera plus tard.
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PnJrl(C)
Py(c)
Il n’y a plus qu’a rédiger soigneusement.

Donc

= |Pae)] = 1

Pour tout n > ne, soit P(n) : |Py(c)| > |Pn.(¢)| (| Pn.(c)| — 1) "
P(n.) est vraie (| Py, (c)| > |Pn.(c)])

On suppose P(n) vraie (n > ne).

1Pacl0)] 2 2 donc [Po,(0) — 12 1 et [Pa(c)] = |Pa,(0)] = 2.

PJT(IC(; =P+ B
Fria(c) — c Puta(c) — c)| = el 2 car c
H Rale] ('f”( ”’ B PO = B S B S e 1Pl 22
n+1(C
Donc |PP:(C()>| — |Pu(c)] > —1.
n+1(C
Donc m > |Pa(c)| = 1> |Pp| — 1

Donc |Poyi1(e)| > |Po(e)] (1Pa] = 1) = |Po(c)] (| Pa.(0)] = 1)1

Autre méthode

Pour tout n > ne, soit P(n) : |Py(c)| > |Pn.(¢)| (| Pn.(c)| — 1)" "
P(ne) est vraie (| Py, (c)| > |Pn.(c)])

On suppose P(n) vraie (n > ne).

On a |[Pu(c)| = [Pr.(0)] (|Pa.(c)] = 1)" 7™

et on veut montrer |Ppny1(c)| > | P, (¢)] (| P, (c)| — 1)" 177

On multiplie 'inégalité qu’on a par |P,_(c)| — 1 qui est bien positif.
|Pa()] (|Pac ()] = 1) = |Pac(e)] ([P ()] = )"

Et on espére que [Pa(@)] (1P (0) — 1) < [Prs1(0) = | Pl + ¢
1Pu() = |=cl| < |Pu(e)? + ¢ done |Pu()? +¢| 2 |Pu(e)?| ~ ] 2 |Pu(e)* 2
D’apres ’hypothese de récurrence : |P,(c)| > |P,.(c)| > 2 donc :
1Pa(€)] (|1Pac ()] = 1) = |Pa(&)] | Pa. ()] = [Pale)] < |[Pu(0)]* —2

On a donc prouvé :

Vn = ne [Pp(c)| = |Po.(0)] (| Prc(c)| — 1)

Comme |P, (c)] —1>1, |Py(c)| —— +
n—-+o0o

e Deuxieéme cas
Pour tout n > 0, soit P(n) : |P,(c)| > |c| (J¢| = 1)"
P(0) est vraie (|¢| > |c).
On suppose P(n) vraie.
|P(c)| > |e| (Je| = 1)™ > |c| > 0 donc :

Per@)| 1 | [Pen® 1
|Bter |~ 1] < |5~ P = iy = et o = e S
1 car |c] > 2

Donc P]Z:éc()c) — [ Pa(e)] = -1

Done |2 }3:(10(;) > Pu@)] — 1> | 1

On en déduit :
[Poya(c)| = |Pu(e)| (Ic] = 1) > [¢] (e = 1)

10
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Autre méthode

Pour tout n > 0, soit P(n) : |P.(c)| > || (|¢] — 1)
P(0) est vraie (|c| > |c]).

On suppose P(n) vraie.

On a [Po(e)] > |e] (Je] — 1)"

et on veut montrer |P,,11(c)| > |¢| (|c] — 1)
On multiplie I'inégalité qu’on a par |¢| — 1 qui est bien positif.

IPa()] (1l = 1) > Ie] (] — 1)+

Et on espere que |P,(c)| (|| = 1) < |Poy1(c)| = |Pu(c)? + ¢

1Pa(@)]* = |=el| < |Pa(e)? + ¢] done [Pu(e)? + ¢| = | Pa(e)?| = I

1 suffit donc de prouver que | P, (c)?| — |Pu(c)| (le] — 1) — |¢| > 0.

Mais |P,(c)?| — |Pu(c)| (Ic] = 1) = |e| = (|Pa(c)] + 1) (|Pa(c)| — |c]) (étudier les ra-
cines de X2 — (|¢] — )X — |¢|).

| P, (c)|+1 est évidemment positif et d’apres I’hypothése de récurrence |P,(c)| > ||

n+1

On a donc prouvé :

Vn = ne [Pa(c)| = [e| (Je] = 1)"

Comme |c| — 1> 1, |Py(¢)] —— +o0
n—-+oo

Dans les deux cas, on a montré que ¢ ¢ M.
On a bien prouvé :
3. On a montré que M est inclus dans le disque fermé de centre 0 et de rayon 2 : M est
borné.
M est non vide : il contient ¢ = 0.
M est fermé :
o

+o00o
M= {ceCtq [Pa(e) <2} = () £ (-2:2) avee fo {C - R
n=1

n=1 2 [Pa(2))]
Pour tout n € N*, f,, est continue et [—2;2] est un fermé de R donc f,, }([~2;2]) est un
fermé de C.

Une intersection de fermés est un fermé donc M est un fermé.
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