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Exercice 1

1. (a) f étant continue sur R, la fonction z — e f(x) est continue sur Ry. D’apres le
x
théoréme fondamental du calcul différentiel-intégral, la fonction z +— / f(t)e™ dt est
0

de classe C! de dérivée la fonction x — €% f(x). On multiplie ensuite par la fonction
xr — e~ elleeméme de classe C'. Comme un produit de fonctions de classe C! est
une fonction de classe C!, U(f) est bien de classe C! et :

Ve e R, U(f)(x) = —ae® /0 ) e At £ e f ()
= —aU(f)(z)+ f(x)

(b) II résulte immédiatement de la question précédente que U(f) est solution sur Ry de
I’équation différentielle ¢/ + ay = f.

0
U(f)(0) = eo/ f(t)e®dt = 0 donc U(f) est solution du probleme de Cauchy
0
{y’ tay=f
y(0) =0
a étant une constante, f étant continue et le coefficient de ' étant 1, il résulte du cours

de premiere année que le probleme de Cauchy précédent possede une et une seule solution
sur R .

2. (a) Soit z € Ry.
vt € [0;z] f(t)e® >0
Comme les bornes sont dans le bon sens, on en déduit :

/x ft)e™dt >0
0

Il n’y a plus qu’a multiplier par e~** > 0.
Ve e Ry U(f)(z) >0

e Ry U@ = e [Treeta
/036 f(t)e™ dt‘

xX
< e_ax/ |£(t)| e dt les bornes sont dans le bon sens
0

= U(fD(=)

— e*CL.’E
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3. (a)

(b)

e [ étant bornée sur Ry, {|f(x)|, x € R4} est une partie non vide et majorée de R.

Par conséquent, sup |f(z)| est bien défini. C’est un réel, trivialement positif.
z€R

VA f) eRXE Al = sup [Af()]

zeRy

= sup (JA[[f])

zeR4
= |Al sup |f(z)] car [A| € Ry
zeRy

= [AMflloo

e Soit f € E telle que ||f||, = 0.
Vo € Ry 0 < ()] < [Ifl =0
Donc :
Ve e Ry |f(z)[=0
Donc :
Ve eRy f(z) =0
Donc f=0
e Soient f et g dans F.
Vo € Re |(f +9)(@)] = 1£(@) + 9(@)| < |£@)] + 9@)| < |flloo + lgllc indépen-
dant de x.
1o + gy est un majorant de |(f + g)(x)| done ||fll., + llgll.. est supérieur au
plus petit des majorants :

1 + 9l < 1 llco + [19ll0o

R R
Soit f + 7
r—1—e%

VeeRy |f(z))|=1—e"<1

Donc f est bornée et || f||, < 1.

Ve R, [f(@) =1- e %< [f]l.

On fait tendre z vers +o00 : 1 < |||l
Done ||/, = 1.

Enfin :

vreR, |f(n)=1— e <1=|f|.,

Soit f € F.
On a vu que U(f) est de classe C'. Donc U(f) est continue. Reste & montrer que U(f)
est bornée.

vreR, [U(f)(x)] < e /0 C )] e dt

X
< e [l et
0
_ eat £
< e | fllo la]
0
B e _ 1 1 — 0%
< T e S = Wl

1
< 2l

Donc U(f) est bornée sur Ry et :
1
U < 211
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(d) Soit C' une constante telle que :

Vi€ ElUNw < Cliflls

R R
Soitf{ +
1

fekEet|flle=1

Ve e R U(f)(x) = e /Om f(t)edt = e /Ox e dt

ax

_ e T 1
a
1 _ e—CL.CB

a

1
On en déduit comme en 3.b : || U(f)|,, = —-
a

1
1U(f)]loo < C|fllo donne alors C' > e

4. (a) U(f) est donc également une fonction positive. D’apres le cours, il revient alors au

X
méme de montrer que la fonction X — / U(f)(z)dz est majorée.
0

VX € R, /OXU(f)(:c)da: _ /OX (e“”/oxf(t)e“tdt> dz

X
B e—av T at 1 X
= l - /0 ft)e dt]0 +E/0 f(z)dx IPP

X
= U+, [ S

1 X
< o @ car v(H@) 2 0

a Jo

1 [toe

f/ f(x)dx car f >0

a Jo

“+oo
D’apres les remarques du début de la question, 'intégrale U(f)(z)dz converge.

0

Remarques . .
e En écrivantU(f)(X) :/ f(z) d:t:—a/ U(f)(z) dz, on montre que U(f) a une
0 0

limite finie en +o0.

+o0o
Comme / U(f)(z) dz converge, cette limite ne peut étre que 0 et on a en prime,
0

+00 1 [+
toujours pour une fonction positive : / U(f)(x)dx = f/ (z)dx
0 a Jo

e [l est possible de faire 'intégration par parties avec le théoreme du cours. Cela



DM 2

2025-2026

(b)

suppose de prouver, a priori, que U(f) a une limite finie en +oc0 :

V> 00<U(f)(x) = e—M’(/Ox “tdt+/ ‘”dt)

o—ar (/x/2 F(t) o2 dt—l—/ £() e dt>
< —ax/Q/ £t dt—i—/ £()
< —ax/Q/ f(t dt+/ f(t dt—/ F£(t) dt

—>0></0 £(0) dt—i—/+oo dt—/omf(t)dt_o

T—+00

IN

Soit f € F.
La continuité de U(f) a déja été établie.
|| appartient & F et est positive donc :

“+oo
L’intégrale / U(]f])(x)dx converge.
0

+o0
Mais | f| étant positive, la fonction U (| f|) est positive donc 'intégrale / U(|f])(z)dx
0

converge absolument.
Donc la fonction U(|f|) est intégrable sur R .
Mais |U(f)| < U(|f|) donc U(f) est intégrable sur R,.

Soit f € F positive.
X 1 [too
VX € R, / U(f)(x)de < ~ / F(z) dz d'apres 4.a.
0
On fait tendre X vers +o0 :
+o0 1 ftoo
U@ de <o [ @) ds
0

Soit f € F' quelconque :

ol = [T weE)

+o0
< [T U@ e car 0 < V(D)
< o [T @) e I 20

1
< Tyl

Soit C' une constante telle que :
Vie F lUNIL <Clfll

R R
Soitf{ +7

x> e W
a>0donc f € F.
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D’apres 4.(a) :

X R, [ U@ A = LU0+ / fla

On falt tendre X vers +oo :

/ U(f dx—f/ oof(x)dx.

1
Comme f et U(f) sont positives, on en déduit ||[U(f)||, = . Il £l
1
L’inégalité |[U(f)|l; < C||f]l; donne alors C' > —.

a
Soit f € G.
La continuité de U(f) a déja été établie.

D’aprés 1.b, U(f) = = (f = U(f)’). On en déduit :

)
1
U2 = (U ~ VDU

Ve Ry /Om(U(f)(t))zdt = i/o f(®) dt——/ U(f dt
- xf(t)U(f)( t)dt - [(U(f)(t)f]j
R () )
-/ f(t)U(f)(t)dt—T
< i/o FU(
<

T

(U(f)(t))? dt > 0, on en déduit :

\// 2qr < - \//f £)2 dt

et cette inégalité est triviale si / (U(f)(t))* dt = 0. On a donc :
0

Vw€R+\// dt<f /Oxf(t)2dt

puis :
1 (e 1 [+e
Vo € Ry / (U)()? dt < = f(t)?2adt < 9/ f(t)?dt réel indépendant de
0 0 0
xZ.



DM 2

2025-2026

400
La fonction U(f)? étant positive, l'intégrale / (U(f)(t))* dt converge.
0

+oo
La fonction U(f)? étant positive, I'intégrale / (U(f)(t))? dt converge absolument.
0

La fonction U(f) est donc de carré intégrable sur R.

Remarque
Une autre méthode est possible :

/ F(t) e dt’ = ‘/ f(t) e™/2 eat/? dt‘

0 0

\// f(t)? et dt x \// e dt par Cauchy-Schwarz
0 0

Vx€R+

IN

On en déduit :

ar _ 1

vreR, (U(f)z)? < e % /Omfu)zeatdtx =

< ie—aw/oxf(t)%atdt: %U(fQ)(x)

Par hypothése, f2 est intégrable sur R, donc d’aprés la question précédente, U(f?)
est intégrable sur R, .
Par comparaison, U(f) est de carré 1ntegrable sur Ry et on a :

2
TN, < /S 1) Hl_\/”’f i Ly,

Soit f € G.

On a établix: | oo
voeRy [ W@ < [ sk
0 0
On fait tend{e T vers +o0o et on obtient :

IUHIE < 5 1712
D'ou : .
1Ty < " £,

Soit C' une constante telle que :
Vie F U, <Clfl;

Ry =R

Soitf{ + avec € > 0 et € # a.
x> e "

feqGet:
o0 1

2 -2
HszZ/Ol e = o
HfH2:\/%

Ve R, U(f)(z) = o™ / ela=o)t gy
0

= e ™ le(ae)t] : _ e (e(a—f)l‘ B 1)

a— € a— €
0
e~ €T _ gm0z
a—e€
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+o<>
UIE = 2/0 e o) dp

+°° 2 2
— / —4ZEXT _ e —€XT e_ax _"_ e_ ax) dx
0

€)2
B <1 2 +1>
- (a—e)2 2¢ e+a 2a
On en déduit :

JIOE g ae
ST EECEGE (1 +2)

e+ a a
On fait, alors tendre € vers 0 et on obtient :

022—2puis027.
a a

Exercice 2

Généralités
1. Soit f € E.
V:UE[O;l]%e € [0;1]

Les théoremes généraux sur les fonctions de classe C* assurent que T'(f) est de classe C™.

1
t:c—i—

Passons a la linéarité :
Soient (f,g) € E? et (\,p) € R2.

Va € [0;1) TONf + pg)(z) =

(Af+ug ( )+(Af+ﬂ)(x;1>)
((5) 00 (5) s (557) + (557))
()« r(557))+5 63) -+ (%))

T(f)(x) +pT(g)(x

Dot T(Af + pg) = AT(f) + pT(g)

2. Soit f € E.
[rnwae = [r(D)% (Y

1/2

_ fdt+/f

0

_ /0 () dt

3. ve e 01 7)) =5 (£(5) + £ (55))

La dérivation ne pose pas de probleme :

vz € [0;1] [T(f)]'(z) = i (f’ (ﬁ) +f ( 1))

N> N N

o |
8
+ Do

I
>
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Noyau de T

4. Soit f € E.

f€ker(T) < Vaxel0;1]f <§> +

~
7 N
S
DO |+
—_
N—
I
o

— Vic {0;;] f(t+;> — —f()

1
car g décrit [O; 2} quand x décrit [0; 1].

0;1] - R
x > sin (2(2n + 1)7x)
Ces fonctions appartiennent évidemment a E.

5. Pour tout n € N, soit f, {

vt € {0; H fn (t + ;) = sin(2(2n + )7t + (2n + D)m) = (=1)*" T sin (2(2n + 1)7t)
= _fn(t)

Les fonctions f,, appartiennent au noyau de 7" et sont linéairement indépendantes : ce sont
des vecteurs propres pour la dérivation seconde associés a des valeurs propres distinctes :
les nombres —4(2n + 1)%72.

A propos des éléments propres de T : premiére méthode

6. (a) La fonction |f| est continue sur le segment [0;1] donc elle y est bornée et atteint ses
bornes.
Donc il existe zg € [0; 1] tel que :
Vo € [0;1] |f(2)] < |f(zo)]

A7)l = (o)l = [T(7) o))
- (U (E) (7))
< (PG 7))
< 5 (f o)l + 17 @) = £ (o)l

D’ou (JA| = 1) |f(z0)] <0 avec |A] =1 > 0.
Donc | f(zo)| < 0.
Mais |f(zo)| > 0 donc |f(zo)| = 0.

(c) On a donc :
Vo € 0:1] [f(x)] < 0
On en déduit que f est la fonction nulle.
A n’est donc pas valeur propre de T
On en déduit que les valeurs propres de T" appartiennent toutes au segment [—1;1].

Remarque

Une autre méthode est possible.
Soit A € R tel que |[A| > 1.

Soit f € E tel que T'(f) = Af.
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v e s 1@l = 511(5) 7 (5) < 5 ([FG)|+r (55))) -
O it

AL = IM = 1T(HI < T(f])
On integre cette inégalité :

1 1 1
N[ r@lde< [ Tl @de= [ 17(@)] da
1

|A| > 1 donc / |f(z)| dz =0
0
Comme |f]| est continue et positive :
Vo € [0:1] [f(x)] =0
et finalement :
V€ [0;1] f(x) =0

7. (a)
flwo) = :f(f)(%) 1
=3 0(3) (7))
< 3 (o) + f(ao)) = fxo)
Done s £ ()4 £ (%05 ) = fa) + Flao) avee £ () < flao) et £ (205 ) <
f (o).
On(; donc f (:1:20) = f(zo) et f (x();— 1) = f(xo).
(b) Une récurrence triviale donne alors : Vn € N f(xzg) = f <§2>

En faisant tendre n vers 400, on obtient :
f(xo) = £(0).
(c) D’apres la question précédente :

Vo € [0;1] f(x) < f(zo) = £(0)

T(—f)=-T(f) = —f donc on a aussi :
Va € [0;1] — f(z) < —f(0)

ce qui entraine :

Va € [0;1] f(z) = f(0)

D’ou : Vx € [0;1] f(z) = f(0)

et f est constante.

Remarque :
On peut aussi raisonner sur le minimum de f comme on ’a fait sur le maximum.
(d) On a donc prouvé : ker(T' — Idg) C {fonctions constantes}
L’inclusion dans 'autre sens est triviale donc :
e 1 est valeur propre de T
e E(T) = {fonctions constantes}
8. On a prouvé a la question 6 la propriété pour p = 0.
Supposons la propriété vraie au rang p.
. 1 1
Smt)\eth\)\\>2p+1et)\¢{2k, OSkSp}
Soit f € E tel que T'(f) = \f.
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10.

1 1
En dérivant, on obtient iT(f,) = M/ donc T(f) = 2\f" avec |2\] > o et 2\ &

{21k’ 0<k<p- 1}

D’apres ’hypothese de récurrence f/ = 0.

Donc f = Cte.

Mais les constantes non nulles sont propres pour la valeur propre 1 et A est différent de
1 donc f = 0.

En faisant tendre p vers 'infini, on en déduit que les seules valeurs propres non nulles

possibles sont les nombres o P eN.

. SoitfethT(f):%f.

En dérivant, on obtient :

[T(f)) = %f’ ou encore %T(f’) = %f’_
T(f") = f' donc f est constante et f est affine.

0;1] = R
Réciproquement soit f {[ 1] une fonction affine.
T+ ax+b
1 1
Vx € [0,1], T(f)(x):§a:v—|—b—|—1a
et :
1 1 1
T = — — = —
(f) 2f — b+4a 2b
— lb——l
2"~ 74"
= b——la
2

1
On en déduit que 3 est bien valeur propre de T, le sous-espace propre associé étant la

0;1] = R
droite engendrée par la fonction f; /9 1
=T — 5

1
En dérivant, on obtient :
1 1
§T(f’) :1 Zf, ou encore :
T(f) = §f/ donc :

1
Jday € R tq Vz € [0;1] f(z) = aq <ZE—2>
On en déduit : ] 1
by € R tq Yz € [0;1] f(z) = Ealmz — 5z + by.

0;1] - R
x—ax?—ar+b
Vo € [0;1] T(f)(x) =1/4az? —1/4ax +b—1/8a

Réciproquement soit f { une fonction de la forme ci-dessus.

10
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et :
1 1 b
= §b—1
10~ a
a
= b=
6

1
On en déduit que 1 est bien valeur propre de T, le sous-espace propre associé étant la

0;1] - R
droite engendrée par la fonction fi/4 ) 1

a2+
JZ‘JJI‘6

A propos des éléments propres de 1" : deuxieme méthode

11. On raisonne par récurrence sur n mais plusieurs rédactions sont possibles.
e Premieére rédaction
On fixe f € F.

Pour tout n € N, soit P(n) : Vx € [0,1], T"(f - Z f (x + k‘)

La propriété est vraie au rang 0 : on a f(z) des deux cotes
La propriété est vraie au rang 1 par définition de 7.

On suppose la propriété vraie au rang n.

T f) = T(T™(f)) donc :

vee 0] T (P)E) = L (T"(f) (5) 0 (* ; )

2n—1 2n—1
2/2+ k a:—l—l /2+k
= 2n+1 Z f( on ) 2n+1 Z f( )
2n—1 2n—1
x + 2k 1 x4+ 2k+1
= 2n+1 Z f( 2n+1 ) 2n+1 Z f( 2n+1 )

1 x+1 1 r+1
= ontl > f(2n+1> T gntt > f<2n+1)

o<i<ontl_1 o<i<antl_1
| pair | impair
P etk
= n+1 Z f 2n+1
la propriété est vraie au rang n + 1.
e Deuxiéme rédaction .
) n 123 z+k
Pour tout n € N, soit P(n) : Vf € EVz € [0,1], T"(f)(z) = o0 Sof o )
k=0

La propriété est vraie au rang 0 : on a f(x) des deux cotés.
La propriété est vraie au rang 1 par définition de 7.

On suppose la propriété vraie au rang n.

Soit f € F.

11
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T"L(f) = T"(T(f)) done

Vo € [0;1) T (f)(z) = iQn_lT(f) (erk)
-2 EGOGE G )
S (f(ZLf)+f(W))

-3 (2

I
'S
+ =
A
—
2
|
M
\
/\\
S
v

1 2l etk 2%1_1 x+k
= on+l > f(2n+1>+ > f(2n+1>
k=0 k=2n
antl_g
x+k
= n+1 Z f < on+1 >
k=0
e Troisiéme rédaction
On fixe f € E.
2 rr+k
Pour tout n € N, soit P(n) : Vo € [0,1], T Z ! ( )

La propriété est vraie au rang 0 : on a f(z) des deux cotes
La propriété est vraie au rang 1 par définition de T'.
On suppose la propriété vraie au rang n et on la voit comme :

124 r+k
T"(f)anngavecgk:sz( 2n)
k=0

On a alors par_ linéarité de T :

m—1
TN f) = o Z T'(gx) avec pour tout k compris entre 0 et 2" — 1 et tout & compris
k=0
entre 0 et 1 ; 24k ( /24 k
/2 + T+ +
ooy = (7 (H2E8) 4 g (/2R

et on conclut comme dans la premiére rédaction.

12. Si f est continue sur le segment [a;b] & valeurs dans R alors :

b_agf(wrkb) —>/abf(t)dt

n =0 n—-+4oo

En prenant a=0et b=1,0n a :

1 n—1 ]{7 1
erEZf() —>/ F()dt
n =0 n/ n—+oo Jo
Par extraction d’une sous-suite, on a :

on_q

Vie ET"(f Z f(gn) n—s+o0 /

13. Soit f de classe C! sur un segment [a; b].
Soit M = sup |f'(x)].

z€[a;b]
Ona:

V(z,y) € [a;b] |f(x) — fF(y)| < M|z —y|

12
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On en déduit, pour f dans F et x dans [0;1] :
n—1

T (f)(x) = T™(£)(0)] Z f(Hk) f(zli;)‘

m—1
: 2% () ()

k=0
1’ S Mo Ma
S " T on
on £x Ton D

D’ou : T"(f)(x) — T™(f)(0) R Oetona:
Vf € B Vr e 01 T(f)() —— / £(t)
14. Ce sont les éléments de | — 1;1].

15. Soit A une valeur propre de T'.
Soit f un vecteur propre associé.
La fonction f n’est pas la fonction nulle donc il existe 2o € [0; 1] tel que f(xg) # 0.
1
A f(xo) = T™(f) (o) ——— / f(t)dt avec f(xg) # 0 donc la suite (A\"),en converge.
n oo 0
On en déduit que A €] — 1;1].
16. Soit f telle que T'(f) = f.

Soit x € [0;1].
1
mEN [0 =T 2 [ 0
Donc : Vz € [0;1] f / f(t)dt et f est constante.

Réciproquement, on vérifie facilement que si f est constante alors T'(f) = f.

0;1] = R
1 est bien valeur propre de f et E1(f) = Rfy avec fy {[ ’ ]1
T —

17. On raisonne par récurrence sur n.
fo est une fonction non nulle de E.
On suppose que f, est une fonction non nulle de E.
D’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel intégral, f,, 11 est une primitive de

fn donc fr41 de classe C*.
fnt1 n’est pas la fonction nulle car sa dérivée ne l'est pas.

18. Vz € [0;1] fi(z) == —%
Vo € [0;1] fa(x) =1/22% —1/22 + 1/12

19. Soit n € N*.

/Olfn(x)dx - /01 ([ syar) ot 01 (/Ol(t—l)fnl(t)dt:Kte) da
1

= [ @ [Ctamars [ g

13
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20. On a déja montré que les f, sont non nulles.
On va montrer par récurrence :

1
¥n € NT(fu) = oo fn
La propriété est vraie au rang 0.

On suppose la propriété vraie au rang n.
1 1 11 1 1
[T(frs1)]' = §T( ’r/L—H) = §T(fn) = 9 27lfn = on+1 fn = on+1 f’r,z—i—l
1
Donc T'(fn+1) = il fny1 + Cte.
En intégrant entre 0 et 1, on a :

1 1
cte = [ T(hen@do - sor [ fu(@)da

1 1
= <1 - 27”1) / frnt1(z) dz cf le début de 'exercice
0

= 0 cf la question 19

. 1
Dot : T(fpt1) = o+l frt1.

Remarque
En raisonnant par récurrence comme a la question 8, on peut montrer que le sous-espace

1
propre associé a la valeur propre on est la droite dirigée par la fonction f,.

14



