ALGEBRE LINEAIRE
2025-2026
Correction des exercices du cinquieme chapitre du cours

Exercice 1 (X 2013)

Quel est le nombre de solutions de A% = <(1) é) dans M3(R) ? dans M3(C)?
Correction

Lo (01
Soit M = 10l

xur = X2 —tr (M)X +det (M) = X? —1= (X —1)(X + 1) est scindé a racines simples sur R
donc M est diagonalisable dans Ma(R).

1

1

1

-1

Soit A € M3(R) tq A% = M.

A et M commutent donc les sous-espaces propres de A sont stables par M.
€1 € E1(M) stable par A donc A€y € E1(M) = Re;.

On en déduit :

dr € R tq Aey = ze

De méme :

Jy € R tq Aes = yeo

E1(M) = Rey avec €1 =

E_1(M) =Rep avec €3 =

Si on note P = 1 _11 , on a donc :

1 0 z 0
—1 _ —1 _
P~—MP = (0 _1> et P7*AP = (0 y)

2 0 -1 2 —1 42 -1
0 42 =(P7'AP)*=P 'A*°P=P 'MP =

Il n’y a pas de solution dans Mo (R).

On aurait pu le voir plus rapidement :

si A existe alors (det (A4))% = det (4%) = det (M) = —1 : absurde.

Passons sur C.

Le début est le méme mais cette fois = et y sont complexes, vérifiant 22 = 1 et y
r==1lety==i.

1

0 _01 donc y? = —1 ce qui est impossible.

2 = 1 soit

La réciproque est immédiate et il y a 4 solutions : P (jal :Ez) p1

Exercice 2 (Mines 2016)
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Soit E un C-ev de dimension finie.
Soit f € L(E) vérifiant f3 = idp.
2
Montrer que E = Z Ker (f — j¥idg) et donner la dimension du commutant de f.
k=0
Correction
f est annulé par P = X? — 1= (X — 1)(X — j)(X — j?).
P est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.
Onadonc E= @ Ker(f— \idg) avec Sp(f) C {1;7; 5%}
AESP(f)
De plus si A € Sp(f) alors Ker (f — \idg) = {0} donc :

2
E = @ Ker (f — j*idg).
k=0

J'ai rédigé la suite de I'exercice avec Sp(f) = {1;;4°}.Le résultat final est le méme si Sp(f) est

strictement contenu dans {1;5; j2}, je n’ai pas jugé utile de rédiger une solution séparée.
2

2
Nous allons montrer que la dimension du commutant de f est Z (dim (Ker (f — j*id E))) .
k=0
Soit g un endomorphisme de F qui commute avec f.

D’apres le cours les sous-espaces propres de f sont stables par g : démonstration a savoir refaire.
Réciproquement soit g un endomorphisme de E qui stabilise les sous-espaces propres de f ie les
Ker (f — j*idg).

Soit z € F.

T = x0 + 21 + T2 avec x), € Ker (f — j¥idg)

g(x) = g(fﬂo) + g(@1) + g(x2) avec g(wy) € Ker (f — j*idp)

f9(x)) = flg(0)) + Flg(en)) + F(g(w2)) = g(wo) + jg(a1) + 7°g(x2)

f(x) =0 +J$1 + j%xs

9(f(2)) = g(xo) + jg(x1) + 5°g(w2)

Done f(g(z)) = g(f(z))

Donc g commute avec f.
On a donc montré :

fog=gof<=Vke[0;2] Ker (f — j*idg) est stable par g

2
Prenons alors B une base de F adaptée & E = @ Ker (f — j¥idg).

k=0
D’apres le cours, paragraphe 6.3.4 :
Ao 0 0
fog=gof<+= Matg(g)=| 0 A1 0 | avecVk € [0;2] Ax € Maim (Ker (f—j*idp))(C)
0 0 A

L’application g € L(E) — Matg(g) étant un isomorphisme, la dimension du commutant de f
2
2
est Z (dim (Ker(f —jkidE))> .
k=0

f étant diagonalisable, la dimension d’un sous-espace propre de f est égale a la multiplicité de
la valeur propre associée.

Exercice 3 (Mines 2018)
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1 2 0
Soit f € L(R3) canoniquement associé & la matrice A= [2 1 0

010
Déterminer les éléments propres de f.
Déterminer les g € L(R?) tels que g% = f.
Correction

A-1o=2ol gy
VAER XA = ya)=| -2 A-1 0=
0 1 -2 -1

= A =12 =4) =AA-1-2)A—-1+2)

Xf =X (X —3)(X +1) est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.

T rz+2y=0
z=0
y| €Ker(f) < <2x+y=0 <:>{
z — y:()
y=20
0
Donc Ey(f) =Ker(f) =R |0
1
T —2x+2y =0 =1y
T =3z
yl € E3(f) < (22—-2y=0 = r=y <:>{ 5
=3z
z y—32=0 y =3z
3
Donc E3(f) =R |3
1
T 204+ 2y =0 T=-y
r ==z
y| € E_i(f) <= (2x+2y=0 <= (z=—y <:>{
=—z
o y+2=0 y=—z
-1
Donc E_1(f)=R | 1
1
0 3 1 00 O
On en déduit A=PDPlavecP=| 0 3 -1 [e¢D=| 0 3 0
11 1 0 0 -1

Soit g un endomorphisme de R? tel que ¢ =f.
gof=flof=ft=fofi=fo

f et g commutent donc les sous- espaces propres d ont stables par g.

efs
0 0
0| € Eo(f) et Eo(f) est stable par g donc g | | 0 € Eo(f
1 1
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0 0 0 0
gl |0 € Ey(f) et Eo(f)=R|0| doncg||[O]]|€R]|O
1 1 1 1
0 0
Donc il existe x € R tel que g 0 =z|0
1 1
On a alors
0 0 0 0
ofof=f 0 =g 0 =230
1 1 1 1
On en déduit = 0.
3 3
3| € E3(f) et E3(f) est stable par g donc g | | 3 € Es(f).
1 1
3 3 3 3
gl |3 € Es(f)et Es(f)=R|3| doncyg| |3 eER|3
1 1 1 1
3 3
Donc il existe y € R tel que g 3 =y|3
1 1
On a alors :
3 3 3 3
33| =f 3 =g3 3 =3 |3
1 1 1 1
On en déduit y = /3.
1 1
—1| € E_1(f) et E_1(f) est stable par g donc g | | —1 € E_1(f).
1 1
1 1 1 1
gl | -1 ceE_(f)et E.1(f)=R|[—-1| doncg| | -1 eR| -1
1 1 1 1
1 1
Donc il existe z € R tel que g -1 =z| -1
1 1
1 1 1 1
—|-1]l=fll-1||l=¢||-1]|]|=23]-1
1 1 1 1

On en déduit z = —2.
On en déduit, que la matrice dans la base canonique de g est :

0 0 0 ~1/24+1/2V3 1/2+1/2v/3 0
Plo ¥3 0 |Plt=| 1/241/2¥3 —1/24+1/2¥3 0
0 0 -1 ~1/2+1/6v3 1/2+1/6¥3 0

Il y a donc unicité en cas d’existence.
Réciproquement si la matrice de g dans la base canonique est la matrice ci-dessus, alors la
matrice de g3 est :



Algebre linéaire 2025-2026 Correction des exercices du cinquiéme chapitre

o 0o o0 \° 00 0
Pl 0o V3 0 P1l=P|l 03 0 |P1=4
0 0 -1 00 —1
donc ¢3 = f

Exercice 4 (Mines 2019)

Soient A et B € M,,(K) telles que Card(Sp(A)) = Card(Sp(B)) = n.
Montrer :
AB = BA <= A et B ont les mémes vecteurs propres.

Correction

On suppose AB = BA.

Soit x un vecteur propre de A.

Card(Sp(A)) = n donc les sous-espaces propres de A sont tous de dimension 1.0n en déduit que
Kz est un sous-espace propre de A.

AB = BA donc Kx est stable par B et x est un vecteur propre de B.

De méme si x est vecteur propre de B, il est vecteur propre de A.

On suppose que A et B ont les mémes vecteurs propres.

Card(Sp(A)) = n donc il existe une base de K" formée de vecteurs propres de A donc aussi de
B.

A et B sont simultanément diagonalisable.

Il existe donc P € GL,(C) et Da,Dp € M,(K) diagonales telles que A = PDoP~! et
B = PDgP!.

On a alors :
AB = PDyP-1PDpP '=PD,DgP!
PDpDAP~! car les matrices diagonales commutent
PDgP'PD P!
= BA

Exercice 5 (Mines 2019)

1. Soit M € M, (C).
Montrer que si M est nilpotente alors les valeurs propres de M sont nulles.
Quelle est la trace de M ?

4 1 0
2. Soit A=]1-3 0 4
1 -1 5

(a) Existe-t-il un réel A tel que A — AI3 soit nilpotente ?
(b) Trouver les sous-espaces propres de A.

(c) Calculer A™ pour n € N.

Correction
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1. M est nilpotente donc il existe p € N* tq M? = 0. X? annule M donc le spectre de M
est contenu dans I’ensemble des racines de X? : Sp(M) C {0}.
D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, s est scindé sur C et ne peut avoir que 0
comme racine donc yp; = X" et 0 est valeur propre de multiplicité n de M.
On en déduit tr (M) =n x 0= 0.

2. (a) Si A existe alors tr (A — AI3) =0 donc A = étr (A) = 3.

1 1 0
Soit B=A—-3I3=|-3 -3 4
1 -1 2
-2 -2 4
B2=110 2 —4|etB3=28I3
6 2 0

B3 = 813 donc B est inversible et ne peut pas étre nilpotente.
(b) (A —3I3)3 = 8I3 donc si A est valeur propre de A alors (A — 3)3 = 8 = 23.
On en déduit que A\ =3+2=50u3+2j =2+1iv/3 ou 3 — 25 = 2 — iy/3 mais il ne
s’agit a ce stade que d’une condition nécessaire.
Réciproquement, on étudie les systemes :

x —x+y=0
X=|y|€E;(4) <= (-32—-5y+42=0
Z z—y=0
< y==
z =2

1
Donc 5 est valeur propre de A et E5(A) =C | 1
2

T (2—iV3)r+y=0
X=|y|€bE,54) < {-3z-02+iV3)y+42=0
z r—y+(3—-iVv3)z=0
y=—(2-iV3)x
— dr +42 =0
(3 —iV3)x + (3 —iV3)z =0
=—(2—14v3
- {y (2—iV/3)x
z=-x
-1
Donc 2 + i/3 est valeur propre de A et E, . zA)=C[2- i3
1
A étant réelle, on en déduit que 2 — iv/3 est valeur propre de A et E, \/g(A) =
-1
Cl2+iv3

1
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1 -1 —1 5 0 0
(c) Soit P= |1 2—iv3 24+iV3|etD=|0 2+iV3 0 :
2 1 1 0 0 2 —i/3
A=PDP !
On en déduit :
5" 0 0
VneNA"=P| 0 (2+41iV/3)" 0 P

0 0 (2 —iV3)"

Il me parait vain d’aller plus loin.
Exercice 6 (X 2019)

1. Soit u € L(C™) tel que :
Vo € C™ (x,u(x)) est liée.
Que dire de u?
2. Soit M € M,,(C) telle que tr (M) = 0.
Montrer qu'’il existe P € GL,(C) telle que tous les coefficients diagonaux de P~1M P
soient nuls.
3. Soit k € [1;n —1].
Soit u € L(C™) qui stabilise tous les sous-espaces de dimension k de C".
Que dire de u?

Correction

1. C’est une question classique que vous avez du voir en PCSI : u est une homothétie.
Le résultat est valable en dimension infinie comme en dimension finie.
En dimension quelconque, on procede ainsi :

Ve e E\{0} 3\, € C tq u(z) = \pz.

Soit (z,y) € (E\ {0})%.

Si la famille (z,y) est libre :

u(@ +y) = u(@) + uly) = Aaz + Ay

Mais aussi puisque x +y # 0 :

u(x +Y) = Apty (T +Y) = Aoty + Azyy

La famille (z,y) étant libre, \; = Ap1y et Ay = Apqy donc Ay = Ay,
Si (z,y) est liée, il existe p € C* tel que y = px (x et y sont non nuls)
u(y) = Ayy mais aussi u(y) = u(pz) = pu(r) = pAexz = Ay

y est non nul doc A\; = A,

On a donc montré :

INeCtqVe e EN{0} \p = A

On a donc :

Ve e E\ {0} u(z) = \x

C’est trivial pour x = 0 donc v = Aid.

Dans le cas de la dimension finie, la démonstration peut se simplifier.
Soit (eq,...,e,) une base de C" (par exemple la base canonique).
Par hypothese :

Vi € [1;n] I\ € C tq ule;) = Ae;.

(on écrit que (x,u(x)) est liée avec x # 0)

Mais on a aussi pour ¢ # j :
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E”Ui,j e C tq u(ei + 6j) = um-(ei + 6]‘)

On en déduit :

Wijei + i€ = u(ei + ej) = u(ez) + u(ej) = Aie; + Ajej
La famille (61, . ,en) étant libre, Hij = )\z et Hij = >\j'
On en déduit A\; = A; et donc A; est indépendant de i :
I € Ctq Vi € [1;n] ule;) = Ae;

u et Aid coincident sur une base donc sont égales.

u est bien une homothétie.

2. On raisonne par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 1 : la matrice nulle est la seule matrice de Mj(R) de
trace nulle.
On suppose la propriété vraie au rang n.
Soit M € M,,+1(R) de trace nulle.
Si M est de la forme A1, alors M = 0 & cause de sa trace et M est bien semblable & une
matrice de trace nulle.
Si M n’est pas de la forme A1, il existe X; colonne non nulle de M,, 11 1(R) telle que
M X, n’est pas colinéaire a X : c’est 'interprétation matricielle de la premiere question.
(X1, M X;) étant libre on peut la compléter en une base de C"*! (en toute rigueur il
faudrait isoler le cas n = 1).

On en déduit que M est semblable a une matrice de la forme (g ]{J]) ot L € My, (R),
CeMpi1(R)et N e My(R).

La trace étant un invariant de similitude, la trace de IV est nulle et d’apres I’hypothese
de récurrence, il existe € GL,(C) telle que la diagonale de Q' NQ est nulle.

10
On pose alors P = (0 Q).

On vérifie facilement (en faisant le produit) que P est inversible avec P! = <(1) QO_1>.

p1 (g JI\}> P = < Qol c Qli?\f Q) est une matrice de diagonale nulle semblable a

3. On montre par récurrence sur k que u est une homothétie.
D’apres la premiére question, la propriété est vraie au rang 1.
On suppose la propriété vraie au rang k — 1, k € [2;n — 1].
Soit u € L(C™) qui stabilise tous les sous-espaces de dimension k de C".
Soit F' un sev de C" de dimension k — 1.
Soit (eq,...,ex—1) une base de F.
On la compléete en (eq,...,e,) une base de C".
k < n —1 donc les deux vecteurs ey et ey existent.
Soit G = Vect(eq,...,er) et H = Vect(e1,...,€x_1,€kt+1)-
G et H sont de dimension k donc sont stables par .
GNH=F:
il est clair que F C GN H.
Soit x € kG T H.

— k—1
x s’écrit Z xie; + e = Z Yi€i + Yk+1€k+1-
i=1 i=1
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k—1
Par liberté de la famille (eq,...,e,), zx =0 et z = Z rie; € F.
i=1
F' est stable par u comme intersection de deux sev stables par u.
u stabilise tous les sous-espaces de dimension k — 1 de C".

D’apres I’hypothese de récurrence, u est une homothétie.
Exercice 7 (Centrale 2018)

Soit A = Diag(1,2,...,n).

soip o | Mn(R) = Ma(®)
INM s AM — MA

1. Montrer que Im (g) est 'ensemble des matrices de diagonales nulles.

2. Montrer que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.

3. Soit M € M, (R) de trace nulle.
Montrer qu'il existe B et C € M, (R) telles que M = BC — CB.

Correction

1. En interprétant le produit par une matrice diagonale en termes d’opérations élémentaires,
ona:
V(i, ) € [Ln]? (9(M))iy = (i — j)miy
Sii=j, (9(M));; = 0 donc la diagonale de g(M) est nulle.
Réciproquement, soit A %ne matrice de diagonale nulle.
i,j

Soit M telle que m; ; = —=
=7

pour i # j. On choisit arbitrairement les coefficients situés

sur la diagonale de M.
g(M) = A.

2. On raisonne par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 1 : la matrice nulle est la seule matrice de Mj(R) de
trace nulle.
On suppose la propriété vraie au rang n.
Soit M € My+1(R) de trace nulle.
Si M est de la forme M, alors M = 0 a cause de sa trace et M est bien semblable a une
matrice de trace nulle.
SI M n’est pas de la forme AI,, il existe X; colonne non nulle de M,, 11 1(R) telle que
M X n’est pas colinéaire a X : c’est un exercice classique.
(X1, M X;) étant libre on peut la compléter en une base de C"*! (en toute rigueur il
faudrait isoler le cas n = 1).

On en déduit que M est semblable & une matrice de la forme (O

L
C N
CeMpi1(R) et N e My(R).
La trace étant un invariant de similitude, la trace de IV est nulle et d’apres I’hypothese
de récurrence, il existe P € G L, (C) telle que la diagonale de Q~'NQ est nulle.

10
On pose alors P = <O Q).

1
On vérifie facilement (en faisant le produit) que P est inversible avec P! = ( 0 )

) oulL € Ml,n(R),

0 Q!
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p1 (g ﬁ) P = ( Q_Ol c Qﬁ?\f Q) est une matrice de diagonale nulle semblable a

3. Il existe P inversible telle que M = PNP~! avec N de diagonale nulle.
D’apres la premiére question, il existe B € M, (R) telle que N = AB — BA avec A =
Diag(1,2,...,n).
M = P(AB — BA)P~! = FG — GF avec F = PAP™! et G = PBP~ L.

Exercice 8 (Mines 2022)

1. Existe-t-il A et B deux matrices de M, (R) telles que AB — BA = 1,7

2. Soit A appartenant a M,,(R) de trace nulle, montrez que A est semblable & une matrice
de diagonale nulle (ie dont tous les coefficients diagonaux sont nuls).

Exercice 9 (X 2018)

1. Soit (ui)ie[1;p) une famille d’endomorphismes diagonalisables qui commutent deux a deux.
Montrer que les u; sont simultanément diagonalisables.

2. Que dire si les u; sont seulement supposés trigonalisables ?
Correction

1. Dans le programme actuel, on dispose du résultat suivant :
Soit E¥ un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Soit u € L(F) diagonalisable.
Soit F' un sev de E stable par u et up I’endomorphisme de F' induit par u.
Alors up est diagonalisable.

Passons a la question posée.

On raisonne par récurrence sur p.

Le résultat est trivial pour p = 1.

On suppose la propriété vraie au rang p — 1 > 1.

Soit (u;)ic[1;p) une famille d’endomorphismes (sous-entendu d'un K espace vectoriel de
dimension finie) diagonalisables qui commutent deux a deux.

On note A1, ..., A, les valeurs propres de u; comptées sans leurs multiplicités.

Soit i € [1;p].

Comme les u; commutent , E, (u) est stable par uj. On note v; I'endomorphisme induit.
D’apres le lemme v; est diagonalisable.

II est clair que les v; commutent deux a deux.

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe B; base de Ey, (u) formée de vecteurs propres
communs a vg,...,v, donc a us, ..., up.

Par construction, elle est formée de vecteurs propres de uq.

En recollant ces bases B;, on obtient une base de E formée de vecteurs propres communs
a tous les wu;.

2. On commence par montrer par récurrence sur p que de tels endomorphismes ont un vec-
teur propre en commun.
C’est trivial pour p = 1.
On suppose la propriété vraie au rang p — 1 > 1.
Soit (ui)ie[1;p) une famille d’endomorphismes (sous-entendu d’un K espace vectoriel de

10
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dimension finie) trigonalisables qui commutent deux a deux.

uy est trigonalisable donc possede au moins une valeur propre A.

Comme les u; commutent , F(uy) est stable par u;. On note v; ’endomorphisme induit.
V; A
0 B
matrice de v; dans la base de E)(u;) formée par les premiers vecteurs de B.

En calculant un déterminant triangulaire par blocs, on montre que x,; divise xu; (Xu]. =
Xv; XB)- Mais par hypothese x,, est scindé sur K (le corps de base de E) donc x., est
scindé et v; est trigonalisable.

Il est clair que les v; commutent deux a deux.

D’apreés 'hypothése de récurrence, il existe dans E)(u1) un vecteur propre commun a

Dans une base B adaptée a E)(u;), la matrice de u; est U; = ( > ou Vj est la

V2, ...,Up.
) N
C’est un vecteur propre commun a i, . . . , Up.

On va maintenant montrer que les u; sont simultanément trigonalisables par récurrence
sur la dimension de I’espace.

Pour plus de clarté énoncons soigneusement la propriété a démontrer par récurrence :
P(n) : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Soit (ui)ie[1;p) une famille d’endomorphismes de £ trigonalisables qui commutent deux
a deux.

Alors les u; sont simultanément trigonalisables.

P(1) est triviale.

On suppose P(n) vraie.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n + 1.

Soit (u;)ie[;p) une famille d’endomorphismes de E trigonalisables qui commutent deux

a deux.
D’apres ce qui précede, il existe e; vecteur propre commun & tous les u;.
On complete (e1) en (eq,...,en41) base de E.
. Ai B
Vi€ [L;p] Mat,,.. c...)(ui) = S
0 A
A; est la matrice dans la base (eg,...,en+1) de H = Vect(ea,...,e,t1) d'un endomor-

phisme v; de H.
H—-H

Plus précisément, si on note ¢ la projection sur H parallelemement a Keq, v;
z = q(ui(z))

Comme ci-dessus v; est trigonalisable.
u; et u; commutent donc :

A B; )\j Bj . )\j Bj Ai B;
0 AJ\o 4;) Lo 4)/\o 4

onc :
)\i)\j )\iBj + BiAj . )\j)\i )\jBi + BjAZ'
0 a4 )70 AjA;

On en déduit que les blocs A; commutent deux a deux. Il en est donc de méme des en-
domorphismes v;.

Par conséquent, il existe une base (eg,...,€,+1) de H dans laquelle pour tout i € [1;p],
v; a une matrice triangulaire supérieure T;.

(e1,€2,...,€nt1) €st une base de E.

11
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Pour la méme raison que que pour (ey,...,e,4+1) (stabilité de la droite Ke;) :
. Xi D;
Vi€ [1;p] Mat(e, cy...c 1) (Ui) = OZ CZ )
C; est la matrice dans la base (€a,...,€ent1) de H = Vect(ea, ..., €p41) d'un endomor-

phisme w; de H'.
, . , .. , . . H — H
Plus précisément, si on note ¢’ la projection sur H' parallelemement a Ke;, w; ,
z ¢ (ui())
Mais H' = H donc ¢’ = q et w; = v;.
Donc :
. i D . . -
Vi€ [1;p] Mat(e, e;...c, 1) (ui) = 0 T est triangulaire supérieure.
(2

12



