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Séries entieres : calculs et applications
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1 Rayon de convergence d’une série entiére
Exercice 1 (Mines 2012)
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1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere de terme général

+o00 )'
2. Soit f:x— Z )333”.
n=0 '

Etudier f(z) quand x tend vers R™.
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Exercice 2 (Mines 2012)

. (=)™ 1
Pour tout n € N*, soit a,, =In [ 1+ + — ).
Vn 2n

+o0o
Soit S(x) = Z anz”.
=1

n=
Domaine de définition de S.

2 Propriétés des sommes des séries entiéres

Exercice 3 (Mines 2011)

+00
Résoudre Z(Bn +1)22" = 0 pour = €] — 1;1].

n=0

Exercice 4 (Centrale 2010, cet exercice est mentionné dans le rapport du concours)

Montrer que la fonction x — 1 se prolonge en une fonction C*° sur R.

eI

Exercice 5 (Mines 2012)

400 (Qn)
f(z) = Z ﬁﬁ

n=0
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1. Rayon de convergence, domaine de définition.

2. Exprimer f a ’aide des fonctions usuelles.

Exercice 6 (CCP 98)

rrzk

k!

Calcul de la somme de la série entiere Z ou 7 est le reste de la division euclidienne de k

k>0
par 3.

Exercice 7 (Centrale 2017)

400 73N

Soit f(z) = Gl

n=0
1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f y est C2.

2. Déterminer une équation différentielle linéaire non homogeéne du second ordre vérifiée par
f.

3. Résoudre I'équation différentielle homogene.

4. 777
Remarque
Il s’agit vraisemblablement d’exprimer f(z) a l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 8 (Centrale 2023)

2
Soit (an)nen la suite définie par ap = a1 =1 et apt2 = ant1 + n 50n-
n
1. Montrer :

Vn € N* 1 < q, < n?
“+oo

et en déduire le rayon de convergence de la série entiere Z anx".
n=0

2. Exprimer la somme de cette série entiere a ’aide des fonctions usuelles.

3. Montrer : N
Vo €] — 11 S(x) = 3 (n""léﬂxn 027

n=0

Exercice 9 (Centrale 2002)

+oo 2
Rayon de convergence et somme de E apx" avec ag = ay; =1 et apy1 = an + T lan,l
n
n=0

3 Fonctions développables en séries entieres

Exercice 10 (Mines 2006)

dt

X
Développer en série entiere x — / —_—
PP oo L+t 12

Exercice 11 (X 2006)
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Développement en série entiére de f : R — R telle que :
xX

Ve e R f(x) = v’/ / e 2 qt
0

Exercice 12 (Centrale 2012)

flx) = V1+2z4 a2

3
1. En remarquant que 1 + z + 22 = . (pour x # 1), montrer que f est développable
—x
+oo
en série entiére au voisinage de 0; soit f(z) = Z an 2™ et que le rayon de convergence
n=0

R de ce développement est supérieur a 1.
2. Montrer que (1 + z + 2?) f/(x)? = (x + 1/2)? pour tout x dans R.

+oo
3. Montrer qu’on peut prolonger f au disque ouvert D(0, R) par f(z) = Z an 2" et, en
n=0

utilisant un complexe bien choisi, montrer que R ne peut étre strictement supérieur a 1.

4. Trouver une équation différentielle linéaire a coefficient polynomiaux que satisfait f. En
déduire une méthode de calcul simple des a,,.

Exercice 13 (Centrale 2022)

Soit ¢ €]0; 1].
1. Montrer :
Jf € CO([-1;1],R) tq f(0) = 1 et f(z) = (1 — qz)f(gz) pour tout = € [—1;1].

2. f est-elle développable en série entiere ?
Exercice 14 (Centrale 2022)

3 L R arcsin (x
Développement en série entiere de f : x +— 1(2)
—x
A la fin de la planche, 'examinateur a demandé de préciser le comportement de la série entiere

en +1.

4 Applications des séries entieres

Exercice 15 (Mines 2017)

Soit I, le nombre d’involutions de [1;n] ie le nombre d’applications f de [1;n] dans [1;n] telles
que fo f=1id.
1. Montrer que :
Vn>21,=1I—1+(n—1)I,_»
400 I
. . n n
2. Soit Sz — Z:lﬁx
n=

(a) Montrer que S est définie sur | — 1;1].
(b) Trouver une relation entre S(z) et S’(z).
(c) Déterminer S(z) puis I,.
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Exercice 16 (Mines 2019)

On consideére la suite (uy)nen définie par ug =1 et :

Vn € Nuy = Z <Z> Uk Up—k
k=0

1. Montrer que pour tout n € N, u,, < nl.

;. s Un, . .
2. Montrer que la série entiere E —‘m” a un rayon de convergence strictement positif.
o™
On note S sa somme.

3. Etablir une équation différentielle non linéaire vérifiée par S.
4. Etablir une autre expression de S(z).

5. Calculer uy,.
Exercice 17 (X 2018)

Déterminer les deux premieres décimales de cos (1).



