ANALYSE 1
TD
2025-2026
Chapitre 4
Séries entieres
Correction

941

1 Rayon de convergence d’une série entiere
Exercice 1 (Mines 2012)
(3n)!

(n!)3$ .

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere de terme général
! n
')31' .

Etudier f(z) ozuand x tend vers R™.

(3n
(n!

+oo
2. Soit f:x— Z
n=0

Correction

1. Soit r > 0.

VYn € Na,r" >0

an+1,rn+1 (3n + 3)! n!3 (3n + 3)(3n + 2)(3n + 1)
_ r = r 27r
apr" (n 4 1)!3 (3?1)' (n + ]_)3 n—+00

Par la régle de d’Alembert :

Sir< o la série de terme général a,r™ converge.
1
Sir > o7 la série de terme général a,r™ diverge.

On en déduit R = i

27
an ~ /2m(3n) (3(?)3” ( 2mn <Z)n) h

,Vﬁiw_ﬁﬂ

2m™n 2t n

2. Avec Stirling :

1 31
Donc pour x = R = 77 anx™ ~ Dy et tout est positif donc la série de terme général
™n
an R™ diverge.
+oo
Vz € [0;R] f(z) = Z na,z" 1 >0 : f est croissante.
n=1
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Donc f(x) ———— +00 ou f est majorée.
x—R_

Supposons f majorée et notons M un majorant de f.

+o00
Vp e NV € [0; R[ Zanx <> apa"=f(x) <M
n=0 n=0

On fait t%ndre x vers R :

VpeN > a,R"<M
n:O . \ s N sy / . /.
Comme on a affaire a une série a termes positifs, on en déduit que la série de terme

général a, R" converge. C’est absurde donc :
f(x) —— +o0
rz—R_

Exercice 2 (Mines 2012)

Pour tout n € N*, soit a,, = In (1 +

—~~
—_

~—

3

—
N———

Soit S(x Z anx"

Domaine de deﬁmtlon de S.

Correction
Soit R le rayon de convergence de la série entiere étudiée.

N( Dl ~ —— donc S
an ~ , Jan| \fd R= Rcv(Z\F )

On note b, =

E\H

Soit » > 0.
Vn € N* b,r'" >0

bn+ 1rn—i—l )
= r r
bpr™ n+1 no+too
Par la régle de d’Alembert :
Sir < 1 la série de terme général b,r™ converge.

Sir > 1 la série de terme général b,r" diverge.

o0
1
On en déduit Roy (Z = 1.
\/>
On en déduit R = 1.

o) o ()

Donc 1 € Dsi
an(—1)" ~ N >0
On en déduit que —1 € Dg.

Finalement :
Ds =] - 1;1]
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2 Propriétés des sommes des séries entieres

Exercice 3 (Mines 2011)

+00

Résoudre Z(3n +1)22" = 0 pour = €] — 1;1[.
n=0

Correction

VneNGBn+1)2=9%+6n+1

+o0 1
V:ce]—l;l[nz:%x = 1
00 1
Vo €] — 1;1] nz::lm:”_l = =22 en dérivant
+oo T
Vee]—-1;1] ) na" =
T;) (1—x)?
+oo 2
e (1—2)*+2x(1 —x) 1+zx L.
Vo e] —1;1] Zanx b= -2 = EE en dérivant
+oo
, 21 _ (147
400 2
9z(1 + ) + 6x(1 —x) + (1 — x)
. 2,.n
Va e]—1,1[n¥0(3n+1) " = 0 zP
_ 4da?+ 13z +1
T

Une autre méthode est possible. Elle est plus complexe mais se généralise mieux a des polyndémes
de degré plus élevé.

La famille de polynémes (1, X, X (X — 1) est échelonnée en degré donc libre. Vu son cardinal,
c’est une base de Ra[X].

Donc :

J(a,b,c) ER3tq BX +1)2 =aX (X — 1) +bX +¢

En évaluant en 0, on obtient ¢ = 1.

En évaluant en 1, on obtient b + ¢ = 16 donc b = 15.
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Enfin la comparaison des coefficients dominants donne a = 9.

+oo 1
V. -1 "=
x el —1;1] Z x .
n=0
+oo 1
Ve €] —1;1] Z nz" "t = ——— en dérivant
= (1—2)
+o0 2
Vo e] —1;1] Z n(n —1)z"? = 3 en dérivant
= (1—2x)
+o0 2
2x x
Vo €] - 1;1 3n+1)%2" = 9 15
ERRP P (e Ch i (L g
1827 +15z(1— ) + (1 — z)?
- (1—o)?
B 42?2 + 132 + 1
T -y
—13 —3v17 —13 +3v17
Le polynéme 4X? 4+ 13X + 1 a deux racines : —————— < —1l et Zlotovid ~
—13+3v17
L’équation proposée a donc une et une seule solution : %

-0, 08.

Exercice 4 (Centrale 2010, cet exercice est mentionné dans le rapport du concours)

Montrer que la fonction z — 7 se prolonge en une fonction C* sur R.

e.’L‘ —
Correction
Soit f:x —
el’ —
Dy =R* et f est C* sur R*.
400 _n +00 _n oo n—1
T _ 1 — T NP z
Ve eR e 1 = 2: o 1= E: n!__g;§: o
n=0 n=1 n=1
+oo n

et —1

X

Vz € R*

+o0 "
n:O(n—i-l)!
R—-R

. e —1
Donc la fonction g ¢ 2 +—

siz#0 est Cur R.
0—1

1
g ne s’annule pas donc — est C®sur R.

Or: )
Vr e R* f(z) = —
(z) e 1
donc f se prolonge en une fonction C* sur R en posant f(0) = — =1

9(0)
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Exercice 5 (Mines 2012)

=G m
f) =3 5"

1. Rayon de convergence, domaine de définition.
2. Exprimer f a ’aide des fonctions usuelles.

Correction
&)
1. vneNa, = —2— #0
2n —1
Apres simplifications :
an+1 2(2n—1)

an n+1 n——400

1
On en déduit comme d’habitude que R = 1
22n—1

V@fnﬁﬁ
D N oL

oo () -0 ()
Donc Dy = [—1;1].

Avec Stirling : a, ~

Il y a convergence normale sur [—1; 1] mais ce point n’a pas encore été traité en cours.

2. Du calcul précédent, on déduit la relation de récurrence :

Vn e N (n+1)apy1 =2(2n — 1)a,

+o0

11 = n
Vo 6}'—4;4[ f%lﬁ = gg;nanx = 2:(n—+1)an+yt

—+00

= Zz(

n=0

n=0

2n — 1)apz"

— 4af'(x) - 2f(2)

f est solution sur } —i; % { de (42 — 1)y =2y
On en déduit : L1
HCethVxE}—ZL;ZJ f(z)=Cy1—4x
f(0) = —1 donc :

voe|-pg| f0) = —vi—E

Compte tenu de la convergence normale :

Vo € {—i; ﬂ flz)=—V1—4z

Exercice 6 (CCP 98)

k
, . N LT
Calcul de la somme de la série entiere Z k
k!
k>0
par 3.
Correction

ou 1 est le reste de la division euclidienne de k
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Tk 2

Vk e N T < 7

2
On en déduit : R > Ry ( k'xk) = 400
puis R = +oc. '
Passons au calcul.

R—-R
Pour tout i € {0;1;2}, soit S; I gt
= (3n+1i)!

On vérifie facilement que les trois rayons de convergence sont infinis.
Vz € R S(z) = Si(z) + 252(x)

En remarquant :

Vn € N j3n+1 — J

on a:

Ly VzeRSy(z)+ Si(x)+ Sa(x) = €

Ly VxR Sy(z)+iSi(2) +j25(x) = &
Ly  Vz € R Sy(z) +i2S1(x) + jSo(z) = €% en conjuguant Lo

On fait I +j2L2 +jLs:

Ve € R3Si(z) = e +j%e” +j2el = e” + 2Re (j2 ei“>

T —x/2 : \/3 . \/g
= e + e / (\/§s1n (230) — COS (2x>>

Vz € R3Sy(z) = e"+jel”+jelv = e + 2Re (jejx)

v a2 (V3 V3
= e +e / (—\/351n<2x>—cos (23:))

Vi e R S(z) = e — e /2 (cos (?z) - \égsin (?a:))

Autres méthodes
e SB) =S avec S(0) =0, S(0) =1 et S”(0) =2
Equation du troisiéme ordre théoriquement hors-programme.
L4 SQ:Sl,S{:SO
Donc Sz 4+ S5 + S5 = e conforme au programme
Avec S5(0) = S5(0) =0
D’ou Sy puis S; = S5.
Cf 'exercice qui suit.

On fait Ly +jLg + j*L3 :

et finalement :

Exercice 7 (Centrale 2017)
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+00 3n

Soit f(x) = z:% (gn)'

1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f y est C2.

2. Déterminer une équation différentielle linéaire non homogeéne du second ordre vérifiée par
I

3. Résoudre I'équation différentielle homogene.

4. 777
Remarque
Il s’agit vraisemblablement d’exprimer f(z) a I’aide des fonctions usuelles.

Correction

1. Soit r > 0.
3n

,
Vn e N >0
"e (3n)!
T3n+3
(Bn+3)! r3 0<1
P Bn4+1)(Bn+2)(3n +3) notoo
(3n)!
7a?m
Par la regle de d’Alembert, la série de terme général m converge.
n)!

On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere de ’énoncé est infini et donc
que f est définie sur R.

2.

+oo 3n—1
VzeR fl(z) = —_
J@) 712::1 (3n —1)!

+00 23nt2
B nz::o (3n +2)!

" +oo x3n+1
r) = _—
/@) ;::O (3n+1)!

Je pense qu’on peut écrire sans justification :
400 p3n+l +00 3nt2 +o0 3n

Vz eR f'(z)+ fl(x)+ f(z) = ) + 2 !+Z

=B+ 1) = Brn+12)1 0 = (3n)!
+oo _k
k=0

3. L’équation homogene associée est " +v' +y = 0.
Son équation caractéristique est 72 + 7 + 1.

V3 1 V3

Les racines de I’équation caractéristique sont j = —3 + 17 et j = 5~ 17
La solution générale (réelle) de 1’équation homogene est donc :

. V3 (V3
y(x) = e /2 (Acos (237) + Bsin (237))
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4. On cherche une solution particuliere de I’équation complete sous la forme y(z) = ae”.

1
On trouve y(z) = - e*.

Il existe donc deux constantes A et B telles que :

Ve eR f(x) = %ew + e /2 (A cos (fz) + Bsin (égx))

2
f(0) =1 donc A = 3

Vz R f'(z) = %ew - 3671/2 <Acos <\g§x> + Bsin (é?:x))

+\f) e /2 (—A sin (?m) + B cos (?m))

A, BYB
2 2

1
3

Donc :

Exercice 8 (Centrale 2023)

2
Soit (an)nen la suite définie par ap = a; =1 et apta = ant1 + n 50n-
n
1. Montrer :
Vn e N* 1< a, < n?
+o0o
et en déduire le rayon de convergence de la série entiere Z anx”.
n=0
2. Exprimer la somme de cette série entiere a ’aide des fonctions usuelles.
3. Montrer : N
oo
n+1)(n+2 _
Ve el —1;1[ S(x) = Z wx"e 2z
2
n=0
Correction

1. Pour tout n > 2, soit P(n) : Vk € [1;n] 1 < aj < k2.
a1 =1 et ag = 2 donc P(2) est vraie.
On suppose P(n) vraie (avec n un entier supérieur ou égal a 2.

1>1l+—2>1
In-1 = +n+1

Ap+1 = Qp +
n

+1 -
2 2

pt1 < n2+n—2kl(n_1)2:n(n+17ij—?(n D

< n3+3n2—4n+2<n3—|—3n2+2

- n+1 - n+1

- n*+3n?+3n+1 _ (n+1)°

- n+1 n+1

< (n+1)?
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Donc P(n + 1) est vraie.

Six > 1 alors:
Vn € Na,z" > 2" —— 400
n—-4o00

Donc a2 ——— +00
n—4o00

Si0O<x<1alors:
VYneNO<a,z" < n2z" —— 0

n——+00
Donc a2 ——— 0
n——+o0o
On en déduit R = 1.
2.
+oo +o00o
Ve el —1;1[ S(x) = l—i-:r—l—Zan:):" = 1+x+2an+2x"+2
n=2 n=0
+oo 2
— 1 n+2
+x+ Z < —y 2 ) x
n=0
o o nt2
= 1+x+x2anx"+22ann+2
La séparation de la somme en 2 est légitime : la somme compléte converge et un des deux
termes de la séparation (celui de gauche) converge assurément.
o0 xn+2
V. —1;1[ S =1 S(x)—1)+2
x €] —1;1[ S(x) +r4+2(Sx)—1)+ Zann+2
S'(z) = 14+8(@x)—1+25(=x —i-ZZana:
= =S(z)+ 25 (z) + 22S(x )
S est solution sur | — 1;1[ de (1 —z)y’ = 2z + 1)y
2 1 20 —2+43 3
/ T dxz/“dx:/(—Z—k >dx:—2x—31n(1—x)
1—2 1—x 1—2
Compte tenu de S(0) =0, on a :
67290
V. - L1 S(x) = —
v el - L1S() = 5o
3. Vo] —1;1] = Z x"
En dérivant deux f01s on obtient :
9 +oo +o0
Ve €] - L1 ——5 = Z nin—1)z"2 = Z(n—l— 1 (n+2)z"
(1 o H?) n=2 n=0
Finalement : N
ay 1 2

n=0

Exercice 9 (Centrale 2002)
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“+o00
Rayon de convergence et somme de Z anx” avec ag = a1 =1 et a1 = an, +
n=0

Correction

Une récurrence triviale donne :
vVnéeNa, >0

On en déduit alors :
Vn>1apt1 > an

On en déduit :

vn221§an+1:1+ 2 Gp—1
an+1

an n+1 ay,
an n—-+oo

<1+

n+1

Donc —let R=1

La division par n + 1 signale une intégration qui s’avere peu pratique dans les calculs.
Il vaut donc mieux commencer par réécrire la relation de récurrence sous la forme :
Vn € N* (n+ 1)aps1 = (n+ 1)a, + 2an-1

On a alors :
+o0 +o0
Vz €] —1;1[; S (z) = Z na,z" "t = Z(n + Dap12"
n=1 n=0
+o0
= a1+ Z ((n+Dap +2ap-1)x
n=1

+oo +oo +oo
= 1+ Z nanpx” + Z anx" +2 Z an—1z"
n=1 n=1 n=1
= 1+258(x)+S(x) —1+225(x) = x5 (x) + (22 + 1)S(x)

S est solution sur | — 1;1[ de (1 —z)y’ = (2z + 1)y

2x+1 20 —2+3 3
/1—95 _/ T dm-/( 2+1_> der = -2z —3In(1 —x)

Compte tenu de S(0) =0, on a :

3 Fonctions développables en séries entieres

Exercice 10 (Mines 2006)

, - .\ dt
Développer en série entiere x +— / —_—.
oo L+t + 12
Correction
R—R
Soit f 1
T —
142+ 22

fest C®sur R :
A(l1+ X + X?) = -3 < 0 donc :
VieR1+z+2%2>0

10
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1
f(z) ~— )

Classiquement, f est intégrable sur | — oo; z].

Fest C° sur Ret:

1 11—z
Ve e R F'(z) = T Rl
+oo n
Vz €] - 1;1[ Fl(z) = (1—x)z<x3) car ’x3‘<1
n=0

“+oo +oo
= (1—:1:)2373": Zanx”
n=0 n=0

avec pour tout n € N :
n=1
agpt1 = —1
a3n+2 = 0
Au vu des coefficients, il est clair que R = 1.
Remarques
e On peut justifier la formule (%) de plusieurs maniéres :
— Par permutation des termes :

Vz €] — ;1 F'(z) = (1 —z) ZmS"—Z(S"—a:g”H)

n=0
et on réordonne les termes par pulssances croissantes de x : cette méthode est correcte

mais n’est pas justifiable dans le cadre du programme.
— Par un produit de Cauchy :

—+00
Ve el —1;1[ F (Z n® ) (Z Bna:”>
avecag =1, a1 =—-let a, =0 pour_tout n>2
et B, = 1 si n est divisible par 3 et 5, = 0 sinon.

La premiere série entiere a un rayon de convergence infini et la seconde un rayon de
convergence égal a 1. Le minimum de ces deux rayons est 1 donc :

Ve el —1;1[ F Zanx

avec a, = Z Ok Br—k

On a donc ag = apfy = 1 en cohérence avec la valeur de F’(0).

Pour tout n > 1, a,, = 8,, — 8,1 donc :

azn = B3n — Ban—1=1

a3n+1 = P3n+1 — Ban = —1

asn+2 = B3n+2 + Bant1 =0
Le rayon de convergence est d’apres le cours supérieur ou égal a 1. Comme la suite (a,)
ne converge pas vers 0, il vaut 1.

11
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Ve el - 1;1[ F(x —i—Zan

e Par linéarité :

+o0 +oo +o0
Ve el -1L1[Fl(x) = (1—-2x) ngm = ZxS” - Z:US"H
n=0 n=0 n=0

+oo

+o0
= Z Y™ — Z onx”
n=0

n=0
+oo

= Z anx"
n=0

avec pour tout n € N :

Yan =1 et Y3n41 = Y342 =1

03n+1 = —1 et 03,42 = 03, =0

Qn = Yn + on

Le rayon de convergence est d’apres le cours supérieur ou égal a 1. Comme la suite (a,)
ne converge pas vers 0, il vaut 1.

On peut donner une expression de a, valable pour tout n et utilisant les fonctions usuelles.
Comme ’a fait remarquer Hamza :

Vn € Napto + anp1 +an =0

L’équation caractéristique est 2 +r + 1 = 0.

Elle a deux racines simples j = e27/3 et 7.

On en déduit :

3(A, B) € R? tq Vn € N a,, = Acos (Q?T) + Bsin <27;7r>

La condition ag = 1 donne A = 1.

V3 V3

A
La condition a; = —1 donne —— + B— = —1 donne B = ——

Toute suite périodique de période 3, et il y en a plusieurs dans ce qui précede, vérifie la
relation de récurrence tu,43 = Up.
L’équation caractéristique est 7 = 1 qui a trois racines complexes simples : 1, j et j2.
D’apres le cours d’analyse :
3(A,B,) e C? thnENun = A4 Bj" + Cj*n

n+1

n+1

n=0

FO) = /0 dt /0 dt
S Tt S 1+ (t+1/2)2 + 3/4
dt 4 [0 dt

5/_00 4306 +1/22+1 3 (2t +1)/V3)2+ 1

_ 4 [\/g arctan (275“> i,o _ % <\f arctan (?) — \f (—g))

32 /3
4(\/§7f+”¢3>:447f\/§_4ﬂ¢3

3l 2 6" 4 3 12 9

0
- 151 n
Vo e] —1; [/ 1+t+t2 be

avec

Am/3

by =

9

12
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Vn € N* by, = 0
Vn € N b3y =

n e 3n+1 3n7i1
Vn € N bzyi0 = —
ne snt2 3n+2

Exercice 11 (X 2006)

Développement en série entiere de f : R — R telle que :
X

Ve eR f(x) = et /2 / e 2t
0

Correction

fest C® sur R et :

Vo eR f/(z) = af(x) + e /2 /2 = pf(x) +1

v =zy+1

y(0)=0

Soient Z anx" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et S sa somme.
n>0

f est donc solution sur R du probleme de Cauchy P {

S est solution de P sur | — R; R|

ag = 0
+o0 +oo
<
Vz €] — R; R| Z napz" "t — Z a1 —1=0
n=1 n=0
ag = 0
—+00 —+00
e
Vx €] — R; R] Z(n + Dapyia"™ — Z Gn_12" —1=0
n=0 n=1
ag = 0
“+00
e
Ve €] — R;R[a; — 1+ Z ((n+ Dapy1 —apn—1)z" =0
n=1
ag =20
— (a1 =1
Vn € N* a — dn-l
Ty +1
Vp e Nag, =0
— 2Pp!
Vp € N = —
p € N agpt1 2p+1)!
Soit r > 0.
Vp € N agy172P+ > 0
a2p+3r2p+3 _ 2 0o

Q21T 2+ 3 potoo

Donc pour tout r» € R* | la série de terme général a2p+17“2p+1

converge.

: o 2Pp! o
Donc le rayon de convergence de la série entiere de terme général ———— 2P est infini.

(2p+1)!
R—R
Donc S X opp! est solution sur R de P.
T Z B
— (2p+1)!
p=0

13
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On est dans les conditions d’application de Cauchy-Lipschitz donc S = f et :

2 z 2 = 2Pp!
R = I/Z/ e e e
veeR fl@)=e 0 o (2p + 1)!37

Exercice 12 (Centrale 2012)

flx) = V1t z+a2?

1—2a3

1. En remarquant que 1 + z + 22 = ] (pour x # 1), montrer que f est développable
-z
+oo
en série entieére au voisinage de 0; soit f(z) = Z an 2" et que le rayon de convergence
n=0

R de ce développement est supérieur a 1.

2. Montrer que (1 + z + 2?) f/(x)? = (x + 1/2)? pour tout z dans R.

3. Montrer qu’on peut prolonger f au disque ouvert D(0, R) par f(z Z an 2" et, en

utilisant un complexe bien choisi, montrer que R ne peut étre strlctement superleur al.

4. Trouver une équation différentielle linéaire a coefficient polynomiaux que satisfait f. En
déduire une méthode de calcul simple des a,,.

Correction
1—a3
L. Ve e R\ {1} f(z) = T : RAS
Ve el —1;1] f(z) = (1—91:3)1/2 (1—2)2 (1 —zet1—2a°>0)

+ Bin6éme généralisé
+ Produit de Cauchy.
20+1  \?  [2z+1)? 1\ 2
2 Ve € R (1+x+22)f'(2) = (1+2 + () - () - <w+>
( ey =t oo ;

3. On déﬁnit pour z de module strictement inférieur a R :

I

Les proprletes des séries entieres permettent d’affirmer I'existence de coefficients b,, tels
que :

2
1 2 +oo

Vz e D(0,R) (1 nZ — - = b 2"

2€ D(0,R) (1+ 2 + 2* (Zna ) (z+2> nZ:O z

Les propriétés des séries entieres et la question précédente f)ermettent d’affirmer :

+o00 2 2 +oo
rel—1:1] (1+x+ 22 na,z" | — (x 1) = bpz" =
Yz €] [(14 2+ 2?) <n§::1 ) +5 ngo
On en déduit :
YneNb,=0
puis :

2
2
Vz e D(0,R) (1+ z+ 2°) <Znan > —<z—|—2> =0

Supposons R > 1.

14
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On a alors j € D(0, R) donc :
2
12
(1 ) =it s) =
+j+3? (ZnaJ ) <J+2> 0

1
Mais 1 +j+j?=0et j+ 5 # 0 : on aboutit & une contradiction.

Finalement R = 1.

4. VzeR (1+a+22)f () = (:r—l—é) f(z)

+oo +o0 +o00
1
Vr €]-1;1] E na,z" "+ E na,z"+ ) nap,z"t = > a B > anz”

n=1 puis 0 n=1 puis 0

+oo +o0 +o0 +o0 1 +oo
Vo e]—1;1] Z(n—i— Dapti12" + Z nanz" + Z(n— Dap—12" = Z ap—12" + 3 Z anz"

n=0 n=0 n=1 n=1 n=0

1 = 1
Vo el —1;1[ a1 — 540 + Z ((n + Dapt1 +nap, + (n—1)ap—1 — an—1 — 2%) 2" — 0
D’ou : -
w={o- 1
a1 = §a0 3 on peut vérifier : a; = f’(0) qui vaut bien =
1

Vn>1(n+ 1)aps1 + <n2> an + (n—2)ap—1 =0

1 3
VYn>2a, =—— <(n — ) ap—1+ (n — S)an_2>
n 2
Exercice 13 (Centrale 2022)

Soit ¢ €]0; 1].
1. Montrer :
3f € CO([-1;1],R) tq f(0) =1 et f(x) = (1 — qz)f(gz) pour tout = € [—1;1].
2. f est-elle développable en série entiere ?
Correction

1. On suppose que f existe.

Une récurrence facile permet de prouver :
n

Vn e N*Vz € [-1;1] f(z) = f(q"x) H (1 - qkaz)
q €]0;1[ donc ¢" e 0 =

f est continue donc f(¢"z) —— f(0) = 1 pour tout x € [—1;1]
n—+00

n
On en déduit que pour tout x € [—1;1], la suite <H (1 - q’%)) converge et :
k=1 neN*

Ve e [-1;1] f(z) = nll}{ir_loo ﬁ (1 - qu)

D’ou 'unicité en cas d’existence.

[-1;1] - R

Réciproquement, pour tout n € N* soit f,
x+—In(l—q"x)

Vn e N* Ve e [-1;1] |¢"z| <¢" <1

15
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Donc pour tout n € N*| f,, est bien définie sur [—1; 1]. De plus elle est continue.
[~¢:q] = R
. In(l+x) . .
La fonction ¢ 2 +— ——— "2 six #£0 est continue sur le segment [—q : ¢] donc elle y
x

01
est bornée et :
dM e Ry tqVz € [—¢;q] In(1+4+2)| < Mz
Vn e N*Vr € [-1;1] |¢"z| < q¢" <¢q
Donc :
Vn e N*Vr € [-1;1] |fu(z)] < Mgz < Mq"
On en déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [—1;1].
Sa somme S est donc une fonction continue sur [—1;1].
f = e est donc une fonction continue sur [—1;1].
Vn e N* £,(0) =0
Donc S(0) =0 et f(0) =

+o0 +oo

Ve e [-1;1] S(z) = Z falz) = Z In(1-¢"z)
n=1 n=1
+o00

= In(1—gqx)+ Zln(l —q"7)
n=2

+oo
= In(l—gqx)+ Z In (1 — qn+1x)

= In(1—qx) Z In (1 —q"qx)
= In(l—gqx)+ S( )
En prenant I’exponentielle :

Vo € [-11] f(z) = (1 - qo) f(qx)

2. Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0.

Si x| < R alors :
q

+o0o
(1—qz)S(gr) = S(gz)—qrS(qx) Zanq 2" =3 ang" !
n=0

+o00
= Z anqnxn - Z an—lqnwn
= ag+ Z —ap-1)q"z"

Si S vérifie les mémes conditions que f alors ag =1 et :
Vn € N* (a, — an—1)q" = an

qn
1—gn

ce qui donne a,, = — an_1

Réciproquement, on définit la suite a,, par :

16
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|a’n+1‘ 0
an n—-+oo

Donc le rayon de convergence de la série entiere Z anx" est infini.

On montre alors en reprenant les calculs précédents que :

Vz e R S(z) = (1 —qx)S(qr)

D’apres la partie unicité de la premiere question :

Vo € [-1:1] f(x) = S(a)

et f est développable en série entiere.

Remarque

On peut se demander pourquoi on se limite a [—1; 1] dans la premiére question alors que
le rayon de convergence est infini. C’est pour simplifier I’exercice : dans le cas général, les
facteurs 1 — ¢"x peuvent étre négatifs ou nuls ce qui pose probleme pour le logarithme.

Pour tout n € N*, a,, # 0 et

Exercice 14 (Centrale 2022)

arcsin (z)

V-2

A la fin de la planche, 'examinateur a demandé de préciser le comportement de la série entiere
en +1.

Développement en série entiere de f : x —

Correction

La fonction x — (1 + ;1:)*1/ 2 est développable en série entiére avec un rayon de convergence égal

a 1 (c’est dans le cours).
1

On en déduit que la fonction = +— —— est développable en série entiere avec un rayon de
—x

convergence égal a 1.

Il en est de méme de la fonction arcsin qui est sa primitive nulle en 0.

Par produit, f est développable en série entiére sur | — 1;1[ et R > 1.

Si R > 1, la série entiére a une limite finie en 1. Or f(x) — Foo donc R = 1.
—
<1

Par parité :
+o0

Ve el —1;1] f(z) = Z apz?" !
n=0

f(x) ~p & donc a1 = 1.

Vz el - 1;1] f(z) = ﬁ + (—1> (—2z)(1 — 22)~%/? arcsin (z)

(1-2*)f'(x) = 1+af(x)

On a donc pour tout x €] — 1;1] :

+o00 +oo +o0o
Z(Qn + Daz®™ — Z 2n + Daz®™? = 1+ Z anx®t?
n=0 n=0 n=0
On en déduit :
“+oo —+00 +oo
ag + Z(Zn + 1)apz®" — Z(Qn —Dap_12*" = 1+ Z 122"
n=1 n=1 n=1

17
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On retrouve ag = 1 et on a :

2n
Vn € N* a,, = T 1an_1.
On en déduit classiquement :
221 (n!)2
VneNa, = ——.
nES = o 1)

Les a,, étant positifs, si la série E an convergeait alors la série entiére convergerait normalement

sur [0;1] et f aurait une limite finie en 1. Ce n’est pas le cas donc la série Z a, diverge.
On peut aussi invoquer Stirling :

2n 2n
1 1
an ~ 22721mn (n) ( © ) VT

e) 2m2ym\2n) 2y/n’
Par parité, la série entiere diverge en x = —1.

4 Applications des séries entieres

Exercice 15 (Mines 2017)

Soit I, le nombre d’involutions de [1;n] ie le nombre d’applications f de [1;n] dans [1;n] telles
que fo f=1id.
1. Montrer que :
Yn>21,=1,1+ (n — 1)In_2
+0oo \

2. Soit S 1z — —x
n!

n=1
(a) Montrer que S est définie sur | — 1;1].
(b) Trouver une relation entre S(z) et S'(z).
(c) Déterminer S(z) puis Iy,.
Correction

1. On note S, 'ensemble des permutations des entiers 1,2,...,n.
On définit T,, = {0 € S, tq 0 = Id}.
On note I, = Card(T),,) et on pose Iy = 1.
Sy ={id}, [ =1
So={id; (12)}, [, =2
Dans Ss, il y a id, (1 2),(1 3) et (2 3) qui appartiennent a T5 et (1 2 3) et (1 3 2) qui
n’appartiennent pas a 7T3.
I3=4

I, = Card(T,)=Card ({a €S, tqo? = zd})

= ZCard ({a €S, tqo®=idet o(l) = z})
i=1

= Card ({0 €S, tqo®=idet o(l) = 1}) + ZCard ({0 €5, tqo*=idet o(1) = z})
=2
= Ih_1+(n—-1)Card ({0’ €S, tqo?=idet o(l) = 2})
Mais, {0 € S, tqo? =idet 0(1) =2} = {0 € S, tqo? =idet o(1) = 2 et 0(2) = 1}

qui est de cardinal I,,_o (y compris si n = 2 avec la convention I = 1) donc :
Vn>21,=1I,1+ (n - 1)In—2

18
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2.(a) Vn e N* I, < Card(S,) = n!
VnENOSI—ﬁgl

.y
Donc Revy (Z 7333") > Rev (Z m") =1
I
IH‘ ( 1)1, 1 1
1+ (n— _
n—1 n—2 _ 5an71 + Eanf2

(b) On pose a, =

Vn >3a, =
n!

Vn > 3 na, = ap—1 + ap—2

+oo
Vo €] —R;R[ S(x) = Z anz"
n=1

“+o00 —+o00
S'(z) = Z nanz” ! = ay + 2a9x + Z(an_l + ap_n)z" !
n=1 n=3
o0 “+00
= 1+2z+ Z ap12" 4 Z Apyoz" 2
n=3 n=3
—+o00 +oo
= 1+2:U+Zanx”+x2anx"
n=2 n=1

= 1+2zx+ S(x) — a1 +xS(z)
= (14+2)Sx)+1+=

(c) S est solution sur | — R;R[dey' = (1+z)y+ 1+ .
L’équation sans second membre associée est y' = (1 + x)y.

2
/(1+x)dx:x—+x
x

La solution générale de 1’équation sans second membre est y(z) = C ¥ /2t

On cherche ensuite une solution particuliere de la forme y(z) = C(z) /242 e qui
nous conduit a :

C'(z)e™ /2% = 2 + 1 ou encore C'(z) = (x + 1) e *"/27%

Cela s’intégre en C(z) = — e=2*/2=2 4 Cte et on déduit que y = —1 est une solution
particuliere de y' = (1 + z)y + 1 + .

Par conséquent :

JAcRtqVr €] — R;R[ S(z) = -1+ Ae *"/22

Compte tenu de S(0) = 0, on en déduit :

Vz €] — R;R[ S(z) = e"t**/2 _ 1

qu’on peut écrire :

Vz €] — R;R[ S(z) + 1= ¢ x /2

S + 1 est donc le produit de deux fonctions DSE sur R.

On en déduit R = +oo puis par produit de Cauchy :

I = Z n!

1124
pgeN P 92
p+2g=n

je ne pense pas qu’on puisse faire mieux.

Exercice 16 (Mines 2019)
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On considére la suite (uy,)nen définie par ug =1 et :

Vn € N Up+1 = Z (Z) Uk Up—k

k=0
1. Montrer que pour tout n € N, u, < n!l.

- s Un, . s
2. Montrer que la série entiere E —'a:" a un rayon de convergence strictement positif.
n>0
On note S sa somme.

3. Etablir une équation différentielle non linéaire vérifiée par S.
4. Etablir une autre expression de S(z).
5. Calculer u,,.

Correction

1. Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] 0 < uy < k.
P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
Upt1 > 0 trivial.
On peut multiplier sans probléme des inégalités entre nombres positifs donc :

un+1<z<>k'n '—Zn' (n+1)n! = (n+1)!
Donc P(n + 1) est vraie.

2. D’apres ce qul précede :

Vn € N < |1}
donc R = Revy Z 2" | > Roy Z:I:n 1
n>0 " n>0
3.
Vo €] - R;R[S'(z) = Znu" n—1 _ Jiouinxn—l _ Z Un+1 o
7 = (n—1)! —
+OO n n +oo n
z n U Up—k
- Z s Z UpUp—f | = Z <mnz )
n=0 (n' k=0 <k> ) n—0 k=0 k! (n — k)'
= S(z)°

4. 11 s’agit ensuite de diviser par S(z).
Compte tenu de la positivité des u,, :
Ve € [0;R[ S(z) > up =1
Donc :

Vz € [0; R|

En intégrant et compte tenu de S(0) = 1, on obtient :

1
Vee ;R ——=—+1==x

S(x)
On en déduit facilement :
Vo € [0; R[ S(x) = T~
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5. On a donc :
400 u 00
. n
Va € [0;min (R, 1)[ Z ﬁm” =>» z"
n=0 n=0
ce qui n’est pas tout a fait la situation vue en cours.
|- L1[—R
Si on note f la fonction 1 alors :
T —

Vo € [0;min (R, 1)[ S(z) = f(z)

Cette relation peut-étre dérivée car les deux fonctions sont C* :
Vn € NVz € [0;min (R, 1)[ S™(z) = f™)(z)

Evaluée en 0 cela donne :

U

VneNnl—=2=nlx1
n!

Donc :

Vn € Nu, =n!

On en déduit R =1 etlz

Vo €] — 1;1[ S(z) = 14

Remarque

L’expression de u,, est facile a justifier par récurrence au moyen de la relation initiale :
Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] ur, = k!

P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

n
n
Up+1 = Z<k>ukunk
=0

k
S (Z)k'(n—k:)! =3l = (n+ Dyl = (n 4 1)
k=0 k=0

Exercice 17 (X 2018)

Déterminer les deux premieres décimales de cos (1).

Correction
Les deux premiéres décimales de cos (1) € [0;1] sont les deux chiffres décimaux de la partie
entiere de 100 cos (1).

H=3CV g R avee s, =3 D g, = 3 EU
cos (1) = = avec S, = e = .
— (2n)! e " (2k)! LS «, (2k)!
On vérifie facilement que le théoreme des séries alternées s’applique :
—1)»
e La série de terme général u,, = ((2 ;' est alternée.
n)!
e La suite (u,) converge vers 0
e La suite (Juy,|) est décroissante :
|un+1’ 1
Vn € N = <1
[t | (2n+1)(2n+2) —
Donc : ]
VneN |R,| < ———
ne€N |l < 5o
1 1 1
Pourn =2, ———— = — = —— < 1072 (et c’est la premiere fois).

(2n+2)! 6 720
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La somme d’une série qui vérifie les hypotheses du théoréme des séries alternées est comprise
entre deux sommes partielles consécutives quelconques donc :

1
53:52— m <COS(1) < SQ.
Pour pouvoir conclure, il faut que 10053 et 10052 aient la méme partie entiere, ce qui n’a rien
@ Cvident. 11 50 4x 1242 1
X

00S5; OOX( 2+24> 50+12 50 + 5 ) +6

La partie entiére de 1005, est 54.
100 1 5 1

1 =1 — =0+ — =M+

0055 005, 0 54 + 5 +36

La partie entiere de 10053 est également 54.

La réponse est donc 0,54 (ou 5 et 4 si on préfere).
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