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Espaces préhilbertiens réels et espaces euclidiens

Fabrice Monfront
Lycée du Parc

Produits scalaires

Définitions

e Soit £ un R ev.

On appelle produit scalaire sur E toute application
{E x E—R

(z,y) — (z | y)(ou < x,y > zy xy,0ou Z.7 en gbométrie)
vérifiant les propriétés suivantes :
— linéarité a droite
V(z,y1,92) € E*Y(A1, h2) € R? (2 [ Miyr + Aaya) = Mi(@ | y1) + Ao(z | ty)
— linéarité a gauche
V(:L'l,xg, y) € E3 V()\l, /\2) € R? ()\11‘1 + Aoxg ‘ y) = /\1(331 ’ y) + )\2(1‘2 ‘ y)
— symétrie
V(z,y) € B2 (x| y) = (y | @)
— Ve e E\{0} (z|z)>0
Remarques
— En pratique si on doit prouver qu’une application ¢ : E X E — R est un produit
scalaire sur E on vérifie la symétrie et la linéarité d’un c6té car alors ¢ est linéaire de
I’autre coté.
— Si ¢ est une application bilinéaire de F x E dans R, on a :
V(z,y) € E? (x,0) = (0,y) =0
et en particulier ¢(0,0) = 0.
On peut donc dans la définition remplacer la derniére propriété par :
VeeE(z|x)>0et(x|2z)=0<=2=0
ou méme :
VeeE(z|xz)>0et(x|2)=0=2=0

On appelle espace préhilbertien réel tout R ev muni d’un produit scalaire.

On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

Soit E un espace préhilbertien réel.

Pour tout x € E on appelle norme (euclidienne) de x et on note ||z| le réel positif



Algebre linéaire, chapitre 6 2025 - 2026

z]| = v/(z | ).

D’apres la derniere propriété dans la définition d’un produit scalaire on a :
Ve e E\{0} ||z|| >0

ou encore :

Vee E |jz|]| >0et ||| =0<=2=0

On a également :

Ve e EVAeR [z = |A]||z]|

En effet Aol = vOw [ A2) = V2@ [2) = A Je]

On appelle Vecteur unitaire de E tout vecteur de F de norme égale a 1.

Ve e E\ {0} Tl H est un vecteur unitaire de F
]l
(car el == =1)
~ il [l

Pour tous z et y dans F on appelle distance (euclidienne) de = a y et on note d(z,y) le
réel positif d(z,y) = ||y — z||.

(En géométrie on écrit AB = HﬁH

On a :

V(z,y) € E?d(z,y) > 0et d(z,y) =0<= 2=y

(z,y) € E* d(z,y) = d(y, )

(car d(z,y) = ly — [l = |- (z = y)ll = |-1] [z — y|| = d(y,z))

1.2 Exemples

R*" x R*" - R

e [’application Z est un produit
ZiYi

(x:(xla"'vxn)ay:(ylw"ayn) $|y
scalaire sur R™ appelé produit scalaire canonique sur R".
Démonstration

— Symétrie

V(z,y) € R")? (y|z) = Zyzxz szyz—xly

— Linéarité a droite

n

V(z,y,2) € (R")? Y\ p) €R? (x| Ay +p2) = Y ai(Myi +pz) = > (Aziy; + paiz;)
=1 =1

= A wmyi Yy wiz
i=1 i=1
= Az ly) +pz]|2)

On en déduit la linéarité a gauche (grace a la symétrie).

— Ve eR" (z|2) = Zaz >0
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et

n

(x|2)=0 = > (steRy)=0
=1

— Vie[l;n]2?=0
<— Vie[l;n]x;=0
<— =0

La structure euclidienne sur R™ qu’on obtient ainsi est appelée structure euclidienne ca-
nonique sur R".

Ecriture matricielle

Quelque soient z1,...,Zn,Y1,---,Y, dans R on a :
T1 Y1 Y1 n
s =) | | = <Z :cly@> € M;(R)
Z Yn Yn i=1

En pratique on identifie M;(R) et R (ie : on identifie la matrice (a) et le réel a) et on
identifie R™ et M, 1(R) (ie : on écrit les éléments de R™ en colonnes). Le produit scalaire
canonique sur R"™ s’écrit alors :

V(X,Y)e (R (X |Y)= X7y

L’écriture matricielle est en général plus intéressante que ’écriture développée (ie (z|y) =

« TPE 99
1. M= M, ,(R).
M?2 SR
(A,B) — (A|B) = tr (AT.B)
M= M

M f(M)=AMT.A
Montrer que f est diagonalisable.

Montrer que { est un produit scalaire.

2. Soient A € M et f{

Correction
1. On vérifie d’abord que 'application (. | .) est bien définie.
Soit (A, B) € M2
AT € M, n(R) et B € M,,,(R) donc AT B est bien définie et appartient a M,(R).
Sa trace est bien définie.
— Symétrie
(4, B) € M2 (A| B) = tr (ATB) = tr ((ATB)T) = tx (BT A) = (B | A)
— Linéarité a droite
(A, By, By) € MPY(M1, X)) € R2 (A | MBi+ MaBa) = tr (AT(MB1+ \oBy))

= tr (MATB; 4+ AT By)
= AMtr (ATBl) + Aotr (ATBQ)
= )\1<A ’ Bl) + AQ(A ‘ BQ)
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— On en déduit la linéarité a gauche (grace a la symétrie).
— Avant d’aller plus loin, on va développer (A | B).

n

V(A,B)e M?> (A|B) = tr(ATB)=tr (Z )i kbk.j

E
n P n
= tr (Z ak,z‘bk,j> ' = Z (Z akﬂ'bk,,)
k=1 11%% i=1 \k=1

= Z ar,ibi,i

1<i<p
1<k<n

En particulier :
VAe M (A| A) Z a? s

1<i<n
1<5<p

De plus :
(A1 A)=0 <> V(0.j) € [in] x [1:p] a2 = 0
<~ V( )E[[l n]] [[1;1)]] ai,j:O

2. f est bien définie :
Soit M € M.
A€ Mpp(R) et MT € M, ,(R) donc le produit AMT est bien défini et appartient a
Mo (R).
A € My, ,(R) donc le produit AMT A est bien défini et appartient & M,, ,(R).
La linéarité de f est triviale.

Pour la symétrie il faut faire attention : on n’a prouvé tr (AB) = tr (BA) que pour

des matrices carrées.

V(M,N) € M? (f(M)|N) = tr(f(M)TN)=tr(ATMATN)
= tr ((ATM)(ATN)) avee ATM et ATN € My(R)
= tr ((ATN)(ATM)) = tr (ATNATM) = tr (F(N)" M) = (F(N) | M)
= (M| f(N)) par symétrie du produit scalaire

f est symétrique donc f est diagonalisable.
e Soient a et b deux réels avec a < b et E = C°([a;b], R) le R-ev des fonctions continues de
[a; b] dans R.
ExFE—R
L’application b est un produit scalaire sur F.
flo= [ o

(fi9) —

Démonstration
— Symétrie

b b
V(f.g) € B (g| f) = / g() f(t)dt = / f@®)g(t)dt = (£ | )

4
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— Linéarité a gauche
b
V(f1, f2.9) € B> V(A1 A2) € R? (A\tfi + Aofa | g) = / (ALfi(t) + Aafo(t))g(t) di

= /b (ALfr(t)g(t) + Aafa(t)g(t)) dt

= [ e [ paena

= M(h |9)+>\2(f2 | 9)
On en déduit la linéarité a droite (grace a la symétrie).

b
VeI = [ (fePz0)dz0
— Soit feEtq (f]f)=0.
b

On a / f2(t)dt = 0 ot f? est une fonction continue et positive sur [a; b] donc f2 = 0

ie : ¢

Vi € [ab] F2(1) =

Donc :

Vt € [a;b] f(t)=01ie f=0
Remarque
Si on prend pour E le R-ev des fonctions continues par morceaux de [a;b] dans R ¢a ne
marche plus.

[a;0] — R
Soit fet—0sit#a
a— —1
f? =0 mais f n’est pas nulle.
° Sgi;gnt FE un espace préhilbertien réel et F' un sev de E.
La restriction du produit scalaire de £ a F' x F ie {F xF=R est un produit
(z,y) = (z [ y)

scalaire sur F' qui fait de F' un espace préhilbertien réel.

2 Identités remarquables

Soit E' un espace préhilbertien réel.

V(z,y) € E* |z +ylI” = Je|* + llyl* +2(= | ) (1)
V(z,y) € E* |lz —yl* = Je|* + ly|* — 2(= | ) (2)
V(z,y) € B |lz|® — ylI* = (x —y | & +y) (3)

Démonstration

V(z,y) € E? |z +yll = (z+y|z+y)

= (z|x+y)+ (y|z+y) avec la linéarité a gauche
(x|z)+(x|y)+(y|z)+ (y]y) avec la linéarité a droite

= |z|* +2( | y) + ||ly]|* avec la symétrie
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En remplagant y par —y, on obtient :
V(z,y) € E* ||z + |ly|* - 2(« | y) Enfin :

Y(z,y) e B2 (x+y|z—y) = (z]|z—y)+ (y|z—y) avec la linéarité & gauche
= (z|x)—(x]y)+ (y]|z)— (y ] y) avec la linéarité a droite

= |lz|I* = |yl|* avec la symétrie

Remarques
e On peut aussi mentionner 'identité du parallélogramme :
V(w,y) € B? |lo+yl® + lz — ylI* = 2(|lI* + lly]|*)
(11 suffit d’additionner les deux premiéres égalités ci-dessus)
Cette relation signifie que dans un parallélogramme la somme des carrés des diagonales
est égale a la somme des carrés des cotés d’ou le nom d’identité du parallélogramme.
e Connaissant la norme, on peut reconstituer les produit scalaire : c’est la polarisation :

1
V) € B @ly) = 5 (le+yl® = llel® - llyl?)

= 2 (le 4yl ~ o —y)?)

3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme
Soit E/ un espace préhilbertien réel.
V(z.y) € B? |(z | 9)| < llz] Iyl
De plus :
(x| y)| = ||z] ||ly|| <= = et y sont colinéaires

Cas particuliers
e On prend E = C%([a,b],R) (a < b) muni du produit scalaire défini par :
(flg) = / fg. On obtient :
b]

a7
Proposition

Soient a et b deux réels avec a < b.
Pour toutes fonctions f et g : [a,b] — R continues on a :

/[&b]fg < </[a,b] f2>2.</[a7b] 92>2

avec égalité si et seulement si g = A\f ou f = Ag, A € R.
Démonstration du théoréme
Soit (z,y) € E?.
Siy = 0, I'inégalité est triviale :
(z|y) = (x]0)=0car z — (x| z) est une application linéaire
lelllyll = =1l ol = 0
On suppose donc y # 0, de sorte que ||y[|* > 0.
VAER (z+ My |z +Ay) = [z + Xyl >0
Donc :
VAER [ly* A +2(z [ y)A + [l]* > 0
On a un trinéme du second degré a coefficients réels et de signe constant : son discriminant est
négatif.
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2 2
Az [y)? — 4] [yl < 0
On en déduit facilement : |[(x | y)| < ||z [|y||

Supposons |(x | y)| = [[z[| [y
Si y = 0 alors x et y sont colinéaires.

Si y # 0 alors le discriminant du trinéme du second degré ||y[> A2 + 2(z | y)A + ||z||* est nul
donc il posséde une racine (double) Ag.
Iz + Moyll® = [[yl|* N2+ 2(x | y)ho + ||z]|* donc 2 = —Xoy et = et y sont colinéaires.

Réciproquement on suppose x et y colinéaires.
Si y = 0 alors comme vu ci-dessus : ||z|| |ly|| = (z | y) = 0.
Siy#0alors 3A € R tq z = Ay.

(@ 19l =10 9] = Miyl*] = N lyl?

2
([ lyll = [yl lyll = 1Ay IHy I = ATy
Dans les deux cas, il y a bien égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

4 Inégalité triangulaire

Théoreme
Soit /' un espace préhilbertien réel.
W(ey) € B? o +yl < o + Iyl
De plus :
|z +yll = ||z|| + |ly]| <= = et y sont R -colinéaires (ie géométriquement : les vecteurs x et y
sont colinéaires et de méme sens)

Remarques
s s o . ) s s N
e L’inégalité précédente signifie que dans un triangle la longueur d’un c6té est inférieure a
la somme des longueurs des deux autres c6tés, d’ou le nom d’inégalité triangulaire.
e Récapitulons les propriétés de la norme euclidienne.

Vee E |z|| >0et ||z =0<=2=0
Vo € EVA R || A\x|| = |A] ]|z
V(z,y) € B2 [lz +yll < llz] +lly]

En d’autres termes, la norme euclidienne est une norme (au sens du cours d’analyse).
e Récapitulons les propriétés de la distance euclidienne.

V(z,y) € E?d(z,y) > 0et d(z,y) =0<= 2=y

(en géométrie : V(A,B) € E> AB>0et AB=0<+= A= B)

V(z,y) € E* d(z,y) = d(y, x)

(en géométrie : V(A, B) € E? AB = BA)

V(z,y,2) € E® d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

(car d(z,y) = |y —all = lly — = + = — )

(en géométrie : V(A, B,C) € E? AB < AC + CB)
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Démonstration du théoréme

2 2
)1 + 2@z | ) + [lyll
2 2
)™+ 2[(= | »)| + [yl
lz)* + 2|z llyll + lly|* par Cauchy-Schwarz

(Il + Illl)*

V(z,y) € B2 o +yl

ININ TN

On en déduit :
V(z,y) € E? |lz+yl < ||| + [yl

Supposons ||z + ]| = [lz] + ]

On éleve au carré : [[]* + 2(z | y) + |yll* = |z + 2 ||| lyll + lly]*.

On en déduit : (z | y) = ||z ||ly]|-

En prenant la valeur absolue, on a : |(z | y)| = ||z|| |ly]| : il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Siy=0alors y=0x avec 0 € R,..

Siy # 0 alors, d’apres le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe A € R tq z = Ay.
(] ) = ll[| ||| donne alors : Al|y[|* = [A[[|y*.

y # 0 donc A = |\| € Ry.

Réciproquement, on suppose = et y R, -colinéaires.
Siy =0, |lz+yll =zl = [zl + [yl

Siy#0,il existe A € Ry tq z = Ay.

lz 4+ yll = [[(L+ Myl = 1+ Al flyll = (L+A) [ly]

]| + Iyl = Ayl + Nyl = Ayl + Nyl = (A + 1) ly]l-

5 Orthogonalité

5.1 Vecteurs orthogonaux
5.1.1 Définition

Soient E un espace préhilbertien réel et x et y deux éléments de E.
(z]y)=(y|z)donc: (z|y)=0+=(y|z)=0
On dit que x et y sont orthogonaux et on note x L y si et seulement si (x| y) = 0.

5.1.2 Théoreme de Pythagore
Soient E un espace préhilbertien réel et x et y deux éléments de E.

2 2 2
Ly <= lz+yl” =l + [yl

2 2 2
En effet ||z +y[|” = [lz]” + Iyl + 2(z | y).
Géométriquement ceci signifie qu'un triangle ABC est rectangle en A si et seulement si AB? +
AC? = BC2.
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5.2 Sous-espaces vectoriels orthogonaux
5.2.1 Définition

Soient E un espace préhilbertien réel et F1 et Ey deux sev de F.
On dit que E; et Fs sont orthogonaux et on note £ | Fs si et seulement si :
V(x1,22) € E1 X Ey 21 L o (ie : tout élément de Fj est orthogonal & tout élément de Es)
On a aussi :
Ei 1 Es <:>V(.’E1,.’E2) € Fh1 x Ey (I‘l | :Eg) =0

5.2.2 Somme directe orthogonale

Soit F un espace préhilbertien réel.
Soient Fy et Fo deux sev orthogonaux de FE.
Soit = € E1 N Es.
x € Fyetx € FEydonce L xie(z|x)=0.
D’ou z = 0.
Donc E; N Ey = {0} et la somme E; + E3 est directe.

Plus généralement on a :

Proposition

Soit E un espace préhilbertien réel.

Soit I un ensemble fini et (E;);c; une famille de sev de E deux a deux orthogonaux
(ie:V(i,j) € I?i#j= E; L Ej).

Alors la somme Z E; est directe.

i€l
On note Z E; = @Ez = D FE; (somme directe orthogonale des Ej).
iel iel €l
Démonstration
Soit (x;)icr une famille de vecteurs telle que :
Viel x; € E;
el

Wel(xizxj) = (2;]0)=0
j€el
= Y (@il zy) = |ll® + D (x| =)

jel jeI
J#
= |ay||? car By L Ejsij#i
Donc tous les x; sont nuls.
La somme Z FE; est bien directe.

iel
5.3 Orthogonal d’un sev
5.3.1 Orthogonal d’un vecteur

Soient E un espace préhilbertien réel et x € F.
On appelle orthogonal de x et on note 2~ 'ensemble des vecteurs orthogonaux a z ie :
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st={yeEtqz Ly} ={yecEtq(x|y) =0}
Siz=0onazt=0=E.
Si x #£ 0 soit (p{E%R
y— (= |y)
¢ est une application linéaire de FE dans R et 2 = Ker ¢.
z est donc un sous-espace vectoriel de E.
¢ est non nulle (¢(z) = ||lz||* > 0) donc image de ¢ est un sous-espace vectoriel de R non
réduit & {0}. C’est donc R ie ¢ est surjective.
Si E est de dimension finie n alors z* est de dimension n — 1 (par application de la formule du
rang).

Que E soit de dimension finie ou infinie, que = soit nul ou pas, on a :
E=RxDz" .

En effet :

soit y € Rz et z € z+.

IeRtqy =\

(W] 2)=A@|2)=A0=0

Donc Rz L zt.

Si x =0 alors Rz Dot = {0} DF = E.

On suppose x # 0.

Soit y € E.
On pose z =y — (y!:g)
2
x
(12)=wle) =S (@le) = (|9 = (v|) = 0donc = La.
Donc y = (y|m)m+zE]Rx@xL.

2
Il

5.3.2 Orthogonal d’un sev

Soient E un espace préhilbertien réel et F' un sev de E.
On appelle orthogonal de F' et on note F- I’ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les
vecteurs de F'.
Onadonc: Ft={yecEtqVre Fr Ly}={yeEtqVz € F (z|y)=0}= N 2t
zEF
On en déduit que F* est un sev de FE.

Comme on a clairement ' | F-ona FNF+={0}et F+ Ft=FaF+-=FQF"*.

Soit G un sev de E.

Ona:

F1G+=GcCF*

F est le plus grand (au sens de I'inclusion) sev de F orthogonal & F.

Exemple

E+ = {0}

10
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5.4 Supplémentaires orthogonaux
5.4.1 Définition

Soit E un espace préhilbertien réel.
Deux sev F et G de E sont dits supplémentaires orthogonaux si et seulement siona £ = F DG

On va montrer qu’on a alors G = F* (et F' = G1).
E=FQOGdonc G L FetGcCF*+

Soit x € F*.

E =FOG donc :

Hzp,xq) € F X Gtqr=2xp+zg.
zp=1x—xqavec z € Ft+ et zg € G C F* donc zp € F*.
Comme xp appartient aussi a F', rp =0et x = zg € G.
D'on F* C G.

On en déduit (FY)* noté¢ F++ =F

5.4.2 Supplémentaire orthogonal d’un sev

Soient E un espace préhilbertien réel et F' un sev de E.
On dit que F' admet un supplémentaire orthogonal si et seulement si il existe G sev de E tel
que FDOG = E.
D’aprés ce qui précede si F possede un supplémentaire orthogonal il est unique car c¢’est F-. On
dit alors que F- est le supplémentaire orthogonal de F. F est alors le supplémentaire orthogonal
de F- et on a FF = F++. Mais en général un sev de E n’a pas de supplémentaire orthogonal ie
en général FOF+ C E.

Exemple (Mines 2004) :
On définit un produit scalaire sur R[X] par :

P = [ Pwau

Soit F' = X R[X] lensemble des polynoémes qui admettent zéro comme racine. Que dire de
FL?

Soit P € F. X

Le polynéme X P appartient a F' donc (XP | P) = / tP(t)2dt = 0.
0

Mais la fonction t +— tP(t)? est continue et positive donc :

vt € [0;1]tP(t)? =0

P a donc une infinité de racines et P = 0.

On a donc F*+ = {0} et FQF+ = F C R[X].

5.4.3 Projecteurs orthogonaux
Définition
Soit E un espace préhilbertien réel.

On appelle projecteur orthogonal de F tout projecteur p € L(F) tel que :
E=Kerp@DImp.

11
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Comme on sait que pour un projecteur on a £ = Kerp & Im p on peut écrire :
Soit p € L(E).
. {p2 =p
p est un projecteur orthogonal <—-
Kerp L Imp
Soit F' un sev de F.
Si F' possede un supplémentaire orthogonal, on peut définir la projection sur F' parallelement

a F-. Cest une projection orthogonale qu’on appellera simplement projection orthogonale sur F.

5.4.4 Cas d’un sev de dimension finie

Soient E un espace préhilbertien réel et F' un sev de E de dimension finie.
FOF'=F

Démonstration
Soit z € E.
F—R
Soit f{ 9 9
y= llz —yll” =y — 2|
f est continue et :
Vy € F [lyll < |ly — [ + [l
Donc :
Yy e F f(y) > [yl — llz|l
Dot f(y)

llyl| =00
Il existe R € Ry tel que :

Yy e F |lyl > R= f(y) > £(0).

La fonction f est continue sur K = {y € F' tq |ly]| < R} qui est une partie fermée, bornée et
non vide de F.

Comme F est de dimension finie, il existe yg € K tel que :

vy € K f(y) > f(vo)

En particulier f(0) > f(yo) car 0 € K

On considere alors y un élément de F.

Siy € K alors f(y) > f(yo)-

Siy ¢ K alors [ly|| > Ret f(y) > f(0) = f(yo)-

On a donc :

Yy € F' f(y) > f(yo)

On verra plus tard que cela entraine la nullité du gradient de f en yy et comment calculer ce
gradient.

Pour l'instant, en I’absence de calcul différentiel, on peut procéder ainsi :

Soit y € F.

Vt € R fyo+ ty)? > f(yo)?

Donc :

VtER |lyo— =+ ty|* > [lyo — |

Donc :

VteR [lyo — zl” +2t(yo — z | y) + £ | > llyo — ||
Donc :

Ve R 2t(yo — x| y) + 2 |y]> > 0

12
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Siy est nul alors (yo —x | y) =0

Si y est non nul, on a un trinéme du second degré de signe constant donc :
A=4(yo—z]y)?<0

On en déduit (yo —x | y) = 0.
Doncyg—z€Ftetz=yo+x—y € FOF*.

FOF* = FE donc on peut définir la projection orthogonale sur F, qu’on note p.
Avec les notations de la démonstration p(z) = yp et on a :
Vee EVyeF |z—yl = |z —pa)]
On a méme :
Ve e EVy e F\{p(x)} [z -yl > |z - p(z)]|
En effet, si on reprend la démonstration, on voit que si y; € F vérifie :
Vy e F [lz—y| = [lz -yl
alorsz—y; L Fdoncx =y, +x—y avecy; € F et x—1y; € F* ce qui entraine y; = yo = p(z).
On retrouve également avec Pythagore, la formule vue en Sup :
2 2 2 2
vz € E ||lz|” = [lp(2)|” + llz — p(2)||” = llp(2)|” + d(z, F)?

Dimensions

Soit E un espace euclidien.

Soit F' un sev de F.

On a:

dim F = dim F + dim F* et F = F++.

En effet F est de dimension finie comme sev d’un ev de dimension finie donc :
E=FQOF+-=F@F*.
D’ott dim E = dim F + dim F*.

En particulier, si F est un hyperplan de E, F'- est une droite.

On appelle vecteur normal a F tout vecteur non nul de cette droite.

Il n’y a pas unicité d’un vecteur normal & F, méme en le prenant unitaire, mais les vecteurs
normaux & F' sont tous colinéaires.

Exemples
1
e Déterminer inf (2% — az — b)* du.
(a,b)eR2 Jo
Soit E = RQ[X]

On définit un produit scalaire sur £ en posant :
1

V(P.Q € B (PQ) = | P@)Q()ds

(vérifications faciles)

On a alors : /Ol(ac2 —azx +b)?de = HX2 - (CLX‘H))H

2

1
F = Vect(1, X) étant un sous-espace de dimension finie de E, ( 1br)1f , (2% —azx —b)? dx
a,b)eR® Jo

est en fait un minimum atteint une fois et une seule lorsque aX + b est le projeté ortho-
gonal de X2 sur F.

aX +beF

Ce projeté orthogonal est caractérisé par
X2 —(aX+b) LF

13
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On doit donc résoudre le systeme {(XZ —(aX+0)[1)=0
(X2 —(aX+b) | X)=0

{a(X [ 1) +b(1]1)=(X?|1)
a(X | X)+b(1]X)=(X?|X)

—— —— —/—

|
o~ 8
|

W=
&~

N

T

~

N

|

[

Ay

La borne inférieure cherchée est alors :

2 2 2|2 2
d = HX —(aX—H))H :HX H — |laX + b||* par Pythagore
1
= 5—6L2\|X\|2—2ab(1IX)—52||1H2
11,1
5 3 6 36
B 1
180

1
e £ =C%J0;1],R) est muni du produit scalaire défini par (f | g) = / f(t)g(t)dt.
0

%hF:{feE%qA{ﬂﬂ&:O}

Déterminer F+.

Soit fg{[O; =R
t—1

F = f§- = (Rfo)* avec Rfy sev de dimension finie de E.
Donc F+ = (Rfg)* = Rf.

6 Bases orthonormées

6.1 Familles orthogonales
6.1.1 Définitions

Soient E un espace préhilbertien réel et (e;);c; une famille d’éléments de E.
On dit que la famille (e;);er est orthogonale si et seulement si :
V(i,j)el?i#j=e Lej
On dit que la famille (e;);er est orthonormale si et seulement si :

{elle est orthogonale

Viel |l =1

14



Algebre linéaire, chapitre 6 2025 - 2026

6.1.2 Propriétés

Soit E un espace préhilbertien réel.
¢ Relation de Pythagore
Soit (e, ..., e,) une famille orthogonale de E.
Ona:
llex + - +enl® = llex]® +- - + [lenl)?
(Si n > 3 la réciproque est fausse)

Plus généralement si I est un ensemble fini non vide et (e;);c; une famille orthogonale

ona:
2

Yol = el

iel i€l
Démonstration
Soit (eq,...,ep) une famille orthogonale de E.

n n
llex +"'+€nH2 = <Zei | Z%)

n n
= D > (eile)) Z(ezremz S (eiley)

i=17=1 1<i<j<n
n
2
= Z el
=1
_ ., nn-—1) .
Sin >3, Z (eilej) contient — 5 > 3 termes. Elle peut donc étre nulle sans que

1<i<j<n
chaque terme soit nul.
e Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.
On en déduit que toute famille orthonormale est libre.

Démonstration

Soit (eq,...,e,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E.
n

Soit (A1,...,An) €R™ tq Y Aie; = 0.

i=1

(62|Z)\6J> (e, ]0)=0

Mais | e; | Z)\jej = Z)‘j(ei | e;) = N |led]|? avec |les]|* # 0 donc A; = 0.
j=1 '
La famille (eq,...,e,) est bien libre.
6.2 Bases orthonormales

6.2.1 Définition

Soit E un espace euclidien.
On appelle base orthonormale (ou orthonormée) de E toute base de E qui est en méme temps

15
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une famille orthonormale.

Exemple

On considére R™ muni du produit scalaire canonique et (eq,...,e,) la base canonique de R"
(e; = (0,...,1,0,...,0) le 1 étant en '™ position).

Soit (i, ) € [1;7n]? tels que i # j.

(i |ej)=00+---4+1.0(i)+0.04+---4+0.1(j) +0.0+---+0.0=0

Vie[l;n] (ei|e)=0.04+---4+0.0+1.1(:)+0.04+---+0.0=1

La famille (eq,...,e,) est orthonormée.

La base canonique de R™ est donc une base orthonormée de R” (muni de sa structure euclidienne
canonique).

Remarque

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et (e, ..., e,) une famille de n éléments de E.
On a:

(e1,...,e,) BON de E <= les ¢; sont unitaires et 2 a 2 orthogonaux.

(En effet une famille ON est libre et toute famille libre de n vecteurs de E est une base de E)

6.3 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (eq, ..., e,) une famille libre de E espace préhilbertien réel.
D’apres les paragraphes précédents, on peut définir pour tout k € [1;n], la projection orthogo-
nale sur Vect(ey,...,ex). On la note py.
La famille (eq,...,€,) définie par :

{61 =e1

Vk € {2;...;n} e = e — pr—1(ex)
est une famille orthogonale de vecteurs non nuls vérifiant en outre :
Vk € [1;n] Vect(ey,...,€ex) = Vect(eq, ..., ex)

On l'appelle orthogonalisée de Gram-Schmidt de (eq,...,ey).

La famille (Hq”, ce ”Enu> = (€}, ...,¢€,) est une famille orthonormée vérifiant en outre :
€1 €n

Vk € [1;n] Vect(é€], ..., €,) = Vect(eq, ..., ex)

On l'appelle orthonormalisée de Gram-Schmidt de (eq, ..., e,).

6.4 Cas d’un espace de dimension finie
6.4.1 Existence de BON

Proposition
Soit E un espace euclidien de dimension n € N*,
Alors E possede au moins une BON.

En effet si (eq, ..., e,) est une base de E' (donc une famille libre) son orthonormalisée (e1, ..., €y,)
est une BON de E.

6.4.2 Théoréeme de la BON incompléte

Soient E un espace euclidien de dimension n > 2et pe Ntel que 1 <p <n —1.
Soit (e1,...,€p) une famille orthonormale de E.

16
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Alors il existe €py1,...,€, n — p éléments de E tels que (e1,. .., €,) soit une BON de E.

En effet, il existe ep11,...,e, dans E tels que (€1, ..., €p, €pt1, ..., €p) soit une base de E (donc
une famille libre). Il ne reste plus alors qu’a orthonormaliser cette famille (ce qui laisse inchangés

61,...,€p>.

6.4.3 Proposition

Soit E un ev euclidien de dimension > 2.
Soit F' un sev de F de dimension p avec 1 <p <n —1.
Soient (e1,...,e,) une BON de F et (epy1,...,e,) une BON de Ft.
Alors (e, ..., ep) est une BON de E.

Démonstration

On a clairement : Vi € [1;n] || =1

Soient i et j € [1;n] distincts.

Siietje{l;...;p}, (e; ]| ej) =0 car (e1,...,e,) est une base orthonormée de F.
Siietje{p+1;...;n}, (e;| e;) =0 car (€pi1,...,e,) est une base orthonormée de F-.

Si un des deux appartient & {1;...;p} et lautre & {p + 1;...;n}, (e; | ¢j) =0 car F L F*.
(e1,...,ep) est une famille orthonormée de n vecteurs de E de dimension n donc c¢’est une base

orthonormée de FE.

Plus généralement on a :

Proposition
n

Soient E un ev euclidien et F1,..., E, n sev de F tels que £ = (D E;.
i=1

Pour tout i € [1;n] on pose d; = dim E; qu’on suppose > 1.

Soit (eq,...,eq,) une BON de Ej.

Soit (edy 415 - - - s €dy+d,) une BON de Es.

Soit (€d1+...+dn71+1, <y €di++d,=dim E) une BON de En.
Alors (e, ..., edimE) est une BON de E.

6.4.4 Expression du produit scalaire dans une BON d’un espace euclidien
Soient E un espace euclidien de dimension n € N* et B = (ey,...,e,) une BON de E.

n
Soient = Z r;e; € E et X la matrice colonne de ses coordonnées dans B.
i=1
n
Soient y = Z yie; € E et Y la matrice colonne de ses coordonnées dans B.
i=1
On a:

n

(z|y) =) ziys = ‘XY
i=1

On en déduit :

n
ol = | D_of = VXX
1=1

17
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d(z,y) = Z(yi — x;)?

On a de plus :

(ei | =) = wjlei | ej) = @i ||el|” =
j=1
On peut donc écrire :
n

VweEx:Z(ei | z)e;

i=1
Si f est un endomorphisme de E alors :
vj € [1in] flej) =D _(ei | flej))ei
i=1
Donc la matrice de f dans la base (e1,...,en) est la matrice ((e; | f(€))))1<; j<n-

n

En particulier, la trace de f est » (e; | f(e:)).
i=1

Exemple

Centrale maths 2 2018

M, (R) - R

(M,N) s tr (MTN)

1. Montrer que c’est un produit scalaire.

Que dire de la base canonique de M, (R)?

2. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.
Exprimer tr (f) avec une base orthonormée de E.

3. On se place dans My(R).
Soit w4 définie par pa(M) =AM + MA.
(a) Ecrire un programme donnant tr (¢ 4).
(On écrira au préalable une fonction définissant le produit scalaire de la premiere
question).

On considere 'application {

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def ps(M,N):
MT=np.transpose (M)
MTN=np.dot (MT,N)
return np.trace(MIN)

def tr(A):

n=len(A)

s=0

for i in range(n):

for j in range(n):

E=np.zeros((n,n))
Eli,jl=1
phiAE=np.dot(A,E)+np.dot (E,A)
s+=ps (E,phiAE)
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return s
(b) Calculer tr(p4) pour A = A;, Ay et As.
1 1 -1 0
S | 1 -1 0
A7 ressemblait a 1 1 -1 0
-1 -1 1 0

Il fallait faire une conjecture.
La suite portait sur des projecteurs.

Correction

1. Produit scalaire : traité plus haut.
La base canonique de M,,(R) est orthonormée.

n
2. tr(f) = ) _(eilf(ed))
i=1
3.(a) import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def ps(M,N):
MT=np.transpose (M)
MTN=np.dot (MT,N)
return np.trace (MTN)

def tr(A):

n=len(A)

s=0

for i in range(n):

for j in range(n):

E=np.zeros((n,n))
E[i,jl=1
phiAE=np.dot (A,E)+np.dot (E,A)
s+=ps (E,phiAE)

return s

(b) A=np.array([[1,1,-1,0],[1,1,-1,0],[1,1,-1,0],[-1,-1,1,011)
print (tr(A) ,np.trace(d))
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()
Z ,J|</7A i,j )

J

NE

tr(pa) =

.
Il

—
I

—

tr (Ej,i(AEi,j + EZJA))

|
M=

s
Il
—
<.
Il
-

tr (E;;AE; j) + Z Z tr (B i ;A)

I
M=

i=1j=1 i=1j=1
n n n n
= D> w(AE;E;) + > (B A)
i=1j=1 j=14i=1

tr (AEz’l) +n Z tr (Ej}jA)
)

&
Il

—
Il

—

Il
NE

J

n n
= n Z tr (AEz,z) +n Z tr (Ej,jA)
i=1 j=1
n
= 2n Z Qjq
=1

= 2ntr(A)

6.4.5 Retour sur les projections orthogonales

Soit E' un espace préhilbertien réel.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n € N*.
Soit p la projection orthogonale sur F.
Soit (e, ...,e,) une BON de F.
n

Vo € B p(x) = Y (e | o)e;

i=1
En effet :

Ve € EVie [1;n] (eiac—Z(eﬂx)ej) = (e|z)— Ze”x (e | €5)

j=1

M

(ei | ) — (e; | ) ||es]|* car les autres termes sont nuls
=0
n

Donc x — Z(ej | 2)e; L F' car il est orthogonal aux vecteurs d’une base de F.
j=1

Donc =z = (Z(ej | x)e; € F) + (ZL‘ - Z(ej | z)e; € Fi).
=1 =1
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7 Isométries vectorielles

7.1 Définition

Un endomorphisme d’un espace euclidien E est une isométrie vectorielle s’il conserve la
norme.

C’est la définition du programme, on peut I’expliciter ainsi :

Soient E un espace euclidien et u € £(F) un endomorphisme de FE.
u isométrie vectorielle <=V € E ||u(z)|| = ||z||

La présence d’une racine carrée peut compliquer les vérifications. Il est souvent plus commode
d’utiliser le carré de la norme. On a de maniére immédiate :

Soient E un espace euclidien et v € £(F) un endomorphisme de E.

u isométrie vectorielle <= Vz € E |u(z)||? = |||

7.2 Exemple : les symétries orthogonales
7.2.1 Définition

Soit E un ev euclidien.
Soit s une symétrie de E. (Rappel : s est la symétrie par rapport & F' = Ker (s — Idg) parallé-
lement & G = Ker (s + Idg) avec E = F & G)
On dit que s est une symétrie orthogonale si et seulement si :
E =XKer(s—Idg) DKer (s + Idg) = FOG
On dit alors que s est la symétrie orthogonale par rapport a F' = Ker (s — Idg).

7.2.2 Caractérisation des symétries orthogonales parmi les symétries

Soient E un ev euclidien et s une symétrie de E.
s est une symétrie orthogonale <= s est une isométrie vectorielle.
Démonstration
- —
Soit x € F.
Map,zq) € F x Gtqe=xp+ 2.
s(x) =zp —2qg

2 2
[s(@)I” = [ler — 26
= |zp|* + ||zg|* Pythagore F L G donc zp L —2¢
= |lzr + z¢|* méme principe

2
]
s conserve la norme et s € L(E) donc s est une isométrie vectorielle.

o —
Il s’agit uniquement de prouver F' L G : on sait déja que K = F & G
Soient zp € F et xg € G.
Is(zr +26)|* = llzr + zc?
Donc [|s(zr) + s(za)|I* = o + 2|
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Donc prgangz :2HxF+xgH2 ) )
Donc [zp||” + [[zc|” — 2(zF|ze) = |zr " + [lzc|” + 2(zFl|ze)
Donc (zp|zg) = 0.

7.2.3 Cas particulier : les réflexions

Soient ' un ev euclidien de dimension n > 2 et H un hyperplan de E.
On appelle réflexion d’hyperplan H la symétrie orthogonale par rapport a H.

Expression vectorielle

Soit s la réflexion par rapport a H.

Soient @ un vecteur unitaire normal a H.

On cherche une expression de s(z) ou = € E.

Soit x € E.

Onaz+s(x)€ H=a"etr—s(z) <€ Ra.
D'ou :

INER tqxz— s(x) = Aa

s(z) =z — Aa

x+s(z) =2z — Aa
Mais z + s(x) € a* donc (22 — Aala) =0
2(zla) — Allall? = 0
x

s(x)=x—2 (| TQ) a : expression générale dans le cas ou on suppose simplement a # 0
a
s(z) = x — 2(a|x)a ici car on suppose ||al| = 1.

7.3 Automorphismes orthogonaux

Soient F un ev euclidien et u une isométrie vectorielle.
Soit x € Ker u.
2 2 2
|z[|” = [lu(z)[| = [|0]" = 0 donc & = 0.
Keru = {0} donc u est injective.
Mais F est de dimension finie donc u est bijective et u est un automorphisme de E (ie u €

GL(E)).

Les isométries vectorielles de E sont des automorphismes de E. Bien entendu, la réciproque
est fausse (cf u = Aid avec A # —1,0,1).

Les isométries vectorielles sont aussi appelées automorphismes orthogonaux.

Je cite le programme :

On mentionne la terminologie "automorphisme orthogonal” tout en lui préférant celle
d”’isométrie vectorielle”.

7.4 Caractérisation des isométries vectorielles par la conservation du produit
scalaire
Soient E un espace euclidien et u € L(E).

u isométrie vectorielle <= V(z,y) € E? (u(z)|u(y)) = (z|y)
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En d’autres termes les isométries vectorielles de E sont les endomorphismes de E qui conservent
le produit scalaire.

Démonstration

- —
Soit (x,y) € E2.
u(z +y)||* = || + y||* car u est une isométrie vectorielle.
[u(z) + u)l” = ||z + yl*
lu@)[? + llu@)]* + 2(u@)|uly) = |=)* + [u)]® + 2(z|y)
On simplifie et il reste (u(x)|u(y)) = (x|y)

e < : trivial
Vo € B Ju(@)|? = (u(@)u(x)) = (s]z) = ]

Donc u est une isométrie vectorielle.

7.5 Remarques

e Si u est une isométrie vectorielle de E alors u conserve les distances :

V(z,y) € E* d(u(z),u(y)) = |uly) —u@)| = u(y — )]
= |y -zl =d(z,y)

Réciproquement si u conserve les distances et si u(0) = 0 alors u est un automorphisme
orthogonal.

Centrale 2003
Soient E un ev euclidien et u : E — E telle que u(0) =0 et

V(@,y) € E? |lu(z) —u()| = llz -yl
1. (a) Montrer : Vo € E |Ju(x)| = ||=||
(b) Montrer : ¥(z,y) € E? < u(z)u(y) >=< x|y >

n

(c) Montrer : Vx € E u(z) = Z < z|e; > u(e;) ou (eq,...,e,) est une BON de E.
i=1
(d) Montrer que u est un automorphisme orthogonal.
2. Soit u: E — E telle que ¥(z,y) € E? ||u(z) — u(y)|| = ||z — y||.
Montrer que u est une isométrie affine !.
Correction
L. (a) Vo € E [Ju(z)]| = [[u(x) — 0] = |lu(z) — w(0)]| = [z — 0] = |lz|
u conserve la norme.
(b) ¥(z,y) € E* |u(x) —27¢L(2/)||2 = IIU(fL‘gll2 + [lu()|* = 2(u(@)[u(y))
V(z,y) € B2 |z —ylI” = [|z]° + lylI” - 2(z[y)
On égalise et il reste :

V(z,y) € E? (u(z)lu(y)) = (z]y)
u conserve le produit scalaire.

1. cette notion n’est plus au programme
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(c)

V(i,7) € [1;n] (u(e;)|u(ej)) = (es|e;) d’apres la question précédente
= 4

(u(er),...,u(ey,)) est une famille ON de E.

Vu le nombre de vecteurs, c’est une BON de E.

Donc :
n n

Vo € Eu(x) = Z(u(x)|u(el))u(el) = Z(x\ei)u(ei)

i=1 i=1
(d) Sous cette forme, la linéarité de u est a peu pres claire.
u est donc un endomorphisme de E qui conserve le produit scalaire.
u est un automorphisme orthogonal.
EF—FE
x+— x —u(0)
E—F
x — u(x) — u(0)

2. Soit v = t_w(0) {

Soitw:vou{
w(0) =0

V(@,y) € B? [lw(@) —w@)| = [ul@)—u(0) - (uly) — u(0)] = llu(z) — u(y)|
= [lz -yl

D’apres ce qui précéde, w est un automorphisme orthogonal de F.

Donc u = v low = tu() © w est une isométrie affine (comme composée de deux
applications affines).

Par contre, u n’est pas forcément un automorphisme orthogonal (u n’est pas forcément
linéaire), c’est le cas en particulier des translations (de vecteur non nul).

e Soient E un ev euclidien et u une application de F dans E qui conserve le produit scalaire.
Alors u est linéaire.
(Cf 1.(c) et (d) de l'exercice précédent)
On peut dire que les automorphismes orthogonaux de E sont les applications de E dans
FE qui conservent le produit scalaire.
e Siu: FE — FE conserve uniquement la norme u n’est pas forcément un automorphisme
orthogonal.
F—F
Par exemple soient a € E\ {0} et uS x — zsixz #a
arr —a
e Conservation de ’orthogonalité
Mines 2018
Soit E un espace euclidien et s un endomorphisme de FE.
Montrer I’équivalence entre les assertions :

(i) il existe un réel A tel que pour tout (z,y) € E2, (s(z),s(y)) = A (z,)
(ii) pour tout (z,y) € E?,(z,y) = 0 = (s(z),s(y)) =0
Correction
— (i) = (i)
Trivial.
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— (i) = (i)
Soit = et y deux vecteurs non nuls de E.

_ (xy)

x + z avec z orthogonal & x (penser au cours sur les projections orthogo-

Il
nales).
L,y
() = T slw) + 5(2)
D’apres (ii), z est orthogonal & x donc s(z) est orthogonal a s(z).
2
s(x
Done (s(x), ) = 5L ()
On peut inverser le role de x et de y donc : (s(x), s(y)) = s (x,y)
2 fone P "
On a donc : Hs(x)2|] (x,y) = ||S(y)2H (x,y).
ol vl o
Is()I” _ lls@)II”

Si x et y ne sont pas orthogonaux alors H ”2 = i H2
z Y

Supposons z et y orthogonaux.
(z,2+y) = [z > 0 et (g, + 1) = |y|* > 0 done :

Is@)I* _ stz +)I* _ lIs@)”

2 2 2
] [z +y| lyll
Il existe donc A € R tel que :

voe B\ (0] HH( H>r _

On a alors, pour tous z et y € E'\ {0}, (s(x),s(y)) = A (x,y)
C’est trivial si  ou y = 0.

Autre méthode
Soit (eq,...,e,) une BON de E.
Sii# 7, (ez|ej) = 0 donc (s(e;)|s(e;))

Y(z,y) € E? (s(x)

5 (ﬁ: miei> s (i yz'ei>>

(f: xis(e;)] zn: yis(ei)>

=1 =1

n
= Z%‘Z/z‘ |s(e;)||* vue la remarque initiale
i=1

Mais pour i # j :
Is(e)ll” = Is(e)lI* = (s(eq) — s(eg)ls(er) + s(e))

= (s(e; —ej)|s(e; +e5))
= Ocare; +ej Le —ej

Dot le résultat avec A = ||s(e;)|>.

Remarque
A > 0 : c’est évident avec la deuxieme méthode et avec la premiere, on prend x = y
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et on a [|s(@)]]2 = AJa2].
SiA=0alors s =0.

S
SiA>0: — € O(FE).
1 7 c o)

7.6 Caractérisation des isométries vectorielles par I'image des BON
7.6.1 Proposition

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et u € L(E).
Il y a équivalence entre :

i w est une isométrie vectorielle de E

ii 3(e1,...,e,) BON de E tq (u(ey),...,u(ey,)) soit une BON de E

iii pour toute BON (ey,...,e,) de E, (u(e1),...,u(e,)) est une BON de E

Démonstration
i=— iii Cf la question 1.c. de ’exercice de Centrale du paragraphe 5.1.6.
iii=— ii trivial
n
ii— i Soit z =) wie; € E.
i=1

u(z) = Zajiu(ei) et (u(e1),...,u(en)) est une BON de E donc :
i=1

lu(@)] = | > o2 = ]
=1

1 est un endomorphisme de E qui conserve la norme donc u est une isométrie vectorielle

de F.

7.6.2 Corollaire

Soit F un ev euclidien de dimension n € N*.
Soient (eq,...,ep) et (e1,...,€,) 2 BON de E.
Il existe une et une seule isométrie vectorielle u de E telle que :
Vie [1;n] ule;) =€

En effet (e1,...,e,) étant une base de E on sait qu’il existe un et un seul endomorphisme
u de F tel que :

Vi e [L;n] u(e;) =«

et d’apres ce qui précede u est alors une isométrie vectorielle.

7.7 Groupe orthogonal

Soit E un ev euclidien.
On appelle groupe orthgonal de E et on note O(E) ’ensemble des automorphismes orthogonaux
de E.
Les propriétés essentielles du groupe orthogonal sont :
e O(F) C GL(E)
e O(E) #( car Idg € O(F)
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e Stabilité par o :
Soit (u,v) € O(E)2.

V(@,y) € B? (uov(z)luov(y))

—~
A

v(@))lu(v(y)))
= (v(@)|v(y)) car u c O(E)
= (=|

(z|y) car v € O(F)
Donc uowv € O(E) et O(FE) est stable par o.
e Stabilité par passage a ’inverse
Soit u € O(E).
V(,y) € B T @ (@) = (u(u” @)lu(u(y))) car ue O(F)

= (zly)

Donc u~! € O(E) et O(E) est stable par passage a I'inverse.

7.8 Stabilité de 'orthogonal d’un sous-espace stable

Soient E un ev euclidien et v une isométrie vectorielle.
Soit F' un sev de E stable par u.
Alors F- est stable par w.

Démonstration
Soit 2z € FL.

Vy € F (u(z)|u(y)) = (z|y) car u est une isométrie vectorielle

= OcarmGFLetyeF

Donc u(z) L u(F).

Mais F' est stable par u donc u(F) C F'.

De plus u est un automorphisme donc dim (u(F')) = dim (F).
Dot u(F) = F.

Donc u(z) L F ie u(x) € F*.

FL est bien stable par w.

8 Matrices orthogonales
8.1 Définition

Une matrice A € M,,(R) est dite orthogonale si, et seulement si, AT A = I,,.

8.2 Interprétation en termes de colonnes

Soit M € M, (R).
Le coefficient & I'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne de M7 M est :

Z M Mg

1e 1e produit scalaire de la i-eme et de la j-éme colonne de M.
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Par conséquent, si A € M, (R) :

A est orthogonale <= ses colonnes forment une famille orthonormée de R”
et comme le nombre de colonnes de A est égal a la dimension de R :

A est orthogonale <= ses colonnes forment une BON de R™

8.3 Matrices orthogonales : interprétation en termes de lignes

Soit A € M,,(R). Il y a équivalence entre :

(i) A est orthogonale

(i) AAT =1,

(iii) Les lignes de A forment une famille orthonormée de R"
(iv) Les lignes de A forment une base orthonormée de R"

Démonstration
(i) = (i1) On suppose A orthogonale.
Par définition AT A = I,, donc A est inversible et A~ = AT
Donc AAT = AA-' =1,.
(4i) = (i4i) Le produit scalaire de la i-eéme et de la j-éme ligne de A est :

Zazka]k—z:azk ‘_(AAT)"—(S'J'

Donc les hgnes de A forment une famille orthonormée de R".

(#i1) = (iv) Le nombre de lignes de A est égal a la dimension de R™ donc si les lignes de
A forment une famille orthonormée de R™ alors elles forment une base orthonormée de
R™.

n
() = (i) (AAT)ij =D aikajp = (Li(A) | L;(4)) = &y
k=1

Donc AAT =1,,.

Donc A est inversible et AT = A~

On en déduit ATA = A=1A = I, et A est une matrice orthgonale.
Remarque
En général, une matrice ne commute pas avec sa transposée.

8.4 Caractérisation comme matrice de changement de base orthonormée

Soit A € M, (R).
A est une matrice orthogonale <= il existe deux BON B et C de R" telles que A soit la matrice
de passage de B vers C.

Démonstration

On suppose que A est orthogonale.

Les colonnes de A forment une BON de R".

A est la matrice de passage de la base canonique de R”, qui est orthonormée, vers la base formée
par les colonnes de A, qui est elle aussi orthonormée.

Réciproquement, on suppose qu’il existe B = (e1,...,¢e,) et C = (€1,...,€,) deux BON de R”
telles que A soit la matrice de passage de B vers C :
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n
Vj € [[1;711] € = Zai,jei
=1

n
(ATA)i; = Y arian,
k=1

n n
= (Z ay i€k | Z a;w'ek) expression du produit scalaire en BON
k=1 k=1

= (ei]€)=2dij

Donc ATA = I,, et A est une matrice orthogonale.

8.5 Changement de base orthonormale

Soit E un ev euclidien de dimension n € N*,
Soient B et By deux bases orthonormales de E.
Soit Pj 2 la matrice de passage de By a Ba.
D’apres ce qui précede, P2 est une matrice orthogonale.
Soit z € E.
Soit X7 la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B;.
Soit. X5 la matrice colonne de ses coordonnées dans la base Bs.
On a:
X1 =PisXset Xo=Py1 X1 = Py X1 dot Xo = PFLXy.
Soient v € L(FE) et A; = Matp,v (i =1,2).
On a :
Ay = P 1 A1 P o = P1_721A1P1,2
D’ou AQ = P17j2A1P1’2 et de méme Al = PLQAQPEQ.
Par rapport a un changement de base ordinaire on économise I'inversion de la matrice de passage
PLQ.

8.6 Caractérisation des automorphismes orthogonaux a ’aide de leurs ma-
trices dans les BON

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et u € L(E).

u€ O(F) <= il existe BBON de E tq Mat gu est une matrice orthogonale
<= pour toute BON B de E Mat gu est une matrice orthogonale

Démonstration
e (1)=(3)
On suppose que u € O(E).
Soit B = (ey,...,e,) une BON de E.
Soit M = Matp(u).

Vj € [1;n] u(e;) = meei
i=1

NE

(i, 7) € [1;n]? (MTM) _

n
T
- (M ).kMk',j = mpimy

)

1
u(e;)|u(e;)) expression du produit scalaire en BON

|
.

eilej) = 0
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Donc MTM = I,, et M € O(n).
e (3) = (2) : trivial
e (2)= (1)
Soit B = (ey,...,e,) une BON de E telle que M = Matp(u) € O(n).

cf le calcul précédent

¥(i,5) € [inl? (u(efuley)) = (MTM)
= 52’,]' car MTM - In

(u(er),...,u(e,)) est une famille ON de n vecteurs en dimension n donc (u(ey), . .., u(ey))
est une BON de FE.
D’apres?, u € O(E).
Remarque
La base canonique étant une base orthonormée, on a pour A une matrice de M, (R) :
A est orthogonale <= I’endomorphisme canoniquement associé & A est un automorphisme
orthogonal

8.7 Groupe orthogonal

Soit n € N*.
On appelle groupe orthgonal d’ordre n et on note O,(R) ou O(n) l'ensemble des matrices
orthogonales a n lignes et n colonnes.
Les propriétés essentielles du groupe orthogonal sont :
e O(n) C GL,(R)
e O(n) #0 car I, € O(n)
e Stabilité par produit matriciel :
Soit (A, B) € O(n)?.
(AB)T(AB) = (BTAT)(AB)=B"(ATA)B
= BTI,B=BTBcar Ac O(n)
= I, car B € O(n)
Donc AB € O(n) et O(n) est stable par produit matriciel.
e Stabilité par passage a ’inverse
Soit A € O(n).
On a déja vu que U'inverse de A est AT,

A1) ATt = (A7) AT = AaT
(47) (4°)
= I,

Donc A~! € O(n) et O(n) est stable par passage & I'inverse.

8.8 Déterminant d’une matrice orthogonale

VM € O(n) |det M| =1
En effet on a M7 M = I,, d’otl en prenant le déterminant (det M)? = 1.

Remarque
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I existe des matrices orthogonales de déterminant égal a 1 (I, par exemple) et des matrices
orthogonales de déterminant égal & —1 (Diag(1,...,1,—1) par exemple).

Exemple : déterminant d’une symétrie orthogonale

Soit E/ un espace euclidien de dimension n.

Soit F' un sev de E et s la symétrie orthogonale par rapport a F.
Si F'= F alors s = idg et dets = 1.

Si F' = {0} alors s = —idg et det s = (—1)4mE,

On suppose donc p = dim F' € [1;n — 1].

E=FQFT.

Soit (e1,...,ep) une BON de F et (ep41,...,e,) une BON de F*.
B = (e1,...,e,) est une BON de E.

Matg(s) = (% _IO ) donc :
n—p

I, 0
0 I,
(_1)dim E—dim F

dets = =det () x det (—I,—p) = (—=1)"77

Remarque
Soient n > 2 et M = Diag(2,1/2,1,...,1) € M,(R).
det M = 1 mais M n’est pas une matrice orthogonale.

8.9 Groupe spécial orthogonal

On note SO(n) ou SO, (R) 'ensemble des matrices orthogonales & n lignes et n colonnes de
déterminant égal & 1.
Les propriétés essentielles du groupe spécial orthogonal sont :
e SO(n) C O(n)
e SO(n) #10
e SO(n) est stable par le produit matriciel :
Soit (M, N) € SO(n)?
det (MN) =det (M)det (N) =1x1=1 donc MN € SO(n)
e SO(n) est stable par passage a 'inverse :
Soit M € SO(n).1

det (M 1)

1
— = - = 1 -1 .
det () " 1 donc M~ € SO(n)

8.10 Déterminant d’un automorphisme orthogonal

Ce paragraphe n’est pas mentionné dans le programme.
Soit E un ev euclidien de dimension n € N*.
Vu € O(F) |detu| =1

Démonstration

Soit B une BON de E et M = Matgu.
D’apres?, M € O(n).

D’apres?, |det M| =1

Mais det u = det M donc |detu| =1
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Remarque

Soient E un ev euclidien de dimension n > 2, B une BON de E et u € L(E) tq Matg(u) =
diag(2,1/2,1,...,1).

det u = 1 mais u n’est pas une isométrie vectorielle de F.

8.11 Orientation d’un espace euclidien
8.11.1 Remarque préliminaire

Soit E un espace euclidien de dimension n.
Si By et By sont deux bases orthonormées de E, detp,(B1) qui est égal au déterminant de la
matrice de passage de By a By vaut 1 ou -1.

8.11.2 Orientation d’un espace euclidien

Soit ' un espace euclidien de dimension n.
Concretement, orienter 1'espace E c’est choisir une base orthonormée B de E. On appelle alors
bases orthonormées directes les bases orthonormées C de E telles que detg(C) = 1 et bases
orthonormées indirectes de E les bases C de E telles que detg(C) = —1.
En pratique, une fois orienté FE, on se restreint a ne travailler qu’avec des bases orthonormées
directes.

9 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

9.1 Détermination des matrices orthogonales a deux lignes et deux colonnes

Les matrices de O(2) sont :

. . cos () —sin ()
i les matrices de la forme (sin 0)  cos(6)
(# = 0 donne I, § = 7 donne —1I)

cos(f) sin(6)
sin (f) —cos (0)

), 6 € R (ou [0;27[ ou | — 7;7]).

ii les matrices de la forme (

), 6 € R (ou [0;27] ou | — ;7).

Les matrices de SO(2) sont les matrices de la forme <(S:9S (6) —sin (6)

in () cos(0) )’ 0 € R (ou [0;27[ ou

| = ;7).

Démonstration

Soit M = <Z 2) € 0(2).

Les colonnes de M sont unitaires donc : a? + b? = ¢ +d? = 1.

Donc :

3(01,02) € R? (ou [0;27[? ou [—m; w[% avec en plus unicité) tq {a N C.OS (61) c= C'OS (62)
b=sin(0;1) d=sin(62)

Mais les colonnes de M sont orthogonales donc ac + bd = 0.

Donc : cos (61) cos (62) + sin (61) sin (62) = 0

Donc : cos (61 —02) =0

Donc:91—ngg—2kﬁou91—02=—g—2kw (k € Z)
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e Premier cas : 6y =6, + g(2ﬂ')
M= [cos (1) —sin(6y)
sin (A1)  cos(61)
e Deuxiéme cas : 03 = 0; — —(27)

_ [cos(01) sin(61)
~ \sin(6;) —cos ()

N

Réciproquement :
cos (0) —sin (0) T (cos () —sin(#)\  [cos(#) sin(6)) [cos(0)
VOeR (sin 0)  cos(6) ) <sm 0)  cos (6) ) = (sin (6) cos (9)) <sm ()
_ ( cos? (0) + sin? (9) — cos (0) sin (0) + sin (9) cos (9))
— sin (€) cos (0) + cos (0) sin (0) sin? () + cos? ()
- I
cos (f) sin(0) T (cos (#) sin(6) cos(f)  sin (6) cos (6)
VR (sin (#) —cos (9)) <sin (0) —cos (9)) (sm (0) —cos(0) > (sm( 6)
_ < cos? () + sin? () cos (0) sm — sin (6) cos (9))
sin (0) cos (8) — cos () sin (0) sin? + cos? (0
= I

Déja :
_ J[cos(f) —sin(0) cos(f) sin(0)
0@2) = {(sin (6)  cos () Her U sin (f) — cos (0) I ER
Pour déterminer SO(2), on calcule le déterminant de ces matrices :

VO eR O (6) —sin(6)) _ cos? (0) + sin? () =1

in(f) cos(h)

os(#) sin(f) | _ , _
V8 e R in (0) _COS(H)‘——0052(0)—81112(0)——1
Donc :

so ={ (i) “ani) o ex]
9.2 Commutativité de SO(2)

Le produit matriciel est commutatif dans SO(2) :
V(A,B) € SO(2)? AB = BA

cos () —sin(0) .
sin (#)  cos () '

Plus précisément, si on note Ry = <

V(0,¢) € R? RoR, = Ry,
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Démonstration

V(0,9) € R RyR, = < ?r? C_ozuiohf )
sin (¢) — cos () sin (¢) — sin (#) cos (¢)
)sin (¢)  sin (6) sin (¢) 4 cos (0) cos (¢)

0+¢) —sin(0+ o)
0+ ¢) cos(0+ )

( )—sm

0) —sin( c

0) cos( s

9) (0)
(0

= Roig

On en déduit alors par récurrence :

cos (0) —sin (0) " _ [cos(nB) —sin(nh)
Vo eRVneN ( sin () cos () ) = (sin (n6)  cos (nf) )

De plus Ry étant une matrice orthogonale, son inverse est égale a sa transposée.
Mais RI = R_g donc R,' = R4

On en déduit alors pour n € N :

R,™ = (R;")" = (R_g)" = R_, et finalement :

cos (f) —sin(0) " _ [cos(nB) —sin(nd)
Vo EeRVnEZ (sin (0)  cos () ) N <sin (nf)  cos (nd) )

Soit alors A = Z _ab avec (a,b) € R%.

On suppose (a,b) # (0,0) (sinon A est la matrice nulle dont il n’y a pas grand chose a dire).
On a rencontré dans le cours sur les suites récurrentes le calcul des puissances de cette matrice.

= 0
30 e R tq “ TC_OS() avec r = vVa? +b%> >0
b= rsin(0)

A =1rRy donc :
VneZ A™ = r"R,

9.3 Rotation vectorielle d’un plan euclidien orienté
9.3.1 Définition

Soit ' un plan euclidien orienté.
On appelle rotation vectorielle de E toute isométrie vectorielle de E dont le déterminant est
égal a 1.

9.3.2 Angle d’une rotation vectorielle

Soit F un plan vectoriel orienté.
Soit p une rotation vectorielle de F.
Il existe un réel 0 tel que la matrice de p dans toute base orthonormée directe de E est
_ [cos(f) —sin(0)
97 \sin(8) cos(0)
0 s’appelle 'angle de la rotation vectorielle p.
Il est unique a 27 pres.
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Démonstration

Soit B une BOND de E.

Soit M la matrice de p dans la base B.

B étant orthonormée, M est une matrice orthogonale.

p étant de déterminant 1, M 'est aussi et M € SO(2).

Dong, il existe 8 € R tel que M = Ry.

Soit alors C une autre BOND de E.

Soit P la matrice de passage de B vers C.

B et C sont orthonormées donc P est une matrice orthogonale.

B et C sont directes donc det (P) = detg(C) = 1 et P appartient aussi a SO(2).
Donc il existe ¢ € R tel que P = Ry.

Soit N la matrice de p dans C.

N =P~ 'MP = P~'PM car le produit matriciel est commutatif dans SO(2).
D’ou N = P.

9.3.3 Mesure d’un angle orienté de vecteurs unitaires d’un plan euclidien orienté

Soit E un plan euclidien orienté.
Soit v et v deux vecteurs unitaires de E.
Il existe une et une seule rotation vectorielle de E qui envoie u sur v.
On appelle mesure de 'angle orienté (u,v) 'angle de cette rotation.

Démonstration
e Unicité
Supposons qu'il existe deux rotations vectorielles p; et po telles que p1(u) = p2(u) = v.
p = py ' opy est une rotation vectorielle (SO(2) est stable par produit matriciel et passage
a l'inverse).
De plus p(u) = u donc 1 est valeur propre de p.

sin (#)  cos ()
2cos ()X +1= (X - ei9> (X - e_i9> donc 1= e oul= e,
De toute fagon, § = 0 et p = idg.
Donc p; = p2 et il y a unicité.
o Existence
Soit B une BOND de E.
Soit w un vecteur unitaire orthogonal a w.
detg((u, —w)) = —detp((u, w)) donc, quitte & changer w en —w, on peut supposer que
(u, w) est directe.
Soit (z,y) les coordonnées de v dans la base (u,w).

cos (0) —sin(@)) st X2 _

Mais le polynome caractéristique de la matrice Ry = (

x = cos (0
lv]| =1 donc 22 + y? = 1 et il existe § € R tel que ) (©)
y = sin (0)
Soit p la rotation vectorielle dont la matrice dans la base (u,w) est Rp.

plu) = v

9.3.4 Mesure d’un angle orienté de vecteurs non nuls d’un plan euclidien orienté

Soit E' un plan euclidien orienté.
Soit u et v deux vecteurs non nuls de E.
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On appelle mesure de 'angle orienté (u,v), la mesure de ’angle orienté (u v).

[l ™ [l
9.4 Classification des isométries vectorielles d’un plan euclidien

Soient £ un plan vectoriel euclidien et u une isométrie vectorielle.
det (u) = £1
e Premier cas : det (u) =1
u est une rotation.
Soit B une base orthonormée de E.

Il existe 6 € R tel que la matrice de v dans la base B soit Ry = (:?I? Ez)) ;(S)l;l(é?))

Soit C une autre base orthonormée de F.
Si detp(C) = 1 alors la matrice de u dans la base C est Ry.
Si detp(C) = —1 alors il existe ¢ € R tel que la matrice de passage de B vers C soit
g, _ [ cos (¢) sin(9)
- (—sin (¢) cos (cb))
D’ou Mate(u) = SgRgS(b = S¢RQS¢ = R_y.

En effet :
woerrs, = (0 2D (0 )
_ (cos (0) cos (@) — sin (#) sin (¢) cos (#) sin (¢) + sin (#) cos ((;5))
sin (0) cos (¢) + cos (0) sin (¢) sin (0) sin (¢) — cos (#) cos (@)

cos (0 + ¢) sin(0+ @)
(0+¢) —cos(0+ ¢)

N———

sin (6 + ¢)
—cos (0 + ¢)

os(9+¢)>
sin (6 + ¢)

0.0 <R s = s = (Gl 0l ) (010
_ < 0s (¢) cos (0 + ¢) — sin (¢) sin (0 + ¢) cos (¢)sin (0 + ¢) — sin (¢
sin (¢) cos (6 + ¢) — cos (¢) sin (6 + ¢) cos (¢) cos (6 + ¢) —sin (¢

s (¢
n (¢ )
_ [cos(p—=(0+¢)) sin(0+¢—0) \ _ (cos(=0) sin(0)
sin (¢ — (0 + @) cos(¢d— (0+ ¢)) sin (—6) cos (—6)

)
)
)c
)

L’angle de la rotation u n’est défini qu’'une fois le plan euclidien orienté. Il est changé en
son opposé lorsqu’on change 1’orientation.

e Deuxiéme cas : det (u) = —1
Soit B une base orthonormée de F.

Il existe ¢ € R tel que la matrice de v dans la base B soit Sy = (

cos(¢)  sin(¢)

sin (¢)  —cos(¢) )’
Sq% = I (cf le calcul ci-dessus avec 6 = 0)

Donc u? = idg et u est une symétrie orthogonale.

0=tr(u) =dim (E1(u)) — (2 — dim (E1(v))) = 2dim (Eq(u)) — 2 donc dim (Eq(u)) =1
u est une symétrie orthogonale par rapport & une droite, donc une réflexion en dimension
2.
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10 Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices

symétriques réelles

10.1 Définition des endomorphismes autoadjoints

Soit E un ev euclidien.
On appelle endomorphisme autoadjoint de E tout endomorphisme u de E vérifiant :

V(@,y) € B (u(@)ly) = (z]u(y))

Je cite le programme :

On mentionne la terminologie "endomorphisme symétrique”, tout en lui préférant celle

d”’endomorphisme autoadjoint”

10.2 Exemples d’endomorphismes autoadjoints

e Homothéties
Toute homothétie d’un ev euclidien est autoadjointe.
Eneffet si A€ Ron a:
V(z,y) € E? (Azly) = (z|\y)

e Projections orthogonales
Soient E un ev euclidien et p € L(E).
p’=p

p est un projecteur orthogonal de E <= o
p est autoadjoint

En d’autres termes les projecteurs orthogonaux de E sont les projecteurs autoadjoints.

Ce résultat figure explicitement au programme.

Notons au passage que, contrairement a ce que leur nom pourrait laisser croire, les pro-

jecteurs orthogonaux ne sont pas des automorphismes orthogonaux.

Démonstration
— =
Soit p un projecteur orthogonal de E.
p est un projecteur donc p? =p.
p est un projecteur orthogonal donc F = Ker (p) DIm (p).
Soit (x,y) € E2.
M(zr,zx) € Im (p) x Ker (p) tq x = 7 + xx
I(yr. yx) € Im (p) x Ker (p) tq y = yr + yx
(p(2)ly) = (@ilyr + yx) = (@ilyr) + (x1lyx)
xr € Im (p) et yx € Ker (p) =
(@lp(y)) = (@1 + zxlyr) = (xx|yr) + (xflyz)
yr € Im (p) et zx € Ker (p) =
p est bien autoadjoint.
— =
p2 = p donc p est un projecteur.
Soient zx € Ker (p) et x; € Im (p).
xy € Im (p) donc :
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dx € E tq z1 = p(z)

(zx|zr) = (xx|p(z)) = (p(xK)|x) car p est autoadjoint.
Mais p(zx) = 0 donc (zx|xr) = 0.

Donc Ker (p) L Im (p).

Donc p est un projecteur orthogonal de FE.

Remarque
Soit 4 un endomorphisme autoadjoint de F.
Le méme raisonnement que ci-dessus montre que Ker (u) L Im (u).
On a alors :
dim (Ker (uv) QIm (u)) = dim (Ker (u)) + dim (Im (u)) = dim F par la formule du rang.
Donc E = Ker (u) QIm (u).
Ce résultat ne figure pas au programme.
e Symétries orthogonales
Soient E un ev euclidien et s € L(FE).
s?2 = Idg
s est autoadjointe
En d’autres termes les symétries orthogonales de E sont les symétries autoadjointes.

s est une symétrie orthogonale de F < {

Démonstration

— =
Soit s une symétrie orthogonale de F.
s est une symétrie donc s® = idg.

V(z,y) € E* (s(x)]ly) = (s(s(z))|s(y)) s est une symétrie orthogonale donc s € O(E)
|

= (z[s(y))

s est bien autoadjointe.
=
s? = idp donc s est une symétrie.
Soit = € Ker (s —idg) et y € Ker (s + idg).

(zly) = (s(z)ly) = (x|s(y)) car s est autoadjointe
(z] —y) = —(z[y)
Donc (z|y) = 0.

Donc Ker (s — idg) L Ker (s + idg).
s est bien une symétrie orthogonale.

10.3 Caractérisation des endomorphismes autoadjoints a ’aide de leurs ma-
trices dans les BON

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et u € L(F).
Il y a équivalence entre :

i u est autoadjoint

ii il existe B BON de FE telle que Mat g(u) est symétrique

iii pour toute BON B de E, Mat s(u) est symétrique
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Si on fixe une BON de F, on prouve alors que ’ensemble des endomorphismes autoadjoints de
E est un sev de L(E) isomorphe au sev de M,,(R) constitué des matrices symétriques donc de

n(n+1).

dimension

Cet espace est noté S(F) dans le programme.

Démonstration
o (i) = (iii)
Soit B = (ey,...,e,) une BON de E et M = Matg(u).

eilu(e;))

(i, j) € [Lin] mi; (
(u(e;)|ej) car u est autoadjoint
(

ejlu(e;)) symétrie du produit scalaire

= myg

Donc M € S,(R).

Trivial

Soit M = Matp(u).

Soit € E et X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B.
Soit y € F et Y la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B.

M X est alors la matrice colonne des coordonnées de u(x) dans la base B.
MY est alors la matrice colonne des coordonnées de u(y) dans la base B.
L’expression du produit scalaire en BON donne alors :

(u(@)ly) = (MX)TY = XTMTY = XTMY = XT(MY) = (xfu(y))

u est bien autoadjoint.

10.4 Théoréeme spectral : le cas des endomorphismes autoadjoints

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et u un endomorphisme autoadjoint de FE.
Alors F est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de .
En particulier u est diagonalisable dans une BON ie il existe une BON de E formée de vecteurs
propres de u.

Remarques
e Réciproquement si u € L(FE) est diagonalisable dans une BON alors u est autoadjoint
(une matrice diagonale est symétrique).

e La démonstration du théoreme spectral n’est pas exigible.

e Question de cours Centrale 99
On admet qu’'un endomorphisme symétrique réel possede au moins une valeur propre.
Démontrer qu’il est diagonalisable en BON.

Correction

Soit E un espace euclidien de dimension n € N* et v un endomorphisme autoadjoint de
E.

On a Sp(u) # 0.
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Mg O E\(u)=E.
AESP(u)

On commence par montrer que Z E\(u) = @ Ey(u) est de plus, une somme

AESP(u) AESp(u)
directe orthogonale ie les sous-espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux.

Soient A\ et Ao € Sp(u) avec A; # Ao.
Soient x1 € Ejy, (u) et xa € Ey,(u).

(u(z1)|z2) = (Miz1]a2) = Ai(@1]z2)

= (21|u(x2)) = (z1|A222) = Ao(w1|22)

Donc (A1 — A2)(z1|z2) = 0 avec A\; — A2 # 0 donc (z1]|z2) = 0.

On note ensuite F = @O Ej(u).
AESp(u)

On suppose F*+ # {0}.

F' est stable par u comme somme de sev stables par .

Soit x € F*.

Yy € F (u(x)|y) = (z|u(y)) avec u(y) € F car F est stable par u.
Comme = € F*, (u(x)|y) = 0.

Donc u(x) € F* et F* est stable par w.

, FLt - F+
Soit v

2
W) € (FL)" (u@)ly) = w@)y) = (alu(y)) = (alo(y))
v est autoadjoint.
Mais F+ # {0} donc v a au moins une valeur propre p et un vecteur propre associé x,,.
Onawx, #0et:
u(zy) = v(wy) = pay
Donc p € Sp(u) et z, € E,(u) C F.
Donc z, # 0 et x, € F N FL.

1L
C’est absurde donc F- = {0} et F = (FL> = ({0})L =Fie: @ E)(u=FE
AESP(u)

En prenant une BON de chaque sous-espace propre de u et en les réunissant, on obtient

une BON de FE formée de vecteurs propres de u.

10.5 Théoréme spectral : le cas des matrices symétriques réelles

Soient n € N* et A € M,,(R) une matrice symétrique.
Alors il existe P matrice orthogonale et D diagonale réelle telle que :
A=pPDPT = ppP!

Démonstration

On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

A étant symétrique, u4 ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A, est autoadjoint.
Donc il existe B base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de u 4.

Soit P la matrice de passage de la base canonique de R™ a B.

La formule de changement de BON donne :

A= P x (Matgua qui est diagonale) x PT.
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Remarques
e La réciproque est vraie.
Si A= PDPT avec P € O(n) et D diagonale réelle on a :
AT = (PDPTT = (PTYTDTPT = PDPT = A

e CCP 2019
Soit A € S, (R) telle que A% + A1+ A3+ A2 + A= 0.
Montrer que A = 0.

Correction
A est diagonalisable car symétrique réelle.
. : 2 3 4 5 X (X 0 - 1)
Les valeurs propres de A sont réelles et racines de X + X“+ X°+ X* 4+ X° = 1
donc Sp(A) = {0}.
A est donc semblable & la diagonale nulle et A = 0.
¢ Question posée pendant un exercice de Centrale :

Est-ce que toute matrice symétrique est diagonalisable ?

Correction
On va voir a l'aide d’un contrexemple qu’une matrice symétrique complexe n’est pas
forcément diagonalisable.

a b

On cherche A = = M3 (C) non diagonalisable.

On cherche (a,b,c) pour tr(A) =a+c=0et det A = ac — b* = 0 avec A # 0 (cf cours
sur la réduction des endomorphismes).

a+c=0 c=—a c=—a
<~ —
ac—b*> =0 b = —a? b= *ia
. 1 4
Soit A = (z 1
A€ S(C)et xa=X?—tr(A)X +det(4) = X?
Sp(A) = {0} et A # 0 donc A n’est pas diagonalisable.

En taille n soit B = 61 8 .
X - A 0 _ -2 _ vn
XB—’ 0 X1, s =xa X =X

Sp(B) = {0} et B # 0 donc B n’est pas diagonalisable.

e Mines 2019

1
1. Montrer que (z ! ) n’est pas diagonalisable.

-1
2. Trouver toutes les matrices symétriques de My (C) qui ne sont pas diagonalisables.

Correction

1. xp = X% —tr (M)X +det (M) = X2
0 est valeur propre double et dim (Eo(M)) < 2 (car M # 0) donc M n’est pas
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diagonalisable.
: b
2. Soit A = (Z C) € S,(C).

x4 a deux racines simples ou une racine double.

Si x4 a deux racines simples alors A est diagonalisable.

Si x4 a une racine double A alors A est diagonalisable si, et seulement si, A = A\Is.
Il s’agit donc d’écrire que A a une valeur propre double sans étre diagonale.
xaA=X%2—(a+c)X +ac— b

A= (a+c)?—4dac+4b®* = (a — ¢)? + 4b* = (a — ¢+ 2ib)(a — ¢ — 2ib)

La CNS cherchée est A =0 et b # 0.

11 Endomorphismes autoadjoints positifs

11.1 Définition des endomorphismes autoadjoints positifs

Soit E un espace euclidien.
Soit u un endomorphisme autoadjoint de E.
On dit que u est positif si, et seulement si, pour tout « € E, (u(z)|z) >0
On note ST (FE) I'ensemble des automorphismes autoadjoints positifs de E.

11.1.1 Caractérisation spectrale des endomorphismes autoadjoints positifs

Soit E' un espace euclidien.
Soit 4 un endomorphisme autoadjoint de F.
u € ST(E) < Sp(u) C Ry

Démonstration

= Soit A € Sp(u)
dr € E\ {0} tq u(z) = Az
(u(z)|z) = (\z|z) = A|]|* donc :

_ (u(z)|z) > 0
z]|* > 0

Donc Sp(u) C R;..

<= D’apres le théoreme spectral, il existe B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E
formée de vecteurs propres de u.
Pour tout i € [1;n], soit \; la valeur propre de u associée au vecteur propre e;. Par
hypothese, c’est un réel positif.
Soit x un vecteur de E.
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n
xq,...,2n) tqx = inei
i=1

(u(a)lz) = u<z> zx>
=1 =1

(+(Z)
= (Z ziu(e;) | ineZ)
i=1 i=1
= (Z TiNi€; | ineZ-)
=1

=1 =

n
= Z )\ix? expression du produit scalaire en BON

~

1
> 0 comme somme de nombres positifs

11.2 Définition des endomorphismes autoadjoints définis positifs

Soit ' un espace euclidien.
Soit u un endomorphisme autoadjoint de F.
On dit que u est défini positif si, et seulement si, pour tout = € E'\ {0}, (u(z)|z) >0
On note ST (F) I'ensemble des automorphismes autoadjoints positifs de E.

11.2.1 Caractérisation spectrale des endomorphismes autoadjoints définis positifs

Soit E un espace euclidien.
Soit u un endomorphisme autoadjoint de FE.
ue STH(E) < Sp(u) C RY

Démonstration

= Soit A € Sp(u)
dr € E\ {0} tq u(z) = Az
(u(z)|z) = (\z|z) = A||]|* donc :

_ (u(z)|z) >0
=] >0

Donc Sp(u) C RY.

<= D’apres le théoreéme spectral, il existe B = (ej,...,e,) une base orthonormée de E
formée de vecteurs propres de u.
Pour tout i € [1;n], soit A\; la valeur propre de u associée au vecteur propre e;. Par
hypothese, c’est un réel strictement positif.
Soit x un vecteur nonnnul de E.

z1,...,2p) tqx = inei
i=1
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x est non nul donc il existe iy € [1;n] tel que z;, # 0
(u(x)|z) = (u (Z xi6i> | Zmiei>
i=1 i=1
= (Z ziu(e;) | ZmieZ)
i=1 i=1
= (Z TiNie; | Z%%)
i=1 i=1

n

= Z iz expression du produit scalaire en BON

7

=1
— (it >0)+ Y (ha? 2 0)
2
> 0

12 Matrices symétriques positives

12.1 Définition des matrices symétriques positives

Soit A € S§,,(R) (ie A symétrique réelle).
On dit que A est positive si, et seulement si, pour tout colonne X € M,,1(R), XTAX >0
On note S;7(R) I'ensemble des matrices symétriques réelles positives a n lignes et n colonnes.

12.2 Caractérisation spectrale des matrices symétriques positives

Soit A € S, (R)
A€ SH(R) < Sp(A) C RT

Démonstration
e — Soit A € Sp(4) (A € S,(R) donc Sp(4) C R)
X e R"\ {0} tq AX =)\X
XTAX = XT(AX) = XTX = A X|?
XTAX >0

Donc A = T E—
X[ >0

A est symétrique réelle donc :

3P € O(n) tq A= PDPT avec D = Diag(\1,...,\,) et : Vi € [1;n] A\; >0
€1

Soit X =| : | €R".

Tn

xTax = xT(ppPHX =XTP)D(PTX)
(PTX)TD(PTX)
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n
Onpose Y =PTX =] : | eR™
Yn
A1y
xTAx = YTDY:(y1 yn> :
An¥n
= > (A >0)y}
i=1
> 0

12.3 Définition des matrices symétriques définies positives

Soit A € S§,,(R) (ie A symétrique réelle).

On dit que A est défiinie positive si, et seulement si, pour tout colonne non nulle X € M,, ;(R)\

{0}, XTAX >0

On note §;F7(R) I'ensemble des matrices symétriques réelles définies positives & n lignes et n

colonnes.

12.4 Caractérisation spectrale des matrices symétriques définies positives

Soit A € S, (R)
Ae ST (R) < Sp(A4) C R%

Démonstration
e —> Soit A € Sp(A) (A € S, (R) donc Sp(A) C R)
X e R"\ {0} tq AX =X
XTAX = XT(AX) = AXTX =\ X|?
T
Donc A = w >
1X1* >0

A est symétrique réelle donc :
3P € O(n) tq A= PDPT avec D = Diag(\1,...,\,) et : Vi € [1;n] A\; > 0

€1
Soit X =1 ¢ | e R"\ {0}.
Tn
xXTax = xT(ppPh)X = (XTP)D(PTX)
(PTX)TD(PTX)
n
Onpose Y =PTX =|: | eR"
Yn
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X est non nul et P est inversible donc Y est non nul et il existe ig € [1;n] tel que y;, > 0.

A1
xTAax = YTDy = (y1 yn) :
AnYn
= zn:)\z‘yz?
i=1
= ()‘ioyz‘zg > O) + Xn: (/\1%2 > 0)

%
]
o'

> 0
13 Plus grande et plus petite valeur propre d’une matrice sy-
métrique réelle

Ce qui suit constitue le principe de trés nombreux exercices mais n’est pas explicitement au
programme.

13.1 La situation générale

Soit A une matrice symétrique réelle de valeurs propres A\ < --- < A,.

R® - R
Soit
@ {X — XTAX
Montrer :
M= inf{Q(X) ot IX] = 1)
An = sup{Q(X) ou [|X]| =1}
Démonstration

On se place dans R™ euclidien canonique.
A symétrique = u4 autoadjoint.
Donc il existe B = (e1,...,€,) BON de R™ tq Matp(ua) = Diag(A1, ..., A\n).

T
Soit X =1 1 | e R" tq || X|| =1.
Tn
n
Q(X) = XTAX = Z A; jTiTj = Zam‘l’? + 2 Z Q5 j ;T
1<i,5<n =1 1<i<j<n

On ne voit pas comment encadrer Q(X) avec cette formule.

n
MNyr, .- yn) ER" tq X = Zyiq
i=1
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n
| X =1et (e1,...,€,) est une BON de R™ donc ny =1
i=1

XTAX = XT(AX) = XTuys(X) = (X|ua(X))
= (Z Yi€ilua (Z yi€i> ) = (Z yieil Z yiUA(Ez‘))
i=1 i=1 i=1 i=1
= (Zn: yi€il 2": )‘iyiez)
i=1 i=1

n
= Z N\iy? car (e1,...,€,) est une BON de R™

i=1

> > Ay =) =M
=1 =1
De plus :
Qaler) = (erualer)) = (e1]her) = A1 Jler|* = Ay
Donc :

A1 = min {Q(X) ot || X[| =1} = inf {Q(X) ou [|X|[ =1}
En fait, on peut étre plus précis :

QX)=M <= D Ay=M=MY_u=> My
=1 =1 i=1

Y (A=A >0)(yf >0)=0
=1

Vi€ [Lin] (i = M)y =0

Vie[l;n] ta\i Xy =0

X est combinaison linéaire des €; tq A; = A\q

X e E)\l (A)

X est vecteur propre de A pour la valeur propre Aq
(IX|I =1 donc X # 0)

rreeer 1

On va traiter le cas de A, en utilisant une autre rédaction, purement matricielle cette fois.
A est symétrique réelle donc :
3P € O(n) tq A= PDPT avec D = Diag(\1, ..., \n).
T
Soit X =1 @ | e R™

In

xT'aAx = xT(PDPT)X = (XTP)D(PTX)
= (PTX)TD(PTX)
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Y1
Onpose Y =PTX =] :| R
Yn
Ay
xTax = YTDy = (y1 yn) :
An¥n

n
= 2w
=1
n n
Yoy =D vt
i=1 i=1

IN

Supposons || X|| =1ie XTX = 1.
YTy = (PTX)TPTX = XTPPTX = XTI,X =1
n

donc ny =1
=1
Donc Z:
VX eR" tq | X| =1 XTAX < \,.
0
Soit X = P | - | la derniere colonne de P.

0
1
0
y=pTx —|:
0
1

n—1

XTAX =) Ayl =X 12+ D A0% = A, et | X[| =1 car P € O(n).

i=1 i=1
Donc A\, = max{Q(X) ou || X]|| =1} =sup{Q(X) ou || X| =1}.
Examinons en détail le cas d’égalité.
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Soit X unitaire.

n n

XTAX:)\n <~ Z&yf = An :)\nzyg :ZAnyE
=1 =1 =1

n

S A=A <02 =0)=0
=1

= Vie[Ln] (\i— M)y =0
Vi€ [1;n] tq Ai # A yi =0
0
0
= Y= avec A1 < < Mdca < dncatl = = Ay
Yn—a+1
Yn

<= X = PY est combinaison linéaire des o dernieres colonnes de P
Or les « derniéres colonnes de P forment une base de E), (A) donc :

XTAX =), <= X €E, (A
<= X est vecteur propre de A pour la valeur propre A,
(IX|l = 1 donc X # 0)

Considérons alors X € R™ \ {0}.

est un vecteur unitaire donc :

X
[

X \7T X
= () () =
1 Xl | X 1] "

D’ou :

A1 <
x|

puis :
AP < XTAX < A, )P
Ces inégalités sont triviales pour X = 0 donc :

XTAX <\,

VX e R" A\ | X2 < XTAX <\, || X2

Ces inégalités étant les meilleures possibles.

13.1.1 Quelques exemples d’applications

e X 2015
Soit A € S, (R).
Soient A\ > --- > A, les valeurs propres de A.

Soit V' un vecteur unitaire de R".
Montrer : A, < (AV|V) <\

Il n’y a rien de plus qu’avant, il s’agit simplement de signaler le caracteére tres clas-
sique de cette question.
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e Mines 2016, 2017
Soient A € M, (R) et S = % (A + AT>.

Soit « la plus petite valeur propre de S.
Soit § la plus grande valeur propre de S.

1. Soit A une valeur propre réelle de A.
Montrer que a < X < j.

2.7
3.7

les questions manquantes portaient siirement sur la partie réelle des valeurs propres com-
plexes de A.
Correction

1.
VX e R XTSX = XT(A+AT)X — %(XTAX + XTATX)

T
(XTAX + (x7ATX) ) car XTATX € My(R)

| = N =N =

= ("X + XTAX) = XTAX
Soit alors A une valeur propre réelle de A.
Soit Y € R™\ {0} un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

X = m est un vecteur unitaire propre pour la valeur propre A.

XTAX = XT(AX) = AXTX = \|X|> = \.
Mais d’apres I’étude ci-dessus, a < XTsx < B donc a < X < B.

Passons aux valeurs propres complexes de A.

Nous allons d’abord examiner ’exercice suivant :

X 2016

Soit A € M,,(R).

Soit A = 7 4 id une valeur propre complexe de A ((v,d) € R?).

Montrer qu’il existe deux vecteurs v et w € R™ non tous les deux nuls tels que :
(Avfv) + (Aw|w) = A(Jo]> + Jw]).

Correction

Soit u € C™ un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Soit v sa partie réelle et w sa partie imaginaire.

u est non nul donc v et w ne sont pas tous les deux nuls.
Av+iAw = A(v + iw) = Au = du = (v +i0) (v + iw) = yv — dw + i(yw + 0v)
On en déduit : Av = yv — dw et Aw = yw + dv.

D’otu :
(Av|v) + (Aw|w) = (yv — dw|v) + (yw + dv|w)
= 7ol = 6(wlo) + 7 [Jw]|* + 5 (v]w)
= ([l + llw]*)
Application

Ae A, (R) = Sp(4) CiR
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Algebre linéaire, chapitre 6 2025 - 2026

En effet, dans ce cas :

(Avjv) = (Av)Tv = vT ATy = —vT Av = —(v|Av) = —(Av|v) donc (Av|v) = 0.
De méme (Aw|w) = 0 et v(||v]|* + ||w|/*) = 0 avec v ou w non nul.

On en déduit v = 0 ie A imaginaire pur.

Revenons a l’exercice des Mines.

Comme vu plus haut :

allo* < v"Sv < BJo]* et o |lwl|* < w"Sw < B |w]®

Done a(||ol* + [[w]*) < ([[o|* + [[w]*) < Bllo]l* + [[w]*)

Comme v et w ne sont pas tous les deux nuls, |[v]|* + [|w||* > 0 et :

a<Re(\) <p
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