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Exercice 1 (Mines 2024)

Soit M € M, (R).
Montrer :
M e Ap(R) &= VX € M, 1 (R) XTMX =0

Correction

On suppose M € A,(R).

Soit X € Mml(R).

XTMX € M1(R) donc XTMX est symétrique.

T
XTMX = (XTMX) = XTMTX = XT(~M)X = —~XTMX done XTMX =0

Réciproquement, on suppose :
VX € Mu1(R) XTMX =0
Y(X,Y) e M1 (R0 = (X+Y)'M(X +Y)
= X"TMX +X"MY +Y"MX +YTMY
= (X|MY)+ (Y |MX)
On prend alors pour X le i-eme vecteur de la base canonique de M,, 1 (R) et pour Y le j-éme.
0=m;;+mj;
M est bien antisymétrique.

Exercice 2 (Ens 2024)

Soit n € N*. Soit k € N*. Soit (f1,..., fr) une famille de vecteurs de R" vérifiant : Vx €
R™\{0},3i e {1,...,k}, <z, fi >>0.

1. Donner un exemple de famille de R™ vérifiant cette propriété.

2. Montrer que (f1,..., fx) est une famille génératrice de R™.
Correction
1. On consideére la famille (ej, —eq, ..., ey, —€,) oU (e1,...,ey,) est la base canonique de R™.

Soit x un vecteur non nul de R™.
x est non nul donc une de ses coordonnées est différente de O :
i € Ny, tq (z,e;) #0
Donc (x,e;) ou (z, —e;) est strictement positif.
2. Soit x un vecteur de R™ orthogonal & tous les f;, c’est-a-dire (z, f;) = 0 pour tout
ie{l,...,k}.
x ne peut donc pas étre non nul ie z = 0.
Donc Vect(fi, ..., fr)*t = {0} et Vect(f1,..., fr) = {0}t =R".
(fi,--., fr) est donc une famille génératrice de R™.



Exercice 3 (Ens 2025)

Soient (A, B,C) € M3(R) symétriques.

Pour X et Y € M3(R), on note [X,Y] = XY — Y X le commutateur de X et de Y.
1. Montrer que [[A, B]?,C] = 0.

2. Méme question si on ne suppose pas que les matrices sont symétriques.

Correction
1. [A,B]Y = (AB -~ BA)T = BTAT - ATBT = BA— AB = —[A, B] : |A, B] est antisymé-
trique.
Mais [A, B] € M3(R) donc [A, B] = <0a 8) avec a € R.
—a?> 0
On a alors [A, B]? = 0 —a?) = —a?Iy donc [A, B]? commute avec C.

D’ou [[4, B)?,C] = 0.

2. X[A,B] = X2 —tr ([A, B])X + det ([A, B])
tr ([4, B]) = tr (AB — BA) = tr (AB) — tr (BA) = 0 donc x[4,5 = X2 4 det ([A, B))
Avec Cayley-Hamilton, [A, B]? = —det ([4, B])I> donc [A, B]? commute avec C.
D’ou [[A4, B)?,C] = 0.



