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1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Exercice 1 (Mines 2018)

On effectue des tirages successifs et avec remise dans une urne contenant deux boules rouges et
3 boules noires.
Pour tout i ∈ N∗, Yi = 1 si on tire une boule rouge au iième tirage, 0 sinon.

Pour tout n ∈ N∗, soit Sn =
n∑
i=1

Yi.

1. Montrer que P
(∣∣∣∣Snn − E(Y1)

∣∣∣∣ ≥ a) ≤ V (Y1)
a2n

avec l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Donner n pour que la probabilité que la proportion de boules rouges tirées soit comprise
entre 0, 35 et 0, 45 soit supérieure à 0, 95.

Exercice 2 (CCP 2017)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes B(p) (p ∈]0; 1[).

Pour tout n ∈ N∗, soit Yn = Xn +Xn+1 et Sn =

n∑
i=1

Yi

n
.

1. Quelle est la loi de Yn ?, son espérance ?, sa variance ?
2. Déterminer l’espérance et la variance de Sn.
3. Montrer :
∀ε > 0 lim

n→+∞
P (|Sn − 2p| ≥ ε) = 0

Exercice 3 (Ens 2016)

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes.
On suppose :

• ∀n ∈ N∗ E(Xn) = 0
• ∃M > 0 tq ∀n ∈ N∗ E(X2

n) ≤M
Soit ε > 0.
A-t-on toujours P (|X1 + · · ·+Xn| ≥ nε) −−−−−→

n→+∞
0 ?
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Exercice 4 (Ens 2023)

On considère n points deux à deux distincts du plan (n ≥ 3).
Soit E l’ensemble des parties [[1;n]] de cardinal 2.
On considère une famille (Xe)e∈E de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant
toutes la loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0; 1[.
Si Xe = 1 alors on trace le segment joignant les points d’indice i et j où e = {i; j}.

Soient Tn le nombre de triangles et an = p3
(
n

3

)
.

Montrer que :
∀ε > 0 P

(∣∣∣∣Tnan − 1
∣∣∣∣ > ε

)
−−−−−→
n→+∞

0.

2 Divers
Exercice 5 (X 2023)

1. Montrer :
∀x ∈ R cosh (x) ≤ ex2/2

2. Soit (Xk)k∈N∗ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la
loi uniforme sur {−1; 1}.

Pour tout n ∈ N∗, soit Sn =
n∑
k=1

Xk.

Montrer que pour tout λ ∈ R+, P (|Sn| ≥ λ) ≤ 2 e−λ2/(2n)

Exercice 6 (CCP 2016)

On dit que la suite réelle (un)n∈N∗ vérifie la propriété (?) lorsque pour tous entiers n,m ∈ N∗,
un+m ≤ un + um.

1. Soient α ∈ R∗+ et m ∈ N∗.
Déterminer les variations de la fonction gα,m : x 7→ (x+m)α − xα −mα sur R+.

2. Soit α ∈ R∗+. Pour n ∈ N∗, on pose vn = nα.
Montrer que (vn)n∈N∗ vérifie (?) si et seulement si α ≤ 1.
Dans ce cas, déterminer lim

n→+∞

vn
n
.

3. Dans cette question seulement, on considère une suite (un)n∈N∗ telle que
pour tous m,n ∈ N∗, un+m = un + um.
Montrer que (un)n∈N∗ est une suite arithmétique et déterminer lim

n→+∞

un
n
.

4. Soit une suite (un)n∈N∗ vérifiant (?) et à valeurs dans R+. Soit ε > 0.
(a) Montrer que pour tous p, q ∈ N∗, upq ≤ puq.

(b) Montrer l’existence de m = inf
{
uk
k

; k ∈ N∗
}
, puis de q ∈ N∗ tel que uq

q
≤ m+ ε

2.

(c) Soit r ∈ [[0; q − 1]].
Montrer que pour tout p ∈ N∗, m ≤ upq+r

pq + r
≤ m+ ε

2 + ur
pq + r

(d) Montrer que un
n
−−−−−→
n→+∞

m.
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5. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles discrètes indépendantes et identiquement
distribuées.
Pour n ∈ N∗, on pose Xn = X1 + · · ·+Xn

n
.

Soit x ∈ R∗+.
Montrer que P (Xn+m ≥ x) ≥ P (Xn ≥ x)P (Xm ≥ x) pour tous n,m ∈ N∗.
En déduire que la suite

(
(P (Xn ≥ x))1/n

)
converge.

3


