TD 2025-2026
Analyse 2
Chapitre 4
Fonctions de plusieurs variables : calcul différentiel

941

1 Algebre linéaire, algébre bilinéaire et topologie
Exercice 1 (X 2021)

Soit (a, 8,7) €]0; 1%,
Soient (apn)neN, (bn)nen €t (cn)nen vérifiant :
Unt1 = Yan + aby + Bep
Vn €N ¢ b,y1 = aay, + Bb, + ey
Cnt+1 = Bap + Ybp + acy
Que dire du comportement asymptotique de chacune des suites ?

Correction
7 oa B
Soit A=|a [ ~
v a
an,
Pour tout n € N, soit X,, = | b,
Cn

Pour tout n € N, X,,41 = AX,, donc :

vYneNX, =A"X

A est symétrique réelle, 'examinateur a reproché au candidat de ne pas ’avoir vu rapidement.

On en déduit que A est diagonalisable.

La somme des coefficients vaut « + 8 + v sur chaque ligne donc a + 3 + v est valeur propre de
1

A avec comme vecteur propre associé | 1
1

o+ B+ est aussi la trace de A donc les deux valeurs propres de A qui nous manquent sont de
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la forme A\ et —\ avec A € Ry.

v oa B
“N(a+B+7) = det(A)=|a B 7~
B«
a+fB+y a B
= |la+B+y B v
a+pB+v v «
1 a B
= (@+B+11 B v
1 v «
1 « I5;
= (@+B+7)|0 B-a y-8
0 y—a a—¢
= —(a+8+7) (- ay-By+aB+a?+ B2 - 208)

On en déduit, apres simplification par a + 5+ v > 0 :
1
M=o+ +92—af—ay=By=5((a=B)+(a=7)"+ (-7

Dans la matrice initiale, «, 5 et v ne jouent pas le méme réle mais dans cette formule si.

Soit / [0;1 = R
oi
(v,y,2) = 2?2+ 92+ 22 — 2y — 22 — y2

f est continue sur [0;1]® qui est fermé et borné donc f posséde un minimum et un maximum.
Le minimum est facile a déterminer :

V(z,y,2) € R f(x,y,2) = % ((x —y) 2+ (y — 2)? + (2 — 2)?) > 0 avec égalité pour x =y = z.
Le maximum est plus difficile & déterminer :

L’expression % (x —y)* + (y — 2)? + (2 — 2)?) fait jouer le méme rdle & z, y et z donc on peut

supposer 0 < x <y<z<1

1
Jay2) <5 (P +A-y+1) =y —y+1

N2 3 13
(y 2) 1=17 1
avec égalité si, et seulement si deux des trois nombres sont égaux a 0 et le troisieme a 1 ou deux
des trois nombres sont égaux a 1 et le troisieme a 0.

On peut également utiliser la théorie des fonctions de plusieurs variables :
Le maximum de f est atteint en un point ot Vf est nul situé a l'intérieur ou sur la frontiere.
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Vilx,y,z) =2 —y— 2,2y —x — 2,22 —x —y) donc :

20 —y—2=0
Vf(z,y,2) =(0,0,0) <= (2y—a—2=0
22—x—y=0
20 —y—2=0
= 2y—x—2=0 L3+ Lz3+L;+ Lo
0=0

2 —y—z=0

< {$ y—= LQ%LQ—Ll
r=Yy

— T=Y==z

f(x,z,2) = 0 donc le maximum de f est atteint sur le bord : une des trois variables vaut 0 ou

1.

Compte tenu de la symétrie des roles, on peut supposer z = 0 ou 1.

Mais f(z,y,2z) = f(1 — 2,1 —y,1 — z) donc on peut supposer z = 0.

[0;1)2 = R

(z,y) = 2% +y* —ay

V(z,y) € [0;1]* Vg(z,y) = (20 — y,2y — x)

Vg ne s’annule qu’en (0,0) qui est sur le bord.

Donc le maximum de g est atteint sur le bord iex =0ouxz=1ouy=0ouy=1.

Siz =0, alors g(z,y) = ¢g(0,y) croit de 0 a 1.

Siz=1alors g(1,y) = y?> —y + 1 a été étudié précédemment.

g(z,y) = g(y,z) donc il est inutile de traiter les deux cas restants.

Le maximum de g est 1.

Le maximum de f est 1, atteint sur le bord.

Par conséquent, +v/a2 + 32 ++2 —af —ay — By €] — 1;1[.
1/V/3 7 2

A=PDPT avec P=[1/v/3 ? ?| €0(3)et D=Diag(a+ 8+, —N\).

1/V/3 7 2

On sait que pour une matrice diagonalisable :
(A™),en converge si, et seulement si,le spectre de A est contenu dans D(0;1) U {1}.
Ici o+ B+ v €]0; 3] et on ne peut rien dire de plus.

Sia+p+v<1alors A" e 0 : les trois suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen convergent vers
n oo

Il faut donc chercher le maximum de g {

L (100 1/vV3 1/V3 1/V3
Si a4+~ =1alors A ——— PDiag(1,0,0)PT = —|[1 0 0 ? ? ? | =
e V31 0 0) \ 2 ? ?

1 1 1
1
-1 11

1 1 1

b
Les trois suites (an)nen, (bn)nen €t (¢p)nen convergent vers W.
1
Si a4+ >1alors on pose B=————A. C’est une matrice du méme type que A mais
a+ B+

cette fois la somme des parametres vaut 1.
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Si ag + by + ¢g > 0, les trois suite
Si ag + by + ¢o < 0, les trois suite
Reste le cas ou ag + by + ¢9 = 0.
Si on revient a I’énoncé, on voit que apy1 + bnt1 + cpy1 = an + by + ¢, donc :
VneNa, +b, +¢, =0

On en déduit :

1 1 1
1 1
Donc n -1 1 1
(a+B+7)" n—+foo 3 1 1 1
S (an)nen, (bn)nen et (¢n)nen divergent vers +oo.
s (an) bn)nen et (¢n)nen divergent vers —oo.

1/V3 1/v/3 1/V3
?

X, = A"X,=PDNPTX,=pPD"| ? 7 | X,
? ? ?
(a+p+y)" 0 0 0
- P 0 A" 0 ?
0 0 (—=1)"A") \?
0
= P 7 x AP
7 x (=1)"A"

Donc les trois suites (ap)nen, (bn)nen et (¢n)nen convergent vers 0.

Exercice 2 (X 2021)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
{(:c, y,2) € (R")? tq (z,y,z) est liée} est-elle une partie fermée de (R™)*?
L’examinateur a demandé de traiter les cas n = 3, n = 2 et n = 4 avant de passer au cas général.

Correction
e Cas n = 3.

{(:U,y,z) € (Rg’)3 tq (z,y, 2) est liée} = {(a:,y,z) € (R3)3 tq detcan(z,y,2) = 0}.
detcan est une application continue de (R3)3 dans R donc {(x, y,2) € (]R?’)3 tq (z,y, 2) est liée}

est une partie fermée de (R3)3.
e Cas n=2.
{(m,y,z) € (Rz)3 tq (z,y, 2) est liée} = (R2)3 donc {(az,y,z) € (R2)3 tq (z,y, 2) est liée}

est une partie fermée de (R2)3

e Cas n=4.
Cette question n’est pas dans l'esprit du programme et de ce fait difficile a traiter avec
les outils du programme.
Si la famille (z,v, z) est liée alors pour tout ¢ € R?*, la famille (x,v, z,t) est liée.
Si la famille (z,y, z) est libre alors d’apres le théoréeme de la base incomplete, il existe
t € R* tel que la famille (z,y, z,t) soit libre.
Donc :

(r,y,2) lide <= Vte R* (x,y, 2,t) liée
— VteR? det(z,y,2,t) =0
Can
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3 3
Donc {(m,y, z) € (R4) tq (x,y, z) est liée} = ﬂ {(aj,y,z) S (R4> tq get(az,y,z,t) = O}

teR4
est une intersection de fermés donc un fermé.

e Cas général
{(377,%2’) € (R")‘3 tq (z,y, z) est liée} =

N

(tlv“at’ﬂ*:ﬁ)e(Rn)
est une intersection de fermés donc un fermé.

Remarque
La méthode précédente s’applique si on remplace R™ par C”.
Dans R”, une méthode completement différente est possible.

On munit R™ du produit scalaire canonique et on considere la matrice M =

V(a,b,c)ER?’ (a b c)M Z
aler | 2) + bz | ) + ez | 2
= (a b C) aly|x)+by|y) +ely|z) | =(a b ¢
a(z | z) +b(z | y) +c(z | 2)

laz + by + cz||?

Supposons (z,y, z) libre.

a

b | € Ker (M).

c

On a |laz + by + cz||* = 0 donc az + by + ¢z = 0.

(z,vy, z) est libre donc (a,b,c) = (0,0,0).

Ker (M) est réduit a la colonne nulle donc M est inversible.
Supposons (z,y, z) liée.

11 existe (a, b, c) # (0,0,0) tel que ax + by + cz = 0.

Soit

a (x| ax + by + cz) 0
Mlbl=|W|lar+by+cz)| =
c (z | ax + by + c2) 0

M n’est pas inversible.
On a donc :

(z,y,2) lide <= |(

(R")? =R
et la fonction (z]z) (z]y) (z]2)
(z,9.2) = |(y2) ]y (v]2)
(zlz) (2]y) (2]2)

{(az,y,z) e (R”)3 tq det(x,y, z,t1,...,th—3) =
nes Can

(zlz) (zly) (z]2)
(lz) Wly) (Wl2)
(z]z) (2]y) (2]2)

(x| ax + by + cz)
(y | ax + by + c2)
(2 | ax + by + c2)

a(xz | ax + by +cz) +b(y | ax + by + cz) + ¢(z | ax + by + cz) = (ax + by + cz | ax + by + cz)

0 | donc le noyau de M contient une colonne non nulle et

est continue.
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2 Points intérieurs et ouverts

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soient U un ouvert non vide de E et a un élément de E.

1.
2.

Montrer que a + U = {a + x,x € U} est un ouvert de E.

Soit A une partie non vide de FE.
Montrer que A+ U ={a+z, (a,x) € A x U} est un ouvert de E.

. Donner un exemple ou A + B est un ouvert de £ mais ou ni A ni B ne sont des ouverts

de FE.

Correction
On munit £ d’une norme notée ||.|.

1.

2.

3.

Soit b € a+ U : il existe xg € U tel que b = a + zg.

xo € U ouvert de E donc il existe 7 > 0 tel que B(zg,r) C U.

On va montrer : B(b,r) Ca+U.

Soit ¢ € B(b, ).

Onposex=c—a€E.

|z — zo]| = |lc — a — zo|| = ||c — b]| < r donc x € B(zg,r) CU et z € U.
On en déduit c=z+a€ca+U.

A+U = U (a + U) est une réunion d’ouverts. C’est donc un ouvert.
acA
A=Ry,B=R_,A+B=R.

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle.

1.

2.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que 0 est point intérieur a F'.
Montrer que F' = E.

Soit G un sous-espace vectoriel de E.
Que peut-on dire de l'intérieur de G 7

Correction

1.

On munit £ d’une norme notée ||.|.
Ir >0 tq B(O,r,|.|]) C F

Soit (e1,...,e,) une base de E.

sei € Bl C F

2
Donc e; = fgei el
T
Donc E = Vect(ey,...,e,) C F

. Si G = FE alors l'intérieur de G est égal a E.

On suppose désormais que G est strictement contenu dans F.
Soit & un point intérieur a G.

En particulier x € G.

Ir > 0 tq B(z,r|.|]) G

Soit y € B(0,r, ||.||)

Soit z =z 4y
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|z — | = |ly|| <r donc z € B(x,r,|.]]) CGet z€ G
Douiy=(z€G)—(z€G)eqG

Donc B(0,r, ||.||) C G et 0 est point intérieur a G.
D’ou G = E : absurde.

Donc l'intérieur de G est vide.

3 Dérivées partielles, fonctions de classe C'...

Exercice 5 (Banque CCP MP)

Ty

1. Démontrer que f est continue sur R2.

On pose : V (z,y) € R2\ {(0,0)}, f (z,y) = et £(0,0)=0.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C! sur R?? Justifier.

Correction

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R?\ {(0,0)}.

On considére la norme euclidienne sur R? définie par V (z,) € R?, [|(z,y)|]2 = V22 + 2.
OnaV(z,y) € R? |z| < |[(z,9)]l2 et |yl < [|(z,9)l|2-

On en déduit que ¥ (z,y) € R*\ {(0,0)}, | f(z,y) — £(0,0)| =
(@, yllz —

(z,y)—(0,0)
On en déduit que f est continue en (0,0).

2yl (@ )l)?
Mol S @l

Ainsi f est continue sur R2.

2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées
partielles en tout point de I'ouvert R?\ {(0,0)}.
En (0,0) :

1
%in% n (f(t,0) — £(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport a
e
of

sa premiere variable et 8—(0, 0) =0.
x

1
De méme, }ir% n (f(0,t) — f(0,0)) =0 . Donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par
ﬁ.
of

rapport a sa seconde variable et —(0,0) = 0.

Ay
3. D’apres le cours, f est de classe C! sur R? si et seulement si 6—f et 8—f existent et sont
x Y

continues sur R2.

2 of y?
Or, V(z,y) € R\ {(0,0)}, ?(z’y) SHN
T (xQ +y2>2
1
On remarque que Vz > 0, %(:ﬁ’;p) = ﬁ
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. Of 1 of
Donc, xlgé{r%(x,a:)— 2\/57& ax(0,0).

0
On en déduit que 8f n’est pas continue en (0, 0).
x

Donc f n’est pas de classe C! sur R2.

Exercice 6 (Bangque CCP MP)

Soit o € R.
y* .

On considere I'application définie sur R? par f(z,y) = { 22 + 42 — a2y st (@,y) 7 (0,0)
o si (z,y) = (0,0).

1
1. Prouver que : V(x,y) € R?, 22 +¢y% — 2y > 5(3;2 +12).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

(a) Justifier existence de gf et gf sur R?\ {(0,0)} et les calculer.

£ Y
. . of of

(b) Justifier I'existence de 8—(0,0) et 6—(0,0) et donner leur valeur.
€ Y

(c) f est-elle de classe C' sur R??

Correction
1 1 1
1. Soit (z,y) € R%. 2% +y? —xy — 5(902 +y?) = 5(:02 +y? - 2xy) = 3 (z—y)* > 0.

Donc 2% +y? — a2y > %(mz +9?).
2. (a) Soit (z,y) € R
Doaprés 1., 22 +3?2 —2y=0<= 22+ =0 <=2 =y = 0.
Ainsi, f est définie sur R2.
(b) D’apres les théoremes généraux, f est continue sur R? \ {(0,0)}.
2y4 2($2 4 y2)2
224y S g2 g2

D’apres 1., pour (z,y) # (0,0), 0 < f(z,y) <

Ainsi, 0 < f(z,y) <2(2®+¢%) — 0.
(z,y)—(0,0)
Or : f est continue en (0,0) < f(z,y) —  f(0,0) = a.
(z,9)—(0,0)
Donc : f est continue en (0,0) <= o = 0.

Conclusion : f est continue sur R? <= a = 0.

3. (a) D’apres les théorémes généraux, f est de classe C! sur R?\ {(0,0)}.

of —y* 2z —y) ot of 2y — 3wyt + da?y?

R?2 = = =
V(a:,y) € \{(030)}7 al‘(l'vy) ($2+y2 —l'y)2 ay(x’y) ($2+y2 _xy)g
(b) Pour tout z # 0, 0 =0 - 0, donc B (0,0) existe et o (0,0) = 0.
Pour tout y # 0, f(O,y?i : (f)(O, 0) =y ﬁ) 0, donc Z?J;(O, 0) existe et 2‘5(0,0) =0.
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of . 9of

(c) Pour montrer que f est de classe C' sur R?, montrons que 7z et == sont continues

Ay
sur R2.
Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0, 0).

V(z,y) € R?\ {(0,0)}, on note 7 = /22 + y2. On a alors || < ret |y| <7
De plus, (z,y) — (0,0) <= r — 0.

D’apres 1. et I'inégalité triangulaire,

af 8f yy4(2x—y)y r(2r +7)
or _or <4 ~12 .
8f Gf ‘ |2y — 3ay* + 4x2y3\ 2r5 + 315 4 49
- ==(0,0 4 <4 = 36r — 0.
ay( ') dy (0,0) (2 +y?)? ré "o
Donc of et ot sont continues en (0,0) et par suite sur R2.
or Oy

Ainsi, f est de classe C' sur R2.

Exercice 7 (Bangque CCP MP)

22 — g2

On considere I'application définie sur R? par f(z,y) = { Y 2 + 92
0

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Montrer que f est de classe C! sur R?.

Correction

1. (2,y) = 22 +y% et (z,y) — zy(z? —y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (z,y) — 2% +1>
ne s’annule pas sur R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R?\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :
On a, en utilisant ab < # < a® + b? et I'inégalité triangulaire, |f(x,y) — f(0,0)| =

\w2+ <lallyl < Iy
Donc f est continue en (0,0).

2. f est de classe C! sur R? si et seulement si gf et f existent sur R? et sont continues sur

R2
f admet des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont continues sur R?\{(0,0)}.
9 A LAz — b D 5 Ap3y2 — oot
De plus, ¥(z, ) € B—{(0,0)}, 52 (a,y) = "L ERY 0 o 9 ) - DZSTV S sy

(22 +y?%)? dy (22 +y?%)?

Existence des dérivées partielles en (0,0) :
Vo € R*, W =0, donc lim £@0=/(00) ) (0 9 —0; donc 2 = L(0,0) existe et f(O 0) =0.
0

_>
De méme, Vy € R*, w =0, donc &136 w = 0; donc %(0,0) existe et
Lo.0=0

Contlnulte des dérivées partielles en (0,0) :
En passant en polaires, on montre : V (z,y) € Rz\{(O 0)},
of 6] (=, »)|° of 6 (z, y)II°
)| < S = ol et |5 @) < = 6z )]l
Ox (@, y)[1* Ay (@, y)[1*
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' of —0= 9 ' of —0= 9
Donc (x,yl)lir%o,o) ox(r,y) = 0= 52(0,0) et (m,yl)lgto,o) gy (@,y) =0=5(0,0).
Donc % et % sont continues en (0,0).

Conclusion : % et % existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C! sur R2.

Exercice 8 (Centrale 99)

On définit la fonction de deux variables sur R2 :

f(z,y) = 2°sin (y) pour (z,y) € R* x R
x

—_

. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R?.

[\

. f admet-elle des dérivées partielles sur R? ?
. f est-elle C! sur R??

0% f
0xdy

w

0% f
0yox

4. Calculer (0,0) et (0,0).

Correction

1. On note U = R* x R.
Ny - R? - R . .
U est 'image réciproque de R*, ouvert de R, par polynoémiale donc conti-
(z,y) —
nue.

On en déduit que U est un ouvert de R.

U—-R
y  est C*° sur U car rationnelle.

La fonction
($,y) = 5

U—R

sin étant C*° sur R, la fonction y> est C*° sur U.

(z,y) + sin (ac
D’ou f C*® sur U.

Soit (z9,y0) € {0} x R.

flz,y) ——0.
(z,y)—(x0,y0)

(zy)eU
U—R
En effet : 22 ———— 0 et (Y est bornée sur U.
(z,y)—=(zo,y0) (z,y) — sin <>
(zy)eU x

On pose donc :

’VyERf(O,y) :0‘

(et c’est la seule fagcon de faire pour avoir f continue sur R?)

f(z,y) ———— 0= f(x0,%0) et f(z,y) =0 ————— 0= f(w0,y0)-
(@,y)—(x0,y0) (z,y)—(z0,y0)
(z,y)€U (z,y)e{0} xR

Donc f est continue en (xg,yo)-
D’ou f continue sur R2.

2. f étant C* sur U, elle a des dérivées de tout ordre en tout point de U.
Soit (xg,y0) € {0} x R.
Vy € R f(zo,y) = f(0,y) =0

10
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Cette fonction est dérivable en y = yg de dérivée 0.
Donc 02 £(0,yp) existe et vaut 0.

x?sin (2 ) -0
Vz € R\ {zo} f(%yoi : £§$07y0) = x(—x()) = xsin <y) — 0

Donc 01 £(0,yo) existe et vaut 0.
Donc les fonctions 91 f et ds f sont définies sur R2.

3. festClsurU.

V(z,y) €U O1f(w,y) = 2zxsin <y> +a x <_j2) o8 (i)

x
Soit yg € R*.

= (5] v ()
= 2xsin| =) —ycos| =
T x
Y

2z sin <> —— 0 mais y cos (y) n’a pas de limite.
T/ (zy)—(0y0) z
x#0
Donc 0 f n’est pas continue en (0, yo).
Déja f n’est pas C! sur R2.
On peut tout de méme aller plus loin :

Siyo = 0, alors 01 f(z,y) —— 0 = 01f(0,0) et O1f(xr,y) —— 0 =
(z,y)—(x0,y0) (z:y)—=(z0,y0)
(I,y)GU =0
1 f(0,0).

Donc 04 f est continue en (0,0).

V(z,y) € U O2f(x,y) = x cos <Z>

En raisonnant comme pour f, on peut en déduire que Jsf est continue sur RZ.
Le plus grand ouvert sur lequel f est C! est U.

4. Y(z,y) € U 02 f(x,0) = x cos <0> = z valable également si x = 0.
x

82
Donc &Eafy(o’ 0) =1 (et existe bien sir).
Vy € RO f(0,y) =0
0*f
D 0,0)=0
onc ayam( Y )
Il n’y a pas de contradiction car f n’est pas C? au voisinage de 0 (elle n’y est méme pas
ch.

Exercice 9 (Centrale 2017, Mines 2023)

Soit f de R? dans R de classe C' et a € R.

On dit que f est a-positive homogene si, et seulement si :
VYA > 0VY(z,y,2) € RS f(Az, Ay, \2) = \¥f (2,9, 2)
Montrer que cela équivaut a :

of af af
3 —_— p—
V(z,y,2) e R® x g (r,y,2)+y By (z,y) + Z@z (x,y,2) = a f(x,y,2)

Correction
On suppose que f est a-positive homogene.

11
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VA > 0V(z,y,2) € R® f(Az, Ay, \2) = \¥f(z,y, 2)

On fixe z, y et z et on dérive par rapport a A :

VYA € R: V(z,y,2) € R? 201 f(Ax, Ay, Az)+y Do f (Aw, Ay, Az)+2 O3 f(Ax, Ay, Az) = aX*"! f(z,y, 2)
Il ne reste plus qu’a évaluer en A = 1.

Réciproquement, on suppose :

% ER?) T +z2—(x _—Oéfl'
(l’,y,Z) € 9x($7yaz) ) 9y( ayaz) Zaz( ,y,Z) ( ,y,z)

On fixe z, y et z.
Soit g : A= f(Ax, Ay, Az).
gest Cl et
«
VA€ RY g'(t) = 201 f (e, Ay, A2) + 9 0o (A, Ay, A2) + 2 B f (A, Ay, A2) = S g(0)
La résolution de ’équation différentielle est triviale et :
IC e Rtq VA € R g(A) = C A
A=1donne C = f(z,y,2z) et on a:
VA e RL f(Ax, Ay, Az) = g(\) = f(z,y,2) \*

4 Equations aux dérivées partielles

Exercice 10 (Centrale 2014)

v wn) o S () =22~ ) flo) )

R? — R?
Soit <I>{ 9 )
(T, y) = (w,v) = (2" +y*,z+y)

1. Montrer que Q = {(z,y) € R?tqz > y} et A = {(u,v) € R tqv? < 2u} sont des
ouverts de R2.

2. Montrer que @ réalise une bijection de €2 sur A.
Montrer que ® et sa bijection réciproque sont de classe C!.

3. On définit g telle que f = go ®.
Si f vérifie (1), trouver I’équation aux dérivées partielles vérifiée par g.

4. Résoudre cette équation aux dérivées partielles.

5. En déduire I'ensemble des solutions de (1).

Correction
, R? > R , ,
1. La fonction F est continue car polynomiale.
(,y) =z —y
Donc 2 = {(x,y) € R? tq F(z,y) > 0} est un ouvert de R.

R? — R

(u,v) = 2u —v
Donc A = {(u,v) € R? tq G(u,v) > 0} est un ouvert de R2.

Il est recommandé de faire deux dessins pour représenter ces deux parties.

est continue car polynomiale.

La fonction G { 5

12
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2. (x+y)?—2(@?+9?) = —(v — ) donc ®(Q2) C A.
Réciproquement, soit (u,v) €
x? + y2 =u

O(x,y) = (u,v) <= {x+y:v

{(x+y)2—2xy:u

r+y=v
_ﬂ—u
— {7
rt+y=v

2 _
dont le discriminant est :

On consideére alors le polynome P(X) = X2 —v X + v

A=v2-20—u)=2u—v%>0.
Compte tenu de z > y, (u,v) a un antécédent et un seul dans €2 défini par :

v+ V2u —o? ot v —V2u—v?
_f - .

Au vu des expressions le caractére C' de ® et de sa bijection réciproque est immédiat.

3. En fait, il s’agit de poser g = f o ®~1.

V(z,y) €Q f(z,y) = g@*+y*z+y)

V(x,y)eﬂgf;(%y) = 21‘23(932+y279:+y)+g‘Z(w2+y2,w+y)
V(x,y)eflg‘;;(x,y) = Qy%(mﬂ+y2,x+y)+%(x2+y2,x+y)
V(ﬂﬁ,y)Eng{(%y)x%(w,y) = (y*ﬂf)%(w2+y27x+y)
f solution de (1) sur @ <= V(z,y) € Q (y — ) gi(gﬂ +y% x+y) =2 —2?) f(x,y)
= V(fv,y)69@0@(%@/)=2($+y)90<1>(:6,y)

ov
V(u,v) € A %(u,v) =2vg(u,v)
v

T € CHRE,R) tq Y(u,v) € A g(u,v) = p(u) e
J € CH(RY,R) tq V(z,9) € Q f(x,y) = p(a* +y7) )

[

Exercice 11 (Centrale 2017)
af

Résoudre % —xy a—y =0.

Indication :
On posera (u,v) = (x,ye$2/2>.

Correction
R2 — R?

Soit @
° (z,y) — (u,v) = (x,ye$2/2>

13
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® est de classe C1 sur R2.
Soit (u,v) € R2.

O(x,y) = (u,v) <— {

Donc ® est une bijection de R? sur R?

ch.

Soit f € CY(R?,R).

On pose g = fo ® 1.

On a alors g € CY(R%R) et f = go ®.
On a donc :

V(z,y) € R? f(z,y)

d
afi(w, Y)

g‘g(%y)

0 0

On en déduit :

r=u
yexz/2 =
r=u
ye“2/2 =0
r=u
y:ve*“2/2

- R? — R?
’ (,0) > (2,9) = (w,ve™/?)

g (zye”?)

@(x xz/z)Jr x2/2@( x2/2)
94 Y€ Ty e 5 T,ye
ex2/22i (x,yexzﬂ)

99

o (% yexz/Q)

est de classe

f solution sur R? <= V(z,y) € R? gi (x,y) — xyg‘;;(x,y) =0
2 g
— VY(z,y) eR Pu o®(x,y) =0
— V(u,v) € R? gg(u,v) =0 car ®(R?) = R?
u
— F cC'(R,R) tq ¥(u,v) € R? g(u,v) = ¥(v)
— I eCYR,R) tq ¥(x,y) € R? f(z,9) = ¢ (ye/?)
Exercice 12 (Centrale 2014)
L . : *f 0 . ) .
On considere ’équation aux dérivées partielles 902 4 ke 0, 'inconnue étant une fonction
Yy x

f de R? dans R de classe C2.

1. On effectue le changement de variables : (u,v) = (z +2y,x — 2y) :

14
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2 2
e Montrer que ® {R R est une bijection, de classe C2
(:E,y) = (U,U) = ($+2y,l’ - 2y)
ainsi que sa bijection réciproque.
e Montrer qu’il existe une fonction g telle que g(u,v) = f(z,y) ie go ® = f et former
I’équation aux dérivées partielles vérifiée par g.
e Résoudre.

2. Existe-t-il une solution telle que :

of

* VyERa (0,y)=0
* VazeRg‘g};(x,O) =0
Correction

R? — R2
1. e On trouve sans probléeme ®—!

( ) . (u +v u— v)
u, v

’ 2 7 4

Le caractére C2 de ® et de &1 est clair.

e 11 suffit de poser g = f o &1,

V(z,y) €R? f(z,y) = glz+2y,2—2y)

of _ 9 99
ax(:v,y) = au(x—l—Zy,;r 2y)+av(3:—|—2y,3: 29)
82 82 2
8335( VY) = a—u‘g(a:+2y,af—2y)+ gu(x+2y,x—2y)
0%g 0%g
2 -2 — 2 -2
toupp & T 2U e —2y) + 5o (2 + 2,2 - 2y)
0%g 0%g
= 5 2(31:—|—2y,317—2y)—|—2a 5 (x+2y,x—2y)
02
+ag(x+2y,x—2y)
0 0 0
8‘;(33,7;) = a—g(x+2y, 2y)—26—i(aj+2y,x—2y)
*f d%g
Tyz(:v,y) = ( 2(z+2y,2-2y) =255 (¢ +2y,x —2y)
2
( x+2y,x—2y)—22g(w+2y,w—2y)>
_ %% oy g 0% _
= aQ(x—i-Zy,a: 2y) 8aa(a:+2y,a: 2y)
82
+48—v‘;}($+2y,x—2y)
o*f O*f d%g
87112@772/)_4@(%3/) = _168u8v($+2y’$_2y)
. Of *f d%g
16@*4@—7168,“8@0@

15
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On en déduit :

0%g
. 2 _
f solution <= V(u,v) €R Dudu (u,v) =0
— 3b € C}HR,R) tq V(u,v) € R? %(u, v) = b1(v)
< 3J(a,b) € CHR,R)? tq Y(u,v) € R? g(u,v) = a(u) + b(v)

< 3(a,b) € C'(R,R)* tq V(z,y) € R? f(z,y) = a(x + 2y) + b(z — 2y)

2. On conserve les notations précédentes.

of

V(@,y) €R* Z(z,y) = d(z+2y) + V(2 —2y)
gjyc(x,y) = 2d(x+2y) -2V (x—2y)
weR 0.y = d@y) +i(-2y)
of

Ve R a—y(m,()) = 2 (d(x) =V (2))

On en déduit :

Vy € R a/(2 '(-2y) =0
f vérifie les conditions <= Y @(2y) + a'(=2y)
a—b=Cte
b=a+Cte
<— f(z,y) =alx +2y)+ a(z — 2y) + Cte avec a paire

{a’ est une fonction impaire

Remarque

Si a est paire, il est facile de montrer que a’ est impaire.
Réciproquement, si a’est impaire : Vo € R — d/(—z) = d/(2)
En intégrant : 3C € R tq Vo € R a(—z) = a(z) + C

Evalué en 0, cela donne C = 0.

5 Extrema

Exercice 13 (Centrale 2012)

Soit f : (z,y) = (¢ —y)(32° — y).
1. Si D est une droite passant par (0,0), montrer que f restreinte & D posséde un minimum
local en (0,0).

2. Montrer que f ne posséde pas de minimum local en (0, 0).
Correction

1. e Premiercas: D:x=0
Yy e R f(0,y) =y*> > 0= f(0,0)

f restreinte a D présente un minimum local (et aussi un minimum global) en (0, 0).

16
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e Deuxiéme cas : D # Oy
L’équation de D est de la forme y = tx avec ¢t € R fixé.

fz,tx) = (2® —tx)(32® —tx) = 2% (z — t)(3z — 1)
= 2}(t* — dat + 92°)

Sit#0, f(z,tx) ~po t222 >0
Donc :
In > 0tq Vz € [-n;n] f(z,tz) > 0= f(0,0)
f restreinte a D présente un minimum local en (0, 0).
Sit=0 f(x,0) =3z*>0= £(0,0)
f restreinte a D présente un minimum local (et aussi un minimum global) en (0, 0).
2. Vo € R* f(z,22%) = -2t <0
De plus (z,27?) — (0,0) donc f ne posseéde pas de minimum local en (0, 0).
z#0

Exercice 14 (Centrale 2017)

Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0.
R? - R

Chercher les extrema de la fonction f 9 )
(z,y) — az® + bxy + cy

Correction
Cherche-t-on les extrema locaux ou les extrema globaux ?
Par ailleurs, le recours aux formes quadratiques me parait exclus par le programme.
Ma solution repose plutot sur la mise sous forme canonique d’un trinéme du second degré.
e Extrema globaux

a # 0. On va supposer a > 0.

Si a < 0, on introduit —f. Bien sfir, maxima et minima s’échangent.

a > 0 donc f(z,0) = ax? m +00 : f n’est pas majorée donc f n’a pas de maximum

global.

b 2 dac —b? 9
flzy) = (\/696 + Qﬁy) +
Si 4ac —b%>>0,0n a:
V(z,y) € R? f(z,y) > 0 avec égalité si, et seulement si, (z,y) = (0,0).
f présente un minimum global strict en (0, 0).
Sidac—b>=0,0na:

b \? b

Y(z,y) € R? f(z,y) = (ﬁx + My) > 0 avec égalité si, et seulement si, z = ~55Y"
f présente un minimum global en (0, 0)

b
Si dac —b*> <0, f (—2ay,y> — —o0.

Yy—r—+00
f n’est pas minorée donc f n’a pas de minimum global.

e Extrema locaux
2ax +by =0

bx +2cy =0

Les points critiques sont donnés par le systéme { de déterminant 4ac—b?.

Si 4ac — b% # 0, (0,0) est le seul point critique.

17
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Si 4ac — b* > 0, f présente un minimum global (strict) sur (I'ouvert) R? en (0,0) donc
un minimum local strict en (0,0) .

Si 4ac — b2 < 0 alors :

Vo € R* f(x,0) = ax?® >0

vt € R* f (bt,—2t\/a) = (dac — b*)t2 < 0

Donc f ne présente pas d’extremum local en (0, 0).

Si 4ac — b% = 0, les points critiques sont les points (z,y) = (—2ay, y)

Mais dans le cas ot 4ac — b%> =0, on a :
b 2
V(z,y) € R? f(z,y) = (x/aﬂf + My)
En particulier :
b
VyeR f (—y,y> =0
2a

En tous ses points critiques, f présente un minimum global sur R? donc un minimum
local.

Exercice 15 (Centrale 2017)

Ry xRL SR
SOlt f x + Y + 1
(#,y) = ——o—

Extrema locaux et globaux.

-

Correction

Premiére solution

Dans un tel contexte, il est naturel de regarder les cas ”limite”, ici  ou y tend vers 0 ou 4o0.
On obtient facilement un premier résultat :

2z +1 2x
Ve e RY f(z,z) = 2B~ 1o
+ f( ’ ) 3 3 z—+o00 T
f n’est pas majorée : il n’y a pas de maximum global.
Au vu de I’énoncé, on cherche ensuite les extrema locaux. Comme on est sur un ouvert, en cas

d’existence ce sont des points critiques (f est C1).
On cherche donc les points critiques de f :

x . 0 1 _
V(CL',y) € R+ X R+ %(x,y) = § (1 —r 2/3y1/3)
of _ 1 —2/3_1/3
Oy = Loy

18
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(z,y) point critique <= {
{
<~
x =
<~
x =
x
<~

{

Y

~2/3,1/3 _ 1
~2/3,1/3 _ q
72/3y1/3 -1
~2/3,1/3 — 5=2/3,1/3

2/3 1/3 — 1
=Y
=13 =1
=Y
=1
=1

On cherche ensuite si f présente un extremum local en (1,1).

* * 2f 2 75/3 1/3
Woy) e By xRy S Lwy) = 2oy
O*f 2 5313
373/2(1:7?/) = oY
O f L 93 /3
(gnfen déduli;9 Y o
2 1
1,1 1,1 et 1,1) = ——
0332( )= 82( )= 83:83/( ) 9
d= a >0ett= Tk 0 donc f présente un minimum local en (1,1).

Reste a savoir si ce minimum est global (on est sur un ouvert, un extremum global est forcément

local).
hi 4+ ha

;

)3 — (14 k) (1 + ho)

Il s’agit donc de comparer (1 +

(1+

hi+ ha
3

mais la suite des calculs est peu engageante.
Essayons une autre technique.

f(1,1)=0

et (14 h1)(1+ ha).

hy + hs)? hy + ho\ 3
(14; 2) +( L 2) ~ hihs
h% — hihg + h% hi + ho

3 +(3)3

Il s’agit de montrer que f est positive sur R} x R .

1
C’est immédiat si Jxry < 3 soit si zy < o7
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1.751

1.254

1.00 1

0.50 A

0.25 A

0.00 A

1.754

1.50 1

1.254

1.00 4

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00 -

.point critique

0.00 0.25 0.50 0.75

1.00 125 150 175 2.00

2

x x
Idem si ¥zy < - soit siy < —
3 27

‘aoint critique
(’) 1 é 3 4 é 6

y y?
Idem si yzy < 3 soit si x < o7

30 A
25 A
201
1514

10 A

f est donc positive en dehors d’'une partie fermée et bornée K.

goint critique

0

5 10

K est bien 12)0rné :

15 20 25 30

Onacx> 5—7 ety > 77 ce qui impose z < 27. Idem pour y.

Sur K, f a un minimum global. Comme cette partie contient (1,1), le minimum sur K est négatif

et c’est donc un minimum global sur R% x R* .

On a donc prouvé que f présente un minimum global sur 'ouvert R x R%. II ne peut étre

atteint qu’en (1,1) qui est le seul point critique.

Deuxiéme solution
On commence par chercher les extrema globaux par une technique élémentaire :

On fixe y > 0 et on étudie la fonction de z. Sa dérivée est :
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—2/3
1 1y1/3x—2/3 _ g

(x2/3 _ y1/3)

Elle est strictement négative entre 0 et ,/y, nulle en /y puis strictement positive.
1 +y+1 +1-2 —1)?
Elle décroit donc de % a f(Vy,y) = vytytl VI = Y vy = V-1 puis

3 3 3
(v5 -1

On constate que f n’est pas majorée donc n’a pas de maximum global.

On constate également :

V(z,y) € R x R f(x,y) > 0 avec égalité si, et seulement si, (z,y) = (1,1).
Il y a donc un minimum global atteint une fois et une seule en (1,1).

Reste a déterminer les extrema locaux.

R% x R% est un ouvert donc f présente un minimum local en (1,1).

Y en a-t-il d’autres?

croit de a +oo0.

On cherche alors les poins critiques comme dans la premiére méthode : il n’y a pas d’autre point
critique donc pas d’autre extremum local.

Exercice 16 (Centrale 2009)

1. Soit ¢ une fonction de classe C> de R dans R.
Soit @ € R un point ot ¢ admet un maximum local.
Montrer que ¢”(a) < 0.
2. Soit f € C?(R? R) qui vérifie les propriétés suivantes :
i festnullesur I' = {(x,y) € R? tq 2% + 3 = 1}.
0% f

Oy?

ii V(z,y) € D ={(z,y) e R? tq 2? + 3> <1} Af(z,y) = ﬁ(ﬂc,y) +

92 (z,y) >0

(a) Soient a,b et h € R.
Soit ¢ : t — f(a+1th,b)
Calculer ¥"(0).

(b) Montrer que : V(z,y) € D f(z,y) <0
3. Montrer que :

V(w,y) € D f(z,y) <0
si on remplace (ii) par

i V(z,y) € D Af(5,9) > 0
On pourra utiliser, pour € > 0, la fonction f. : (z,y) — f(z,y) + € (2% + y* — 1).

4. Que dire de f si f est nulle sur I' et si :
V(z,y) € D Af(z,y) =0

Correction
1. On sait que ¢'(a) = 0.
h? h?
pla+h) = pla) + he'(a) + 5¢"(a) + o(h?) = p(a) + 5-¢"(a) + o(h?)

2
Done p(a + h) — p(a) = o "(a) + o(h)
plath) —pla) <0 _

0
h—0 h? -
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2. (a) 1 est C? sur R.

VteRY/(t) = h%(a +th, b)
" 82f
V) = hZﬁ(a +th,b)
82
V() =129 L (a,b)

(b) Dy =T U D est une partie fermée et bornée de R? donc :
I(zo,90) € Dy tq V(z,y) € Dy f(z,y) < f(zo,yo)
Supposons (z9,yo) € D.

f a alors un maximum local en (zg, yp).

Donc % a un maximum local en 0 (en prenant (a,b) = (zo,yo) et h = 1)
2

0
Donc 9" (0) = 87;20(!1307110) <0
2

De méme W(wg,yo) <0

Donc Af(zo,yo) < 0 : absurde.

Donc (zg,y0) € T et f(zo,y0) =0

Donc :

V(z,y) € D f(z,y) <0

Si f(xo,y0) = 0 avec (xg,y0) € D, on a & nouveau un maximum local et la méme

contradiction.
Ofe _of
3. V(z,y) € D 882If(sw) = 6562(;,?4) + 2ze
V(,y) € D 75 (7,y) = 55 (@, y) + 2¢

V(z,y) € D Af(z,y) = (Af(z,y) >0)+4e>0
On en déduit :

V(z,y) € D fe(z,y) <0

En faisant tendre € vers 0, on en déduit :
V(z,y) € D f(z,y) <0

4. Af >0 sur D et f est nulle sur I donc f est négative sur D.
A(—f)=—=Af=02>0et —f est nulle sur I" donc —f est négative sur D.
On en déduit que f est positive sur D puis que f est nulle sur D.

Exercice 17 (CCP)

On pose pour tous réels x et y : f(x,y) = {y(m —v) Si. T2y
z(y—z)siz <y

1. Etudier la continuité de f.

2. f est-elle C'?

3. Existence et calcul du maximum de f sur [0, 1]%.

Correction
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1. Soit Uy = {(x,y) € R? tq = > y}.
Soit Uy = {(z,y) € R? tq = < y}.
U; et Us sont des ouverts de R2.
f est continue sur U; et Uy car polynomiale sur ces ouverts.
Soit xp € R.

flz,y) =yl —y) ——— 0= f(z0,70)
(z,y)—=(wo,20)
(z,y)€ls

flz,y) = 2(y — ) ———— 0= f(x0, 70)
(x,y)—>(xo,a:0)
(wvy)EUQ
flz,y) =0 ————= 0= f(z0,20)
(z,y)—(x0,%0)
(zy)eA

Donc f est continue en (xg, xg).
On en déduit que f est continue sur R2.

2. f est C! sur Uy et Uy car polynomiale sur ces ouverts.
Etudions les dérivées partielles en (xg, xg).
) R—R
Soit g :
T = f(xa xO)
Vo > xo f(x,x0) = xo(x — x0)
Ve < xo f(z,x0) = z(xg — )
Donc g)(z0) = w0 et gy(w0) = —o.

0
Donc a—f n’existe pas en (xo,zg) si xg # 0.
x

f n’est pas C! sur R2.
(Les dérivées partielles de f existent et sont continues en (0,0) mais Uy U Uz U {(0,0)}
n’est pas un ouvert, le plus grand ouvert sur lequel f est C' est Uy U Us)

3. [0,1]? est une partie fermée et bornée de R? donc il existe (zg, o) € [0,1]? tel que
V(.’Ij,y) < [07 1]2 f(mv y) < f(x(]v yO)

0
Si (zo, yo) n’est ni sur les bords ni sur A on a 8—(:160,3;0) = a—f(xo, yo) = 0 d’out :
z Y
=0 —2x=0
Y ou Y suivant les cas mais de toute fagon cela donne (0,0)
z—2y=0 z=0

qui ne convient pas.
Six=0et0<y<lonaf

(
Siz=1let0<y<lona f(
Siy=0et0<zxz<lona f(
Siy=1let0<zxz<lona f(
Siz=yona f(z,y) =0.

1 1 1
D’ou (370790): (172) ou (271) et f(x()?yO)ZZ'

0

= y(1 — y) qui est maximal pour y =
0
x

N = N

(1 — z) qui est maximal pour z =

Exercice 18 (Mines)

a a x
Soit a € R*. Montrer que application de (R*)? dans R qui & (z,y) associe — + — + —22/ admet
xr Yy a

un minimum global. Le calculer.

Correction
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Recherche des points critiques dans U = (R})%.
Soit (z,y) € U.

ALy
2 2
(x,y) point critique <= e g
_72‘1’72:0
Yy a
a3
yzp
a3 31'3 $4
r=—=a —F = —%
y? ab a3
CL3
y:?
3','3
@t
r=a
<
{yza

fla,a) =3

Soit U7 =]0; %[xm cU.
4

V(z,y) € U f(x,y) > a zagz

Soit Uy = R* x]0; %[c U.

4

8

4
V(z,y) € Us f(x,y) > 4 2@;24

Soit Us = {(z,y) € (R%)? tq 2y > 4a®}.
V(Z',y) € U3 f(xay) >4
Soit Uy = (Rj_)Q \ (U1 U Uy U Ug).

On a: inf f=inf :
na (Hl{%)gf 1[1]14fcar

Hz,y) € Uy tq f(x,y) <4 et:

V(z,y) € 1 WU UUs f(z,y) > 4

(L’inf existe car f est minorée par 0)

Or Uy est fermé et borné donc :

(5T =i =g

Le minimum ne peut étre atteint sur les bords de Uy (f > 4 alors que f(a,a) = 3) donc le
minimum est atteint en un point critique de f. D’ot :

V(z,y) € (RL)? f(2,y) > fla,a) =3

<

Exercice 19 (Mines 2015)

R?Z 5 R

Soit f 5 o 5 5 ,a€R.
(x,y) — x°y* + 2 + y* — 2axy

Extrema.
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Correction

La question posée n’est pas claire : s’agit—il des extrema locaux ou des extrema globaux. Les
deux questions ne sont pas sans lien mais ne sont pas identiques.

Dans les deux cas, il faut commencer par déterminer les points critiques.

V(z,y) € R? oflx,y) = 2:cy2 + 2x — 2ay
= 2@y +2— ay)
Hf(r,y) = 2(2°y+y—ax)
2
Y+ —ay =
(z,y) point critique <= {‘g y
rTYy+y—ar =
( ax )2 a’z 0
— 2+ 1 22+1
YT
r=0oua’r?+ (22 +1)2 —a?(22 +1) =0
— _az
y_x2+1
r=0oua?z?+z*+222+1—-a*22—a?=0
<~ _ar
y_:c2+1
r=0ouz*+2224+1—-a?>=0
= _az
y_a:2+1
r=0ou (22 +1)? =d?
S ax
y_:c2+1
xTr = $2:a*1 l’EQ:—a—l
<~ ou _ax ou _ax
y—O _I2+1 y_x2+1

On voit qu’il va falloir faire une discussion sur a.
Commencons par le point de vue local

e Premier cas: a > 1

Il y a trois points critiques : (0,0), (vVa—1,v/a—1) et (—va—1,—va —1).

82
V(z,y) € R? 873]2?(3:, y) = 27 +1)
02
ayi'"(x,y) = o)
82
S @) = 22y —a)
o2 2 2
En (0,0), aT:J;(O’O) = ay{(o,o) =2 et axgy(()’o) = %

d =4 —4a? < 0 donc f ne présente pas d’extremum local en (0,0).
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52 52 2
En (vVa—1,v/a—1)eten (—/a—1,—va—1), pe “é et é)yJ; valent 2a tandis que (‘zzéfy
vaut 2(a — 2).
d=4a> —4(a—2)>=4(a—(a—2))(a+a—2)=16(a—1) >0
t=4a>0

Donc f présente également un minimum local en (va — 1,v/a — 1) et en (—va — 1, —va — 1).
e Deuxiéme cas : a =1

Il y a un seul point critique : (0,0)

d =0 et t =4 :la matrice Hessienne est symétrique positive. D’apres le cours, il est

possible qu’il y ait un minimum local en (0,0) mais ce n’est pas sfr.

fla,y) = 229> + (z — y)*.

f présente un minimum local et méme global en (0, 0).

e Troisiétme cas: -1 <a<1
Il y a un seul point critique : (0,0)
d=4—4a®> > 0ett=4>0donc f présente un minimum local et méme global en (0,0).

e Quatriéme cas : a = —1
Il y a un seul point critique : (0,0)
d =0 et t =4 :la matrice Hessienne est symétrique positive. D’apres le cours, il est
possible qu’il y ait un minimum local en (0,0) mais ce n’est pas sfr.
fla,y) = 229> + (z 4+ y)*.
f présente un minimum local et méme global en (0, 0).

e Cinquiéme cas : a < —1
Il y a trois points critiques : (0,0), (v—a —1,—/—a —1) et (—/—a —1,v/—a —1). En
O*f ’f ’f

0,0 0,0 0,0 0,0) = —
(7)82( ) 82( ) 8xay(7)
d =4 —4a® < 0 donc f ne présente pas d’extremum local en (0,0).
2 92
En (V—a—1,v/—a—1) et en (—y/—a—1,—/—a —1), of et or valent —2a tandis
022 Oy?
2
que vaut 2(a + 2).
x0y
d=4a>—4(a+2)?%?=4(a— (a+2))(a+a+2)=—-16(a+1) >0
t=—4a>0

Donc f présente également un minimum local en (va — 1, —v/a — 1) et en (—va — 1,v/a — 1).
Passons au point de vue global
V(x,y) € R? f(z,y) = 22y — 2axy + 22 + y® = (xy — a)® — a® + 22 + y® > 2% + 32 — a?
On en déduit :

f(z,y)

Il (,y)llg—o0
Classiquement, il en résulte que f présente un minimum global atteint en un point critique.

e Premier cas: a > 1

Il y a trois points critiques : (0,0), (vVa—1,v/a—1) et (—va—1,—va —1).

f(0,0)=0cet f(vVa—1,v/a—1 ):f( Va—1,—V/a—-1)=—(a—1)2<0
Le minimum global est atteint en (v/a —1,v/a — 1) et en (—va —1,—v/a — 1).

On traite de méme les autres cas.
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Exercice 20 (Centrale 2019)

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
Soit f € C'(R™, R).
1. Dans cette question, n = 1.
On suppose :
VeeR |z| > 1= zf'(z) >0
Etudier I'existence d’un minimum global.
2. Dans cette question, n > 2.
On suppose :
Ve e R" ||z|| > 1= (2|Vf(z)) >0
Etudier I'existence d’un minimum global.

Correction

1. f" est négative sur | — co; —1] donc f est décroissante sur | — co; —1] et

Vo €] —oo;—1] f(x) = f(=1)

[ est positive sur [1;+o00[ donc f est croissante sur [1; 400 et
Va € [1;+ool f(x) = f(1)

f est continue sur le segment [—1;1] donc :

dzg € [=1;1] tq Vo € [=1;1] f(z) = f(z0)
En particulier, f(1) et f( 1) > f(xo).
Finalement :

Ve e R f(x) > f(xo)

2. f est continue donc possede un minimum global sur B¢(0;1) :
Jxg € By(0;1) tq Vo € By(0;1) f(x) > f(zo)
Soit z tel que ||z| > 1.

(0)]
At = fta)

@ est CL. .
Vt e RY ¢'(t) = (Vf(tx)\w) = 1 (V/f(tz)ltz)
Itz > 1 <=1t >

[El H
VE> () >0

[l H - ¢<1>

vt >
[l H (el )
Tl || < 1ecar ||z|| > 1 donc p(1) > ¢ <|||)
x

T T
Donc f(x) > f <||93|> et Tl € By(0;1)
On a:
Ve € R f(x) > f(xo)

Exercice 21 (CCP 2011)
Déterminer les extrema de f: (z,y) — (22 — 1) + (22 — e¥)2.

Correction
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La fonction f est de classe C? sur R2.

R? est ouvert donc il n’y a pas d’effet de bord.
On commence par chercher les points critiques.
On résout donc

ay(x’y) = —2e¥(a? — ) =0 z? — eV

f(1,0) = f(—1,0) et on remarque :

Y(z,y) €R? f(z,y) >0

Donc f présente un minimum local et un minimum global en (1,0) et en (—1,0).
Il n’y a pas d’autre extremum (local ou global).

Exercice 22 (Mines 2015)

Soient A = {(z,y) € R? tq z > 0,y > 0,2 +y < 6}.
Soit f {A - R
(z,y) = a?y(z +y —4)
1. Tracer A.
2. Trouver les extrema locaux et globaux de f sur A.
Correction
1. A est le triangle de sommets (0,0), (6,0) et (0,6), bords compris.
2. f est continue et A est fermée et bornée donc :
(zo,90) € A tq V(z,y) € A f(z,y) < f(x0,0)
z1,51) € AtqV(z,y) € A fz,y) = fz1,01)
Si (xg,y0) n’est pas situé sur un cété du triangle A alors f présente un maximum local
en (zg,y0) et (zo,y0) est un point critique de f.
On recherche ensuite les points critiques de f.

{y(2x($+y—4)—l—m2):0 {y:O ou {x(3$+2y—8):0

2 (r+y—4+y)=0 22(x—4)=0 2?(x 42y —4) =0
— y=0 ou z = Oou Set2y-8=0
22(x—4)=0 r+2y—4=0

Les points (0,0), (4,0), (0,y) sont & écarter car ils ne sont pas points intérieurs a A.
I1 ne reste donc que le point (2,1).

o2 f o2 f

>’f s OPf

Of ) 2 f
axay(x,y) =2z(x+2y—4)+2° =23z +4y —8) et 8x8y(2’ 1)=4

d=8%6—16>0ett>0donc faun minimum local strict en (2,1).

f(2,1)=—4

On examine ensuite les c6tés du triangle :
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e Wy € [0:6] £(0,9) = 0
e Vz €[0;6] f(x,0)=0
e Vx €[0;6] f(x,6 —z) = 22%(6 — x) = 1222 — 223
La dérivée de cette expression est 24z — 622 = 62(4 — )
La fonction est donc croissante sur [0;4] de 0 & 64 puis décroissante sur [4,6] de 64 a
0
f présente donc un minimum global en (2,1) et un maximum global en (4, 2).

Exercice 23 (CCP 2018)

R* - R

1
x> zexp | — | +exp(x)
T
Montrer que g est croissante et calculer g(—1).
R? » R
2. Soit f
(x,y) — xe¥ +ye®
Montrer que si (xg,yo) est un point critique, alors xo < 0, zoyo = 1 et g(xo) = 0.
Déterminer le(s) point(s) critique(s).

1. Soit g

3. f admet-elle un extremum local ?

4. Soit D = {(z,y) € R* tq |z| < 1let |y| <1}.
Déterminer le minimum et le maximum de f sur D en justifiant leur existence.

Correction

1. g est de classe C* sur R* et :
1 -1 1

Ve € RY ¢'(x) = exp () + 2 —5 exp () +exp (z) = v
x x x

VweR*_ac—1<Oetx<Odoncx_

On en déduit :
Ve e RY ¢'(z) >0
g est bien croissante, et méme strictement croissante, sur R* .
g(-1)=—-elt+el=0
Compte tenu des variations de g on a pour x € R* :
g(r)=0<—=zx=-1

2. f est de classe C? sur R2.

W(o,y) € B2 9L (2,9) = exp (v) + yexp ()

d
V(z,y) € R? @ch(w, y) = zexp (y) + exp (z)
Soit (zp,yo) un point critique de f.
X
To = _eio — — g0~ Y%0 <0
eYo

Yo = — e¥0 770 donc xgyg = eTo—Yot+yo—zo — 0 — |

exp (i) + exp (z)

> 0.

1
g(xo) = xpexp (1:0> + exp (zg) = zoexp (yo) + exp (zg) =0
On en déduit g = —1 puis yg = —1.
f possede donc un et un seule point critique : (—1,1).

3. Si f admet un extremum local en (g, yo) alors (xg,yo) est un point critique.
Il s’agit donc de déterminer si f admet un extremum local en (-1, —1).
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82
V(z,y) € R? 8?2(:1:, y) = yexp ()

82
V(z,y) € R? 8y§ (z,y) = xexp (y)

0% f
V(z,y) € R? T,y) = ex + exp (x
3(2f Y) 837%1;2; Y) p (y) + exp ( ;Zf
W(_l’ -1) = 872(—1, —1)=—elet 8xay(_1’ —1) =2e7!

o2 f o2 f o2 f 2 B

Donc d = Z5(-1, =) 7 5(-1,=1) = ( 55-(-1-1) | =-3¢7 <0

D’apreés les conditions nécessaires du second ordre, f n’a pas d’extremum local en (—1, —1).

4. D est une partie fermée et bornée de R? (c’est la boule unité fermée pour |.|_ ) et f est
continue donc f possede un maximum et un minimum sur D.
D’apres ce qui précede, ils sont atteints sur le bord.
o Vye[-L1] f(-1y)=—e +ye !

Yy € [-1;1] 8—(—1, y) = —e¥ + e~1 <0 avec égalité uniquement pour y = —1.
Y
Donc f(—1,.) décroit strictement de —2e~! & e™! — e.
e Vye[-11] f(L,y) = e’ +ye
Yy € [—1;

1]
1] gi(l,y) =e'+e>0
)

Donc f(1,.) croit strictement de e™! — e & 2e.
o Vx e [-1;1] f(x,—1) = f(—1,x)
Donc la fonction f(., —1) décroit strictement de —2e~ a e ! — e.
o Vr e [-1;1] f(z,1) = f(1,2)
Donc la fonction f(.,1) croit strictement de e™! — e a 2e.
Le maximum de f sur D est donc 2e atteint en (1,1).
Le minimum de f sur D est e~! — e atteint en (—1,1) et en (1,—1).
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