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1 Dérivation des fonctions a valeurs vectorielles

1.1 Dérivée en un point
1.1.1 Définition

Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R".

t)— f(t
On dit que f est dérivable en un point ¢y € I si et seulement si lim M existe.

t—to t— tO

t#to
Si c’est le cas, cette limite est appelée dérivée de f en gy et se note f’(to).

Remarques
| f(1) — f(to)

t—to
e Le programme se limite & des fonctions a valeurs dans R™ mais il est clair que rien ne

nous empéche de remplacer R" par E espace vectoriel de dimension finie.
On peut également remarquer que la définition ne fait pas appel aux coordonnées de f(t)
dans la base canonique ie a I'écriture de f(t) sous la forme f(t) = (x1(t),...,x,(1)).

s’appelle taux d’accroissement de f entre tg et t.

f@t) — f(to) = (t —to).a .

t—1o t—to
t#to

= f(t)— f(to) — (t —to).a = o4 (t —to)
< f(t) = f(to) + (t —to).a + or,(t — to)
<= f(to+h) = f(to) + h.a+oo(h)

f est dérivable en tg de dérivée a € R" <=

1.1.2 Interprétation cinématique

I - R? ou R?
On considere le mouvement d’un point. Sa position est donnée par une fonction F' {t F(t)
H
Soit tg € I.
F(t) — F(to) . .
— est le vecteur vitesse moyen entre les instants tg et .
— 1o

Si F' est dérivable en tg, ce vecteur a une limite qu’on appelle vecteur vitesse instantané en tg.
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1.1.3 Lien avec la continuité

Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R" et tg € I.
Si f est dérivable en tg alors f est continue en #.

En effet f(t) = f(to) + (¢t — to).f'(t0) + 01, (t — to) o fto)-

R, — R? R — R3
€
t= (Vt, V1) t— (|t[,0,0)

La réciproque est fausse : cf les fonctions {

1.2 Application dérivée
1.2.1 Définition

Soient I un intervalle non trivial de R et f : I — R"™.
On dit que f est dérivable sur I si et seulement si elle I'est en tout point de I.

I—-R"
Dans ce cas 'application { s’appelle application dérivée de f et se note f’.

te f'(t)

1.2.2 Applications de classe C! sur un intervalle
Définition
Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R".
On dit que f est de classe C! sur I si et seulement si :
f est dérivable sur I
{ f! est continue sur [
On note C*(I,R"™) 'ensemble des applications de I dans R” de classe C! sur I.

1.2.3 A propos des restrictions

Soient J C I deux intervalles non triviaux de R et f: I — R™.
Si f est dérivable (resp C') sur I alors f1s est dérivable (resp Cl) sur J.
En pratique, au lieu d’écrire f|; est dérivable (resp C!) sur J, on écrit que la fonction f : I — R"
est dérivable (resp C!) sur J mais il faut se méfier.

0,2] = R
Par exemple soit fqt s tsite[0,1]
ts2—tsitell?
0,1] - R
Ji0.1] {£ }t donc f est de classe C! sur [0, 1].
H

De méme f est de classe C! sur [1,2].
Mais f n’est pas dérivable en 1.

En pratique, on va rencontrer des fonctions de la forme :
[a;c] = E

fot— fi(t) sit € a;b] (avec a < b < c bien sir).
t— fat) sit € [b;(]

Pour prouver que f est C! sur [a;c], on montre :
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e f1(b) = f2(b) (ie : on vérifie que f est bien définie)
e f1 est de classe C! sur [a;b].
e f5 est de classe C' sur [b; c].

 f1(b) = f5(b)

1.3 Utilisation des coordonnées
I - R"

t= (i), fult))
1. f est dérivable en tg <= Vi € [1;n] f; est dérivable en tg
On a alors : f'(to) = (fi(to), - -, f(t))-
2. f est dérivable sur I <= Vi € [1;n] f; est dérivable sur I
Onaalors : f'= (f{,..., f}).
3. f est de classe C! sur [ <= Vi € [1;n] f; est de classe C! sur [

Soient I un intervalle non trivial de R, tg € I et f {

Démonstration

n
On note (e, ..., e,) la base canonique de R™, de sorte que f = Z fie;.

i=1
On a alors :
f (t) f i f i tO)
VielI\{t ;
oy == Z t— O
Donc, d’apres les chapltres precedents
t) — f(& i(t) — fi(t

lim J{t) = /(o) existe (dans R") <= Vi € [1;n] lim filt) = filto) existe

t—=to t—to t—to t—to

t#to t#to

En d’autres termes :
f dérivable en tg <= Vi € [1;n] f; dérivable en to

et on a alors :
t)— f(t (1) — fi(t

g 10— 100) (50 i)

i>to t—1p —~ \ t—to t—1to

t#to =1
ie f'(to) = Zf to)e; = (fi(to), - - -, fr(to))
Le reste de la proposition en découle immédiatement.
Remarque
Dans le programme, on se limite aux coordonnées de f dans la base canonique mais ce qui
précede est en fait valable dans n’importe quelle base.
1.4 Linéarité de la dérivation
1.4.1 Combinaisons linéaires de fonctions dérivables

Soient I un intervalle non trivial de R et f et g: I — R™.

1. Si f et g sont dérivables en ty € I alors pour tous A et pu € K, Af 4+ pug est dérivable en
to et (Af +pg)'(to) = Af'(to) + pg'(to).

On en déduit :
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2. Si f et g sont dérivables sur I alors pour tous A et u € K, Af + ug est dérivable sur I et
(Af +ng) =Af'+ pg'.

Démonstration (de 1)

e I\ {to) Qf+uﬁ@?:$f+u@@w _ Af@?:ﬂm)+ M%izy@tﬁm
t#£to

Compte tenu des propriétés des applications continues on en déduit que C!(I, E) est un sev de
F(I,E).

En particulier C1(I, E) est un K ev.
CY(I,E) = C°(I,E)

, est linéaire.
fe=1f

De plus I'application {

1.4.2 Dérivée d’une application de la forme L o f avec L linéaire

Proposition
Soit L € L(R™,R™).
Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R"™.

1. Si f est dérivable en ¢y € I alors Lo f est dérivable en tg et (Lo f)'(tg) = L(f'(to))-
2. Si f est dérivable sur I alors Lo f est dérivable sur I et (Lo f) = Lo (f').

Démonstration de 1. (2. en découle immédiatement)

(Lo f)t) = (Lo f)(to) L(f(t)) = L(f(to))

VteI\{t =
\ {to} t—to t—to
= L (f(t)_f(to)) car L est linéaire
t—to
t)— J(t
i 7)5 {( 0) _— f'(to) et L est continue (car L est linéaire avec R™ et R™ de dimension finie)
— —
0 t#10
donc ;
t)— J(t
L <f( )= S 0)> L(f'(to)) (limite d’une fonction composée)
t— to t—to
t#to
Exemples
e Soient n € N*| I un intervalle non trivial de R et A : I — M,,(K) dérivable sur I.
I —+K
Alors la fonction f est dérivable sur I et :
t—tr (A1)
Viel f'(t) =tr (A'(t))
. . . I — K" -
e Soient n € N*| I un intervalle non trivial de R, M € M,,(K) et X dérivable
t— X(t)
sur I.
I —- K"
Alors la fonction Z est dérivable sur [ et :
t— M.X(t)

Vte I Z'(t) = M.X'(t)

» M (to) + pg' (to)
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1.5 Dérivation d’un produit
1.5.1 Proposition

Soit B : R™ x R™ — RP bilinéaire.
Soient I un intervalle non trivial de R, f: I - R" et g: [ — R™.

o I —-TRP
Soit h = B(f,9) {t — B(f(t),9(t))

1. Si f et g sont dérivables en tg € I alors h est dérivable en tj et
W(to) = B(f'(to), g(to)) + B(f(t0), g'(t0))-
2. Si f et g sont dérivables sur I alors h est dérivable sur I et
W =(B(f,9)) = B(f’,.9) + B(f,9').
Démonstration de 1. (2. en découle immédiatement)
Vte I h(t) = B(f(t)
= B(f(t) = f(to),9(t)) + B(f(t0), 9(t)
= B(f(t) = f(to),9(t)) + B(f(t0), 9(t) — g(to) + g(t0))
= B(f(t) = f(to),9(t)) + B(f(t0), 9(t)

Vte I\ {to} h(t) = hlto) _ B f(t)_f(to),g(t)) + B (f(t())’g(t)—g(to))

t—1p t— 1o t—1p
f(t) — f(to) / g(t) — g(to) /
[(to) et (o)
t— to t—to t— tO t—to
t#to t#to
g(t) = g(to) : g est dérivable en ty donc g est continue en tg
—lo
t#to

De plus B est bilinéaire et R™, R™, RP sont de dimensions finies donc B est continue.
D’ou le résultat en utilisant les théorémes sur les limites des fonctions composées.

1.5.2 Exemple 1

Cette application n’est pas mentionnée dans le programme mais elle est indispensable et sans
surprise.

R x R" — R"
L’application B est bilinéaire d’ou :
(A, x) — Az
Proposition
Soit I un intervalle non trivial de R, f: I - R et ¢ : I — R.

I—-R

1. Si f et o sont dérivables en ty € I alors ¢ f <{
= p(t) f(1)

(2f) (to) = ¢'(t0) f (to) + ©(to) [ (to)-
2. Si f et ¢ sont dérivables sur I alors ¢f est dérivable sur I et
(0f) =& f+e.f.

) est dérivable en tg et
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1.5.3 Cas du produit scalaire

On munit R™ de sa structure canonique d’espace euclidien.
R" x R" — R
L’application B { est bilinéaire d’ou :
(z,y) = (x]y)
Proposition
Soient I un intervalle non trivial de R et f,g: I — R™.

. J— I_>]R
Soit h = (f|g) {t = (f(t)]g(t)

1. Si f et g sont dérivables en tg € I alors h est dérivable en tg et
W (to) = (f'(to)lg(to)) + (f(to)lg' (o))
2. Si f et g sont dérivables sur I alors h est dérivable sur I et

b = (flg) = (f'lg) + (flg')-

1.5.4 Exemple

Un mobile se déplace de maniere rectiligne et uniforme, sa vitesse est 7 A Tinstant tg, il
est au point M.
A quel moment est-il le plus proche d’un point fixe O 7
Cet exemple est inspiré par Centrale IPT 2016.
R—R

— 2 .
ts HOM (t)H
Calculons la dérivée de F' :

e Premiére méthode

Soit F

F(t) = H(TMKHt—to)VHZ
= F(to) +2(t — t0)OMy.V + (t — to)? H7H2
F(t) = 200V +20— 1) |V

e Deuxiéme méthode

Fo = [orta]

Fl(t) = 2(‘103% OM(t)
— 9V, (O—>Mo+(t—to)7)
- 2()—M)>.7+2(t—t0)H7HQ
OM,.V

La dérivée s’annule en ¢, = tg — W
. 2 . . .
Le coefficient de ¢ dns F(t) : HV?H est strictement positif donc F'(t) < 0 pour t < t,.

et F'(t) > 0 pour t > t.. La fonction F', et donc la distance avec le point fixe O, est
minimale en t..
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1.5.5 Proposition

Soit M : R™ x ... x R™ — R™ une application p-linéaire.
Soit I un intervalle de R et pour tout ¢ € [1;p] une fonction f; de I dans R,,.

o I—R™
Soit g = M(f1,...., fp) {t = M(f1(t), ..., fp(t))

1. Si les fonctions f; sont dérivables en tg € I alors g est dérivable en % et :
P
g'(to) =Y M(fi(to), -, fim1(to), fi(to), fix1(to),-- -, fo(to))
i=1
2. Si les fonctions f; sont dérivables sur I alors g est dérivable sur [ et :

P
9, - ZM(flv . "fi*l?filvfi‘i’l?' . 'afp)
i=1
Démonstration
Elle repose sur le méme principe que dans le cas du produit de deux fonctions tout en étant plus
fastidieuse.
Elle n’est pas exigible.

1.5.6 Dérivation d’un déterminant

Soit f1,..., fn n fonctions définies sur I intervalle de R et & valeurs dans R”.

o I—-R
Soit g = detg(fi1,.., fn) {t — detg(fi(t), ..., fa(t))

1. Si les fonctions f; sont dérivables en to € I alors g est dérivable en tg et :
p
g (to) = ngt(ﬁ(to), oy fica(to), fi(to), fira(to), - -, fo(to))
i=1
2. Si les fonctions f; sont dérivables sur I alors g est dérivable sur [ et :

p
g, - ngt(fb . 'afi*lafilafiJrl? .. 'afp)
i=1

ce qui donne en version matricielle :

I — M, (R
Soit A{ Ma(R)
t— (aivj(t))lgi,jgn
. . e . I—=-R -
Si les fonctions a; ; sont définies sur I alors la fonction det (A) est dérivable
t — det (A(t))
et pour tout t € I :
a171(t) e al,i_l(t) CLIl,i(t) aLiH(t) e al,n(t)
n a271(t) ... agjz‘_l(t) a'Q,i(t) a27i+1(t) ... GQ’n(t)
(et (A) () =>| " | ! |
i=1 . . . . .
anyl(t) e am_l(t) a;w-(t) an,,;+1(t) e an,n(t)

1.6 Dérivation d’une fonction composée

Soient I, J deux intervalles non triviaux de R, f: T - R" et ¢ : J = R tq p(J) C I.

1. Si ¢ est dérivable en ¢ty € J et si f est dérivable en sg = ¢(tp) (€ I) alors f o ¢ est
dérivable en o et (f o ¢)'(to) = ['(¢(t0))¢ (to) = f'(s0)¢'(to)-
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2. Si ¢ est dérivable sur J et si f est dérivable sur I alors f o ¢ est dérivable sur J et :
(fop) =[f o] ¥
Démonstration de 1. (2. en découle immédiatement)

I —-F
Soit A SHMSiS#SO
S — S0
so + f'(s0)

A est continue en sg.

o IR 0 si p(t) = ¢(to)
vie g\ op LEOZLO20) L re(0) — flotio) ol —olte) [
o) —plte) "~ t—to "
Donc :
—to —to
o(t) Py ©(to) (¢ est dérivable en ty donc ¢ est continue en ty) donc : A(p(t)) oy 1" (s0)
t#to t#to

(limite d’une fonction composée).
D’ou le résultat.

1.7 Fonctions de classe C*
1.7.1 Définitions

Les notions d’application de classe C* (k € N) et de dérivée k'®™° d’une application de classe
CF sont définies par récurrence :
Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R".
On dit que f est de classe C° sur I si et seulement si f est continue sur I. On appelle alors
dérivée d’ordre 0 de f et on note () la fonction f elle-méme.
Soit k € N*.
On dit que f est de classe C* sur I si et seulement si f est dérivable sur I et f’ est de classe
C*=1 sur I. On appelle alors dérivée k'™ de f et on note f(*) application (f/)*=1 .

On dit que f est de classe C*® sur I si et seulement si pour tout k¥ € N f est de classe C*
sur 1.

Pour & € NU {oo} on note C*(I,R™) I'ensemble des applications de I dans R™ de classe C*
sur .

C*(I,R) est aussi noté C*(I) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

On a: C°(I,R") = C(I,R") D CY(I,R™) D C*(I,R") D --- D C>®(I,R").

1.8 Espace vectoriel C*(I,R")

Soient I un intervalle non trivial de R et & € NU {oo}.
Soient f,g: I — R™ de classe C* sur I.
e Alors pour tous A et € K, A\f 4+ pg est de classe C* sur I.
De plus si k € Non a (Af 4 ug)® = Af*) 4+ gk
e vt € T(AS + ug)® (1) = AFOI () + ug® (1)
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On en déduit que pour tout k € NU {oo}, CK(I,R™) est un K ev (car c’est un sev de F(I,R")).
CH(I,R™) — Ck=!(I,R™)
frr fO
C>®(I,R™) — C>(I,R"™)
fef
Démonstration de e pour k € N (le reste en découle).

On raisonne par récurrence sur k.

De plus pour tout | € N tq [ < k 'application { est linéaire.

En particulier si k = oo 'application D { est un endomorphisme.

Pour tout k£ € N, soit :
P(k) : pour tous f et g : I — R™ de classe C* et pour tous ) et p € K la fonction \f + ug est
de classe C* sur I et (Af + pg)® = Af®) 4 gk,

P(0) est vraie : cours sur la continuité.

On suppose que P(k) est vraie.
Soient f et g: I — R™ de classe C**! sur I et A\, u € K.
f et g sont de classe C¥™! sur I avec k41 > 1 donc f et g sont dérivables sur I.
Donc Af + g est dérivable sur I et (A\f 4+ pg) = Af' + ng'.
f" et ¢’ sont de classe C¥ sur I, donc d’apres hypothése de récurrence Af' + g’ est de classe
CF sur I.
{)\ f + pg dérivable sur 1
On a:

(Af + pg)" de classe C* sur T

Donc Af 4 pg est de classe C*+1 sur 1.
De plus :

Of + 1) ED = (Af + pg))® (définition)
A+ png) (k) (cf 1.)
(S )( ) + ,u(g')(k) (hypothese de récurrence)
)\f(kJrl) +Mg(k+1)

1.9 Produits de fonctions de classe C*, formule de Leibniz

Soit B : R™ x R™ — RP bilinéaire.
Soient I un intervalle non trivial de R et k € NU {oo}.
Soient f: 1 — R" et g : I — R™ deux applications de classe C* sur I.
I —-RP

t— B(f(t),9(t))

Alors I'application h = B(f, g) { est de classe CF sur 1.

De plussi k€ Non a:

e =3 (§)pu0n.4 0

=0

" (k
=2 <Z>B(f(l),g(“))
=0

Démonstration
On prouve la propriété pour k£ € N en raisonnant par récurrence sur k. (Le cas k = oo en
découle)

ie :
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Pour tout k£ € N, soit :
P(k) : pour tout f: I — R™ de classe C* et pour tout g : I — R™ de classe C¥, B(f,g) est de
classe C¥ sur I et :

(B(f.9))® = Ek: (?)B(f”),g(“))

=0
P(0) est vraie : cours sur la continuité.

On suppose que P(k) est vraie (k € N).
Soient f: I — R" et g: I — R™ deux applications de classe C¥*1 sur I.
k+1>1donc f et g sont dérivables sur I.
On en déduit que h = B(f, g) est dérivable sur I et :
W =(B(f.9)) =B(f,9)+B(f.9)
f" et g sont de classe C* sur I donc B(f’, g) est de classe C* sur I.
f et ¢’ sont de classe C¥ sur I donc B(f,¢') est de classe C* sur I.
D’apres 6.8.3, B(f',g) + B(f,g') est de classe C* sur I.
Ona:
e B(f,g) dérivable sur I
e (B(f,9)) de classe C* sur T
Donc B(f,g) est de classe C**! sur I.
De plus :

(B(f.9)"V = ((B(£,9))") = (B(f',9) + B(f.4 )"

g
g
k ko (k
<Z>B((f PRARUEDY (l)B(f“), (9

k
_ k _
B(f(lJrl),g(k l)) + Z <Z>B(f(l)7g(k+1 l))

1=0 1=0
Kk ) (k+1-1) " (k O (k+1-0)
- B(f®, gt+1-0)y ¢ B(f®, glkt1=
2 l_1> (f". g ) §<l> (f". g )

= (") B, g#+) 4 (F) p(pen (0))+Zk: B[ F ) B, geri-o
= 0 , g k y g - I -1 , g

k+1
k+1 -
= Z( , )B(f(”,g(k“ ")

=0

1.10 Composition des applications de classe C*

Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et k € NU {oo}.
Soient f : I — R™ de classe C¥ sur I et ¢ : J — R de classe C¥ sur J tq ¢(J) C I.
Alors f o ¢ est de classe C* sur J.

10
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Démonstration

On prouve la propriété pour k£ € N en raisonnant par récurrence sur k. (Le cas k = oo en
découle)

Pour tout k£ € N, soit :

P(k) : pour tout f: I — R™ de classe C* et pour tout ¢ : J — R de classe C* tq o(J) C I, fop
est de classe C* sur J.

P(0) est vraie : cours sur la continuité.

On suppose que P(k) est vraie.
Soient f: I — R™ de classe C¥™! et ¢ : J — R de classe C**1 tq o(J) C I.
k+1>1donc f et ¢ sont dérivables.
On en déduit alors que f o ¢ est dérivable sur J et que (f o) =[f o¢] .¢.
f" et ¢ sont de classe C* donc d’apres I’hypothese de récurrence f’ o ¢ est de classe C* sur J.
, & . L, K x R® — R™ .
¢’ est de classe C¥ sur J donc d’apres 1.9 appliqué avec B , Papplication
(A x) = A
(fop) =[f oyl .¢ estde classe C* sur J.
f o dérivable sur J
On a:
(f o) de classe C* sur J

Donc f o ¢ est de classe CF¥! sur J.

2  Ouverts d’un espace vectoriel normé

2.1 Point intérieur a une partie : définition

Soit (£, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soient A une partie de E et a un élément de F.
On dit que @ est un point intérieur a A si, et seulement si, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A
On observe immédiatement qu’un point intérieur a A est nécessairement un élément de A.

11
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Exemple de point intérieur a une partie

partie considérée @

Exemple de point qui n_est pas point intérieur a une partie

partie considérée

12
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Exemple de point qui n_est pas point intérieur a une partie

partie considérée

Remarque

Si E est de dimension finie, cette notion est indépendante de la norme :
Soit ||.||; et ||.||; deux normes sur E.

On suppose que a est point intérieur a A pour ||.||; :

Ir1 >0 tq B(a,r1,|.][;) C A

E étant de dimension finie, ||.||; et |||, sont équivalentes :

Ja,8>0tq Ve € Ealz|, < [lzfl; < B,

B <a, %, |.Il5 ) € A donc a est point intérieur a A pour ||.||,.

2.2 Point intérieur a une partie : exemples

e Cas des intervalles de R
Soient a et b deux réels tq a < b

L’ensemble des points intérieurs a ]a, b[ est ]a, b[.
L’ensemble des points intérieurs a |a, b] est ]a, b].
L’ensemble des points intérieurs a [a, b[ est ]a, b.
L’ensemble des points intérieurs a [a, b] est |a, b[.
L’ensemble des points intérieurs a | — 0o, a] est | — 0o, al.
L’ensemble des points intérieurs a | — 0o, a[ est | — 0o, al.
L’ensemble des points intérieurs a |a, +oo[ est ]a, +-o00].
L’ensemble des points intérieurs a [a, +o0o[ est ]a, +00].

L’ensemble des points intérieurs a [a,a] = {a} est 0.
L’ensemble des points intérieurs a R est R.
L’ensemble des points intérieurs & () est .

e Casde Qet de R\ Q
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Aucun réel n’est point intérieur a Q :
En effet soit € R.
Vir>0lz—rmz+r[N(R\Q) #0
Donc x n’est pas point intérieur a Q.

Aucun réel n’est point intérieur a R\ Q.
En effet soit x € R.
Vr>0]z—rjxz+r[NQ#0

donc z n’est pas point intérieur & R\ Q.

e Soit D l'ensemble des matrices diagonalisables de My (C).
Déterminer ’ensemble des points intérieurs a D.

Un point intérieur a D est dans D.
Réciproquement, soit M = (CCL Z) €D.
— Premier cas : yjs est scindé a racines simples.
A = (a+d)? - 4(ad — be) # 0.
CcC*>C )
est continue.
(a,b,c,d) — (a+d)? — 4(ad — bc)
Donc il existe r > 0 tel que :

o —al <r
B—0bl<r
PN =) £0
|0 —d| <r

Donc B(M,r,||.]|s) C D.
Donc M est point intérieur a D.
— Deuxiéme cas : x s a une racine double .
M est diagonalisable donc M = Als.
A€
Ve >0 <0 )\> ¢D
Donc M n’est pas point intérieur a D :
Si ||.|| est une norme sur M5(C), on a :

01

0 0
01
0 0

Donc I'ensemble des points intérieurs a D est {M € M3(C) tq xasr est scindé a racines simples}.

(M:/\]2)+f

5 € B(M,r,||.|)) et & D.

2.3 Parties ouvertes : définition

Soit (£, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit 2 une partie de E.
On dit que 2 est un ouvert de E si et seulement si pour tout = € 2 il existe r > 0 tel que B(zx,r)
soit incluse dans €.
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Dans le cas particulier ou £ =R on a :

Qouvert de R<=Vr e Q3Ir>0tqlz—r,z+r[CQ

Exemple de partie ouverte

partie considérée (sans le bord) @

Exemple de partie non ouverte

partie considérée (avec le bord)

2.4 Parties ouvertes : lien avec les points intérieurs

Soit (£, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit 2 une partie de E.
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La définition du paragraphe précédent peut s’écrire :
Q) partie ouverte de E <= tout élément de €2 est point intérieur a €.

2.5 Parties ouvertes : exemples

e Les intervalles de R qui sont des ouverts de R sont :
1. Ret (.
2. les intervalles du type |a, b avec a < b.

3. les intervalles du type | — 00, a] ou |a, +00].

Démonstration

On vérifie facilement avec la définition que les intervalles ci-dessus sont bien des ouverts.
On regarde ensuite les autres et on voit qu’ils ne le sont pas : je ne le rédige pas car c’est
fastidieux.

e Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé.
() et E sont des ouverts de F.
Proposition
Pour tout xg € E et tout » € RY, B(xo,r) est un ouvert de £ (le cas r = 0 est clair).
Les boules ouvertes sont des parties ouvertes de F.

Démonstration

Soient g € E et r > 0.

Soit z € B(zo, ).

Soit ' =r — d(xg,x) =1 — ||z — 20]|.
r’ > 0.

Soit y € B(x,r’).
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d(z,y) < ' donc d(xg,y) < d(zo,x) + d(x,y) < d(zo,z) + 7" =r.
Donc y € B(zo, ).

Donc B(z,r") C B(xg,r).

D’ou B(zg,r) est un ouvert de E.

2.6 Réunion d’ouverts

Soient (E,||.|]|) un espace vectoriel normé, I un ensemble non vide et (€2;);e;r une famille
d’ouverts de FE.
Alors U Q; est un ouvert de E.
i€l
Toute réunion d’ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration
Si U Q; = 0 le résultat est clair.
el
On suppose U Q; # 0.
el
Soit z € U Q;.
el
Jig € I tq z €
Q;, est un ouvert de E donc :
Ir > 0 tq B(z,r) C Q
Or Q;, C U Q; donc B(z,r) C U Q.
icl il
Donc U ); est bien un ouvert de E.
i€l

2.7 Intersection d’ouverts de F

Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, I un ensemble fini non vide et (£2;);c; une famille
d’ouverts de F.
Alors ﬂ ); est un ouvert de FE.
el
Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de FE.

Démonstration
Si ﬂ Q; = 0 le résultat est clair.
el
On suppose ﬂ Q; # 0.
i€l
Soit x € ﬂ Q.
el
Pour tout ¢ € I, ©; est un ouvert de E donc :
Vie I 3r; € RY tq B(x,r;) C
Soit r = minr;.
i€l
I est fini non vide donc r existe et r € R*..
B(xz,r) = ﬂ B(x,r;) C ﬂ Q; donc ﬂ Q,; est un ouvert de E.
iel iel iel

Remarque
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L’hypothese "I fini” est indispensable :
11
I1=N*Q, = ] -, [ est un ouvert de R.

n’'n
Or ﬂ 2, = {0} n’est pas un ouvert de R.
neN*

2.8 Continuité et ensembles ouverts
2.8.1 Théoréme

Soient (E1, |.||) et (E2,]|.]|) deux espaces vectoriels normés et f : By — Es continue.
Pour tout partie ouverte Qp de Ea, Q1 = f~1(Q2) = {z € By tq f(x) € Q2} est une partie ou-
verte de Fy.

Démonstration

Si 1 = 0 le résultat est clair.

On suppose désormais Q7 # (.

On va montrer :

Ve e O 3Ir >0 tq B(x,r) C Q.

Soit x € Q.

f(z) € Qa, ouvert de Ey donc :

Jp > 0tq B(f(x),p) C Q2.

f est continue donc f est continue au point x.
Donc :

B>0tqVy e By lly—zl| <d=|f(y) — f()] Se=

Donc si y € B(,90), f(y) € B(f(z),p)-
D’ou B(z,d) C
Q1 est bien un ouvert de E.

P
5

2.8.2 Applications

Soient (£, |.||) un espace vectoriel normé et f : E — R continue.
{z € E tq f(z) > 0} est un ouvert de E.

En effet, {z € E tq f(z) > 0} = f~'(R%) et R* est un ouvert de R.

2.8.3 Remarques

e La remarque précédente est celle qui figure explicitement dans le programme. On peut la
généraliser :

{reFEtq f(z)<0},{xreEtq f(zr)>r},{reEtq f(x) <r}et{xeEtqf(zx)#r}
sont des ouverts de E.

e On dispose ainsi d’'un moyen commode d’établir que tel ou tel ensemble est ouvert.

E—R

Par exemple, si zy est un élément fixé de F, 'application { étant conti-
x = |lx — x|

nue, on retrouve que B(xo,7) = {x € E tq ||z —xo|| < r} est une partie ouverte de

E.
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e Autre exemple classique
Mu(R) - R
A det A
On en déduit que GL,(R) = {A € M, (R) tq det A # 0} est un ouvert de M,,(R).

L’application det { est continue.

L’application det {M"(C) -~ C est continue mais n’est pas a valeurs dans R. Pour
A—detA
contourner la difficulté tout en restant dans le cadre du programme, on peut utiliser :
M,(C) - R
! {A — |det A

f est continue donc GL,(C) = {A € M, (C) tq f(A) # 0} est un ouvert de M,,(C).

On peut aussi revenir & la proposition initiale (celle de 2.8.1).

2.9 Ouverts et fermés
2.9.1 Proposition

Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit A une partie de E.
A ouvert de E <= CgA est un fermé de E

Démonstration
e On suppose que A est un ouvert de FE.
Soit (ay)nen une suite d’éléments de g A qui converge vers a € E.
Supposons a € A.
A est un ouvert donc :
Ir > 0 tq B(a,r) C A.
(an)nen converge vers a donc :
dng € Ntq Vn > ng ||a, —al| <r
an, appartient donc a B(a,r) qui est incluse dans A.
any € ANCpA =0 : absurde.
Donc a € CpA et par caractérisation séquentielle des fermés, CpA est fermé.

e On suppose que CpA est un fermé de E.
Soit a € A.
CrA est fermé donc O A est égal & I’ensemble de ses points adhérents.
a qui n’est pas dans CpA n’est donc pas un point adhérent a CpA :
Je > 0 tq Ba,e) NCpA =0 ie B(a,e) C A
CrA est donc un ouvert de E.

2.9.2 Remarque

“fermé” n’est pas le contraire d’ "ouvert”.
() et E sont a la fois ouverts et fermés (et on peut montrer que ce sont les seules parties de E
qui sont a la fois ouvertes et fermées).
Dans R, Q n’est ni ouvert ni fermé.
En effet 'ensemble des points intérienrs A Q =0 CQC Q=R
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Toujours dans R, les intervalles du type |z, y] ou [z, y[ (avec z < y) ne sont ni ouverts ni fermés.

3 Fonctions de classe C!

3.1 Dérivée en un point selon un vecteur
3.1.1 Définition

Soit U un ouvert non vide de RP, f une fonction de U dans R, a € U et v un vecteur non
nul de RP.
Soit ¢ :t € R— f(a+tv) € R.
U étant un ouvert, il existe 6 > 0 tel que l'intervalle ouvert | — §; [ est inclus dans le domaine
de définition de ¢.
On dit que f est dérivable en a selon v si, et seulement si, la fonction ¢ est dérivable en 0.
On appelle alors dérivée de f en a selon v et on note D, f(a) le nombre ¢'(0).

On a donc D, f(a) = }g% f(a+t1;) — f(a)
t£0

3.1.2 Lien avec la continuité

e Une fonction continue n’admet pas forcément de dérivée suivant un vecteur.
_ {R2 — R ,
Par exemple, la fonction f est continue : c’est une norme.
(@,y) = |z| + |y|
On prend a = (0,0) et v = (0,1).
La fonction f est continue au point a mais n’admet pas de dérivée selon v au point « :
dans ce cas, la fonction ¢ est définie sur R et :
Vit e R ¢(t) = fla+tv) = f(t,0) = |t
et ¢ n’est pas dérivable en 0.
e Si une fonction admet en un point des dérivées suivant tout vecteur non nul, elle n’est
pas forcément continue en ce point.
R? - R
2
Soit f 4 (z,y) — y; six#0
(,y) = 0siz=0
On prend a = (0,0).
Soit v = (v, v9) un vecteur non nul de R2.
Dans ce cas ¢ est définie sur R.
On suppose d’abord v; # 0.
Vt € R* a + tv = (tvy, tvy) avec tvg # 0

Donc :
Vt € R* ¢(t) = fla+tv) = f(tvr, tvs) = (t:;)2 - tf
De plus ¢(0) = f(0,0) = 0 donc :
VteR o(t) = 12
U1
Donc ¢ est dérivable en t = 0 et ¢/(0) = f
Donc f est dérivable en a suivant v et D, f(a) = f
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On suppose ensuite v; = 0.

Vit € R f(a+tv) = f(0,tve) =0

Donc ¢ est dérivable en t = 0 et ¢'(0) =0

Donc f est dérivable en a suivant v et D, f(a) = 0.

On a bien montré que f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur non nul.

t2
vVt € R* f(t2,t) = 7= 1 s 1 # £(0,0)
t£0

3.2 Dérivées partielles du premier ordre
3.2.1 Définition et notations

Soit U un ouvert non vide de RP, f une fonction de U dans R, a € U.
On appelle dérivées partielles du premier ordre de f au point a, les dérivées de f au point a
suivant les vecteurs de la base canonique.
Soit (e1,...,ep) la base canonique de RP.
Soit i € [1;p].
D, f(a) est noté 0;f(a).

Si on note 1, ...,x, les variables D, f(a) est noté gf f(a).
Z

Si on explicite la fonction ¢ de la question précédente, on a :
o(t) = fla+te;) = flar,...,ai-1,a; +t,ait1,. .., an)

On en déduit que ¢ est dérivable en 0 si, et seulement si, la fonction ¢ : s € R — f(a1,...,a;-1,8,ait1,. .

est dérivable en q;.

De plus 0;f(a) = ¢'(0) = ¢'(a;).

3.2.2 Exemple

Soit U = R% x R.
U est un ouvert de R2.
U—R
Soit f

(z,y) — x¥

V(z,y) €U f(z,y) = e¥*
01 f et Oof sont définies sans probléme sur U et :

0
V($, y) € U (91f(x, y) = 8—£(1‘7 y) — y.ﬁUy_l
Oof(z,y) = gi(%y) —Inzaz?

Mais on peut aussi écrire :
Y(u,v) € U 01 f(u,v) = vu’"?

ou :

V(u,v) €U g‘;(ujv) =Inuu’

ce qui est plus surprenant.
On a également :
V(z,y) € RY x RY 01 f(y,2) = wy*™!
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ou encore :
Vi) € BY <R 2 (g,2) = a7 et f(y,2) = o
ainsi que :
V(z,y) € RL xR} 02f(y,2) = Inyy”
ou encore :

V(z,y) € R} x R} of

T afy(y,:v) =Inyy” et f(y,z) =y"

3.3 Fonctions de classe C!
3.3.1 Définition

Soient U un ouvert de RP et f : U — R.
On dit que f est de classe C! sur U si, et seulement si, toutes les dérivées partielles (du premier
ordre) de f sont définies et continues sur U.

3.3.2 Exemples de fonctions de classe C!

e Soient U un ouvert de RP et f: U — R rationnelle.
Les regles de calcul des dérivées (des fonctions d’une seule variable) montrent que les
dérivées partielles du premier ordre de f sont définies sur U et sont encore des fonctions
rationnelles définies sur U donc continues sur U. D’ou f C! sur U.
Ce résultat s’applique en particulier aux fonctions polynomiales.

n(R R
Par exemple, det Ma(R) = est de classe C'.
A detA
R? - R
Soit oyt
e Soit f 4 (z,y) — 2 (z,y) # (0,0)
(0,0) =~ 0

On va montrer que f est de classe C! sur R2.

D’aprés ce qui précede, f est de classe C! sur R?\ {(0,0)}.

Il reste a prouver que les dérivées partielles (du premier ordre) de f existent et sont
continues en (0,0).

Vo € R* f(x,0) = 22

De plus £(0,0) = 0 = 02 donc :

Vr € R f(x,0) = 22

On en déduit 01 f(0,0) = 0 : dérivée de x +— 22 en x = 0.

De méme 0> f(0,0) = 0.

423 (2 + y?) — 2z(2zt + yt) | 220 4 4aPy? — 22y
(22 + 42)2 = (22 + 42)2
25 + 4x?y3 — 2yxt
(22 + 42)?2

V(x,y) € ]R2 \ {(O’O>} 81f(a?,y) =

82f($7 y) -

Soit (z,y) € R2\ {(0,0)}.

Soit 7 = /x? + y2.
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3 R tq {x:rcosﬁ

y =rsinf
O1f(x,y) = O1f(rcosf,rsin@) = 2r(cos® @ + 2 cos? @ sin? § — cos O sin? 0)
Donc :
V(z,y) € R2\ {(0,0)} |01f(z,y)| < 822+ y? triviale pour (z,y) = (0,0).
Donc :

V(z,y) € R? |01 f(z,y)| < 8Va? +y?
Donc 0; f est continue en (0, 0).
Idem pour 05 f.

Finalement, f est bien C' sur R2.

R?2 - R
) -y
e Soit f (x,y)HmSI (z,y) # (0,0)
(0,0) — 0

f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} en tant que fonction rationnelle.
Ve eR f(z,0) ==z
Donc 91 f(0,0) = 1.
Vy €R f(0,y) = —y
Donc d5f(0,0) = —1.
3z2(2? +9%) —2z(2® —y®) (23 + 3zy® + 29%)

R? = =
\V/(l', y) S \ {(07 0)} a1f($, y) (.TQ n yg)g (1‘2 + yg)g
—y(y® + 3yx? + 223)

(22 + 42)2

82f(x7 y) =

Yy € R 01f(0,5) =0 — 0 £ 1 (0,0).
Yy—
y#0

01 f n’est pas continue en (0, 0).

f n’est pas C! sur R2.

3.3.3 Développement limité a I’ordre 1 d’une fonction de classe C!

1. Préliminaire
Soit V' un ouvert de RP contenant (0,...,0) et g: V — R.
Du fait de I’équivalence des normes sur RP :
Il existe ||.|| norme sur R? tq g(h1,...,hy) = o(||(h1,...,hp)l]) ((h1,...,h
<= Pour toute norme ||.|| sur R? on a g(hq,...,hy) = o(||(h1,..., hp)l)
0,...,0))
On écrit alors g(h1,...,hy) = o(hy,..., hy).

2. Théoréme
Soient U un ouvert de R?, f: U — R de classe C! et (ay,...,a,) € U.
On a:

») — (0,...,0))
((hl,...,hp)—>

P
f(a1 +hi,..,ap+ hp) = f(al,. . .,ap) + Zhjajf<a17--~aap) +O(h1,. . .,hp)
j=1

La démonstration de ce résultat n’est pas exigible.
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3.3.4 Lien avec la continuité

Théoréeme
Soit f: U — R de classe C!.
Alors f est continue sur U.
(Découle directement du théoreme précédent)

Bien siir, la réciproque est fausse.

Exemple
R? -+ R
. -y
On reprend la fonction f  (z,y) — P si (z,y) # (0,0)
(0,0) + 0

On a déja vu que f n’est pas de classe C! sur R?.

On va montrer que f est continue sur R2. :

f est continue sur R?\ {(0,0)} en tant que fonction rationnelle.
V(r,0) € R% x R f(rcosf,rsinf) = r(cos®§ — sin® @) donc :

Y(z,y) € R\ {(0,0)} |f(z,y)| < 2v/22 + y? trivial pour (z,y) = (0,0)
Donc :

V(z,y) € R? | f(z,y)| < 21/ + 42 P

(z,9)—(0,0)
On en déduit que f est continue en (0, 0).
Finalement, f est continue sur R2.

3.3.5 Différentielle en un point d’une fonction de classe C'

e Définition
Soient U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C' et a € U.
On appelle différentielle de f au point a 'application linéaire notée df(a) de RP dans R

P
qui associe & h = (h1, ..., hp) vecteur de RP le nombre Z h of Z hi0;f(a
En d’autres termes :

RP —» R
df(a) 5 of
h:(hl,...,hp)H;hia Zhaf
L’image de h = (h1,...,hy) par df( ) est notee df(a).h

p 8f
Vh = (h1,...,hy) € RP df(a).h = Zh@f Zh

e Premiers exemples

R? — R
— Soit f
(z,y,2) =z +2y> + 23
f est C! sur R? car polynomiale et :
V(.Zb',y,Z) € R3 alf(x7y7 Z) =1
82f(90,y, Z) = 4y
05 f(x,y,2) = 32°
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R3 =R
Pour tout (z,y,z) € R3, df(z,y, 2) -

(h1,h2, h3) = by + 4yhg + 32°h3
ie :

V(z,y,2) € R3V(h1, ha, h3) € R® df (2,9, 2).(h1, ha, h3) = h1 + 4yhs + 32%h3

U—1R

a— Ctee R

Toutes les dérivées partielles de f sont définies sur U et sont identiquement nulles sur
U donc continues.

On en déduit que f est de classe C! sur U et que :

Va € U df(a) =0=0gmer)

ou encore :

Vh € RP df(a).h =0 = O

— Soient U un ouvert non vide de R? et f {

e Lien avec les développements limités
Soient f: U — R de classe C' et a € U.
Comme on I’a vu, f posséde un développement limité & I’ordre 1 en a. Il peut s’écrire :
fla+h) = f(a)+df(a).h + o(h)

e Lien avec la dérivée suivant un vecteur
Soient f: U — R de classe C' et a € U.
Pour tout vecteur non nul v de RP, f a une dérivée au point a suivant v et D, f(a) =

df(a).v

En effet f(a + tv) = f(a) + df(a).(tv) + o(tv) = f(a) + tdf(a).v + o(t) et la fonction
t — f(a+tv) est dérivable en t = 0 de dérivée df(a).

e Remarque a propos de la détermination concréte de la différentielle
Soient f: U — R de classe C' et a € U.
Les techniques de calcul de développements limités vues en premiere année restent va-
lables!. II est donc parfois possible d’obtenir directement le développement limité de f
au point a sans en passer par le calcul des dérivées partielles. On aboutit alors & une
expression de la forme :
fla+h) = f(a) + L(h) + o(h) avec L € L(RP,R)
Cette application L est alors nécessairement la différentielle de f au point a.
En effet f(a+ h) = f(a) +df(a).h + o(h).
En faisant la différence, on obtient L(h) — df(a)(h) = o(h).
On fixe alors hg € RP \ {0} et on considere un réel ¢ destiné a tendre vers 0.
L(t ho) — df(a)(tho) = o(t ho)
ce qui donne compte tenu de la linéarité de L et de df(a) :
t L(ho) —tdf(a)(ho) = to(ho) = to(1)
I1 en résulte que le vecteur constant L(hg) —df(a).ho est négligeable devant 1, donc tend
vers 0.
On en déduit L(hg) = df(a).ho, et ce pour tout hy € RP \ {0}.
I1 en résulte que les deux applications linéaires L et df(a) sont égales.

1. méme si leur mise en oeuvre sur des fonctions de plusieurs variables n’est pas toujours facile
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e Autres exemples

— Soit L : RP — R linéaire.

L est de classe C! car elle est polynomiale.
Soit a € RP.

L(a+h) = L(a) + L(h) = L(a) + L(h) + o(h)
D’ou : dL(a) = L

On munit R? de sa structure euclidienne canonique.
RP —» R

Soit f { 9
z |z

f est de classe C! car elle est polynomiale.

Soit a € RP.

VheRP f(a+h) = |a+h|?
= |lall* + 2(alh) + ||A]|?

2(alh) est linéaire en h
|h]|? est négligeable devant h
Donc :

Va € R? df(a) {Rp - R

h s 2(alh)
Plus généralement, soit S € M,(R) une matrice symétrique.

S g
Oll

g est de classe C! car elle est polynomiale.

Soit a € RP.

Vh e RP g(a+h) = (a+h)TS(a+h)
= (a¥ +hT)(Sa+ Sh)
= a"SA+a"Sh+ h"'Sa+ h'Sh

hTSa = (h'Sa)T car les matrices de M;(R) sont toutes symétriques

= a’'STh =a"Sh car S est symétrique
gla+h) = g(a)+2a"Sh+ g(h)
= g(a) +2(Sa)'h+ g(h) = g(a) + 2(Salh) + o(h)

et h — 2a” Sh est linéaire.
Vh € RP |g(h)| = |(h|Sh)| < ||h|| ||Sh|| par Cauchy-Schwarz
vh e re 19
7]

Donc g(h) = o(h)

RP — R
D’ou dg(a) -

h i+ 2aTSh = 2(a|Sh) = 2(Salh)
A titre de comparaison nous allons déterminer dg(a) en revenant a la définition.

<||Sh|| — 0
h—0
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Soit k € {1;...;p}.

p
51,j%;5
=1
Ve €RP g(z) = xz'Sz= (331 acp)
P
2. Sp,jdy
J=1
P D
= Z Z Si’jl‘zl‘]
i=1j=1
, &
= SukTh + D (SkyTrTy T SikTiTk) T D 80T
=1 ik
J#k
g P
87(1’) = 2spptk + Y (kT + 5j025)
Tk i
Gk
p
= 25 pw) + Z(Skﬂ'x]’ + s ;xj) car S est symétrique
j=1
J#k
p
= 2 Z Sk,j L5 = 2(S:c)k
j=1

On a alors pour a € RP :

Vh e RP dg(a)(h) = Y gZ(a)hk =2 (Sa)phy
j=1

= 2(Sa)Th = 24T STh = 24" Sh car S est symétrique

=1

3.3.6 Gradient en un point d’une fonction de classe C!

Dans ce paragraphe, on munit systématiquement R? de sa structure euclidienne canonique.

e Définition
Soient U un ouvert non vide de RP, f : U — R de classe C! et a € U.
On appelle gradient de f au point a, et on note V f(a), le vecteur de R? :

(afmx... af(a)) — (01 f(a).....0p(a))

011 " Oy

e Exemple
R3 — R
Soit f
(x,y,2) = axy +zz+yz
f est de classe C! car polynomiale.
V(z,y,2) €ER® Vf(2,y,2) = (y + 2,2+ 2,2 +y)

e Lien avec la différentielle

Soient U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C! et a € U.
Vh € RP df(a).h = (Vf(a)|h)
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e Lien avec les développements limités
Soient U un ouvert non vide de RP, f : U — R de classe C' et a € U.
Comme on I’'a vu, f posséde un développement limité & I’ordre 1 en a. Il peut s’écrire :

fla+h) = f(a) + (Vf(a)lh) + o(h)

e Remarque a propos de la détermination concréte du gradient
Soient U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C! et a € U.
Les techniques de calcul de développements limités vues en premieére année restent va-
lables. Il est donc parfois possible d’obtenir directement le développement limité de f
au point a sans en passer par le calcul des dérivées partielles. On aboutit alors & une
expression de la forme :
fla+h)= f(a)+ (V]h) + o(h) avec V vecteur de RP.
Ce vecteur V est alors nécessairement le gradient de f au point a.
En effet f(a+ h) = f(a) + (Vf(a)|h) + o(h).
En faisant la différence, on obtient (V|h) — (V f(a)|h) = o(h).
On fixe alors hg € RP\ {0} et on considére un réel ¢ destiné a tendre vers 0.
(V =V f(a)|thyg) = ot ho)
ce qui donne :
LV = Vf()lho) = to(he) = to(1)
Il en résulte que le nombre constant (V — V f(a)|hg) est négligeable devant 1, donc tend
vers 0.
On en déduit (V — Vf(a)|hg) =0, et ce pour tout hg € RP \ {0}.
Il en résulte que les vecteurs V et V f(a) sont égaux.

e Exemples

a1 [F 3,

z ||z

f est de classe C! car elle est polynomiale.
Soit a € RP.
fla+h) = f(a) + (2alh) + o(h)
Donc V f(a) = 2a.
Plus généralement, soit S € M,(R) une matrice symétrique.

Soit RP - R
ol
g r— 2l Sz

g est de classe C! car elle est polynomiale.
Soit a € RP.
gla+h) = g(a) + (2Salh) + o(h)
Donc Vg(a) = 2Sa.
e Interprétation géométrique
Soient U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C! et a € U.
On suppose V f(a) # 0.
Soit v un vecteur unitaire de RP.
D, f(a) = df(a).v = (V f(a)|v)
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|IDyf(a)] < |IVf(a)|l x |lv|| = ||V f(a)| avec égalité si, et seulement si, V f(a) et v sont
colinéaires et de méme sens.
Vf(a) est colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale,
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et de méme sens.

3.4 Opérations algébriques sur les applications de classe C!
3.4.1 Combinaisons linéaires

Soient U un ouvert non vide de RP, f et g: U — R de classe C' et X et € R.
Alors Af + g (U — R) est de classe C! et on a :
Va e UVie{1;...;p} 0;(Af + pg)(a) = A9, f(a) + noig(a)
ou avec des notations différentes :

.y O+ pg) g
VaeUVie{l;...;p} oz, (a) = )\axl()—i—uaxi(a)
ou, ce qui revient au méme :

Va € U d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a)

De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :
Va € U V(Af + pg)(a) = AV f(a) + pVg(a)

ou, ce qui revient au méme :

V(Af +ug) = AVf +pVg

Démonstration

Les dérivées partielles du premier ordre étant en fait des dérivées de fonctions d’une seule va-
riable réelle, le cours sur la dérivation des fonctions d’une variable réelle permet d’affirmer que
toutes les dérivées partielles du premier ordre de Af + pg sont définies sur U et que :

Ya e U Vie {1;. }W(a)kga‘i(wrugg()

De plus, une combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue donc les dé-

rivées partielles du premier ordre de Af + g sont continues sur U ie : Af + ug est de classe C!
sur U.

On a alors :
Ya € UVh = (hy,...,hy) € R? d(\f + pg)(a).h = Xp:th(a)

=1 1
P of dg

= hi { A5 (a) + p5—(a)
; ( Ox; 8:& >

_ v of

= /\]z:lhza

= Adf(a).h+ pdg(a )h

D'ou :
Va € U d(Af + ug)(a) = Adf(a) + pdg(a)

Les autres relations s’en déduisent immeédiatement.

Corollaire

L’ensemble des applications de classe C! de U dans R est un sev de F(U, R) donc en particulier
un R ev.

On le note C*(U,R) ou CL(U).
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3.4.2 Produit

Soient U un ouvert non vide de R?, f et g : U — R de classe C'.
Alors fg est de classe C' sur U et on a :

Va € UVie€ {1;...;p} 0i(fg)(a) = 0if(a).g(a) + f(a).0ig(a)
ou avec des notations différentes :

VaeUVie{l;...;p} 8((;;9)

ou, ce qui revient au méme :

Va € U d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)d(a)

De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :
Va € U V(fg)(a) = g(a).Vf(a)+ f(a).Vg(a)

ou, ce qui revient au méme :

V(fg) =9.Vf+ fVg

(@) = 52 @-gl0) + 1(@)

Jg

(@)

3.4.3 Inverse

Soit U un ouvert non vide de R? et f : U — R de classe C' ne s’annulant pas.

1
Alors = est de classe C! sur U et on a :

1 1
Yae UVie{l;...; 8Z<> a)=—=0;f(a
Wi 0 (5 ) (@) =~ g0 (@)
ou avec des notations différentes :
a(1/f) 1 of

; ;... =—
VaeUVie{l;...;p} oz, (a) Fa) o, (a)
ou, ce qui revient au méme :

Va €U d (}) (a) = f(i)Qdf(a)

De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :

VaecUV (}) (a) = —f(‘;)ﬂf(a)

ou, ce qui revient au méme :

SUR

3.4.4 Quotient

Soit U un ouvert non vide de RP, f : U — R de classe C'.
Soit ¢ : U — R de classe C' ne s’annulant pas.

Alors i est de classe C! sur U et on a :

VacUVYie{l;...;p} & (g) (a) = 9if(a)-g(a) = f(a).dig(a)

g(a)?
ou avec des notations différentes :
of dg
‘ A, g(a)afxi(a) — f(a) o1, (a)
VaeUVie{l;...;p} oz, (a) = POE

ou, ce qui revient au méme :

vaeUd (1) (@) = oz (o(a)dfl0) ~ fla)dg(@)
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De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :

f = L a a) — a a
raevv(y) €)= iz (0)71(e) = F0 Vo)
ou, ce quil revient au meme :

v (ﬁ) ~ 5 @VS — V)

3.5 Fonctions de classe C' et composition

3.5.1 Dérivation d’une fonction de la forme t — f(x(t),...,z,(t))
Soient U un ouvert non vide de RP et f: U — R de classe C'.
Soient I un intervalle non trivial de R et x1,...,x, p fonctions de classe C! de I dans R avec :
Vt eI (z1(t),...,xp(t)) € U.
I—-R 1
Alors 1 est de classe C* sur [ et on a :
t f(@a(t), ..., zp(t))
P P
vie T (t) = zi()dif(z1(t), ... Z 81: -5 Tp(t))
=1 =1 %
: . I—RP L .
Si on note ¢ l'application , on peut écrire la formule précédente sous
t = (z1(t),...,2p(1))

la forme :

vt e I4/(t) = df(e(t)¢'(t)

Si de plus on munit R? de sa structure euclidienne canonique, on a aussi :

Ve e IY/(t) = (Vf(e®)l¢'(t))

Exemple
_ R? — R R? — R

Soient f ) 5
(z,y) — x* + 2y + 3y t— (t°,t%)

f est C! sur R? car polynomiale.

V(z,y) € R? 01 f(z,y) =2 +y et Oof(x,y) =2+3

@ est C! sur R.

Donc 9 = fopest Cl sur R et on a:

VieRY'(t) = 2t (2624 t1) + 413 (12 + 3)
= 2083(24+1%) +43(t* + 3)
= 26324+ + 2t 4+ 6)
= 263(3t* +8)

Démonstration

Soit t € I.

¢ est de classe C! sur I, car ses coordonnées le sont, donc ¢ est dérivable en ¢ et il existe
€1:1—t—RPtq:

Vhel—tpt+h)=wp(t)+he'(t)+ hei(h)

avec €1(h) — Ogrp.

f est de classe C! sur U donc il existe e3 : U — ¢(t) — R tq :
VE €U —p(t) f(p(t) +F) = fp) + df (p(t) -k + [ e2(k)
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avec €z (k) — 0.

On a alors :

Vhel—tflpt+h) = [flot)+he'(t)+he(h))
= fle(t) +df (p(t).(hg'(t) + her(h)) + [[hg'(t) + her () |, e2(he' (t) + her (h))

D’ou :

Vh € I—t (t+h) = p(t)+h.df (p(t)).¢' (t)+h.df (o(t))-e1(h)+|R|. | () + €1 (h)|, -e2(he (t)+he1 (R))

df (¢(t)).€1(h) — 0 (une application linéaire de RP dans R est continue)
—>
I¢(0) +er(B)ll; — (0,
h¢'(t) + her(h) — 0 donc ea(h¢'(t) + hei(h)) — 0 (limites des fonctions composées)
— —
On en déduit :
l"(t) + ex(R)ll; -e2(he’(2) + her(h)) —— 0

Dot : ¢p(t + h) = ¥(t) + hdf(o(t))-¢'(t )+0(h)
On en déduit que w est derlvable en t et que :

P'(t) = df (¢ Z it (1))
On a donc : derlvable sur I et :
vte Iy'(t Z oh(t (t))

Les theoremes sur les fonctlons continues permettent alors de dire que 1’ est continue sur 1.
D’ou le résultat.

Remarque

Soient I un intervalle non trivial de R et ¢ : I — R de classe C'.

Soient U un ouvert non vide de RP et f : U — R de classe C* tq f(U) C I.
Alors g = po f est de classe C! sur U et on a :

Va € UVi€ {1;...;p} 0ig(a) = 0;f(a).¢'(f(a))

ou avec d’autres notatiogs : of

. g /

1;...;

Va € Ui € {Ii..ip} 5 (a) = 57 (a)/(/(a)
(Méme démarche qu’au 4.3)
ou, ce qui revient au méme :
Va € U dg(a) = ¢'(f(a)).df(a)
De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :
Va € U Vg(a) = ¢'(f(a)).V f(a)

ou, ce qui revient au méme :

Vg=¢' o fVf
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3.5.2 Exemple d’application : caractérisation des fonctions constantes

Soit U un ouvert convexe de RP.
Soit f: U — R de classe C'.

[ est constante <= Va € U df(a) = Ogme r)

< VYaeUVie][l;p] 0if(a)=0

< VaeUViel[l;p] gi(a):O

<= Va €U Vf(a) =O0rpe si R” est muni de sa structure euclidienne canonique
Démonstration

e — : trivial
e — : Soientaet beU.
U est convexe donc :
Vie [0;1] p(t) =1 —t)a+tbe U
Donc 1 = f o ¢ est définie sur [0; 1], de classe C! sur [0;1] et :
vt € [0:1] /(t) = df(p(t) (/1)) = O
D’apres le cours sur les fonctions d’une seule variable, 1) est constante.
En particulier ¢(0) = ¢(1) ie f(a) = f(b).

f est bien constante.

Généralisations
U étoilé, connexe par arcs.

Contrexemple

Soit U = Uy U U; avec Uy = B(Ogro, 1, ||.||5) et Uz = B((10,...,10),1,].[5)-

d(0,(10,...,10)) = VIO X p = 10,/p > 10 > 1 + 1 = 2 donc U; N Uy = 0
U—R

fex—0siz€elU; nlest pas constante mais :

rx—1sixz el
Va € Udf(a) =0
On observera qu’un tel phénomene se produit déja pour les fonctions d’une seule variable.

3.5.3 Exemple
Exercice 1 (Centrale 2019)

f(z,y) = arctan (x) 4 arctan (y) — arctan ({B +y )

1. Montrer que le domaine de définition, noté D de f est la réunion de trois ouverts de R2.
2. Montrer que f est C! sur D.
3. Simplifiez 'expression de f.

4. Voyez-vous une autre fagon de simplifier f 7
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3.5.4 Dérivées partielles d’une fonction de la forme (u,...,u,) = f(zi(ur,...,un), ..., zp(ul,...

Soit U un ouvert non vide de R™.

Soit V un ouvert non vide de RP.

VR
Soit f - de classe C!.

(1,...,xp) — fla1,...,2p)

U—R

ULy ooy Up) = Ti(UL, .oy Up)
Mathématiquement parlant, il n’est pas absolument rigoureux de noter de la méme facon, par
x;, une variable et une fonction mais multiplier les notations a aussi ses inconvénients.

On suppose : V(u1,...,up) € U (z1(ut, ..., up), ..., zp(ut,...,up)) € V.

Pour tout i € [1;n], soit x; { de classe C!.

U—R
Alors h{ - est de classe C! sur U et on a :
(Ut ... un) = flei(ur, ... upn), .., zp(ut, ..., Uy
Va = (a1,...,a,) € UVie [1;n]
oh oh
auz.(a) = o (a1,...,an)
P af ox;
= a—:ﬁl al,...,an),...,:pp(al,...,an))auZ(al,...,an)

Ces formules sont connues sous le nom de "régle de la chaine” et peuvent étre abrégées en :

Z of Ox;

Va=(ay,...,an) €UVi € [lin
a=(ay,...,ap) €UVie] . B, Oug

87%
Elles peuvent étre écrites également avec ’autre notation pour les dérivées partielles :

Va = (a1,...,an) € U Vi€ [1;n]
Oih(a) = 0ih(ay,ay)

P
= Zﬁjf(xl(al, ces )y xplat, .. an))0ix(an, ... ap)
abrégées en :

p
Vi € [[1;71]] o;h = Z@,f&xj
j=1

Démonstration

Il s’agit d’établir que les dérivées partielles de h sont définies et continues sur V.

Pour ce faire, on fixe toutes les variables sauf une. Cela nous rameéne au probleme étudié en
3.5.1.

On peut donc dire que les dérivées partielles de h sont définies sur V' et qu’elles sont données
par les formules précédentes.

Les théoremes sur les fonctions continues permettent alors d’affirmer que toutes les dérivées
partielles de h sont continues sur V.

D’ott h C! sur V.
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3.6 Cas particulier des coordonnées polaires

Je cite le programme :
Les étudiants doivent connaitre le cas particulier des coordonnées polaires.
R? (pour simplifier) — R
Soit f { (p p )
(@,y) = f(2,y)
_ R? (pour simplifier) — R?
Soit ¢ ’
(r,0) — (rcosf,rsinf)

de classe C!.

, RZ SR
Soit g = fop _
(r,0) — f(rcos@,rsinf)
Par contre dans l'autre sens : f(z,y) en fonction de g(r,#), c’est plus compliqué.
Onag=fopdol f=goy ! mais v n’est pas une bijection.
g est C' par composition et :

Y(r,0) € R? @(r, g) = cos 9%(7’ cos B, rsinf) + sin Hg(r cosf,rsinf)

or Or oy
(;‘Z(r, ) = —rsin Hg‘i(r cos @, rsinf) + rcos 9(3“5(7" cos @, rsin )
En physique, on écrit :
99 of  of
a0~ Yo "oy
09 _ o of
or ox y

Exemple d’application
Soit a résoudre sur U = R% x R, I'équation aux dérivées partielles

of af

1 _— = _— =

(1) oy Yor 7
On cherche en fait les fonctions f de classe C! sur I'ouvert U = R% x R telles que :
V(.’I},y) elU xgi(xvy> - ygi(may) - f(xvy)
Soit f € C}(R% x R,R).
Soit & V=Rix|-7n/2;7/2[= U

(r,0) — (rcos@,rsinf)
U—-=V

® est une bijection de classe C' de V sur U et &1 est de

(x,y) — (\/:1:2 + y2, arctan (y))
x

classe C!.

On pose g = fo ®.

Il est important que ® soit une bijection, de classe C! ainsi que sa bijection réciproque, pour

pouvoir passer de f a g et réciproquement :

g=fod <= f=god!

of

0
f solution de (1) <= V(z,y) €U :L"az(%,y) - y%(x,y) = f(z,y)

= VY(r) eV rcos&?i(rcos@,rsin@) - rsinH%(rcos@,rsin@) = f(rcosf,rsinf)
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car (V) =U :
e — utilise ®(V) C U
e < utilise U C ®(V)

f solution de (1) <= VY(r,0) eV gg(r, 0) = g(r,0)

= Vr>0 gg(r, .) est solution sur | — 7/2; /2 de 'EDO 2’ = 2
— Jp1 € C'(R},R) tq V(r,0) € RE x] — 7/2;7/2[ g(r,0) = @1 (r) e
= 3p e CUR}LR) tq V(z,y) € R} X R f(z,y) = p(a? +y?) etan /)

(e(t) = p1(V1))

Soit maintenant & résoudre sur W = R?, I’équation aux dérivées partielles

of  af

(1) 5587/ Yor = f

Soit f € CL(R?,R).

2 2
Soit 1 R R

(r,0) — (rcos@,rsinf)
g = for1 est C! sur R
f solution de (1) += V(z,y) € R? ng(m,y) — ygi(aﬂ,y) = f(z,y)
Y
2 of : _Of : .
<~ V(r,0)eR rcos&a—y(rcose,rsm@ - rsmﬁ%(rcos&rsme) = f(rcosf,rsinf)

(car ¥(R?) = R?)
— VY(r,0) € R? gg(r,ﬁ) =g(r,0)
Mais 0 — g(r,0) est 2w-périodique.
La seule solution de 2’ = z qui est périodique est z = 0 donc :
f solution de (1) <= VY(r,0) € R? g(r,0) =0
<= fot =0 sur R
<« f=0sur ¢(R? =R?

4 Dérivées partielles d’ordre deux

4.1 Définitions

Soient U un ouvert non vide de RP et f : (z1,...,2p) — f(z1,...,2p) une fonction de U
dans R.
On suppose que toutes les dérivées partielles du premier ordre de f sont définies? sur U.
Les dérivées partielles du second ordre de f sont simplement les dérivées partielles (du premier
ordre) des dérivées partielles du premier ordre de f.
Soit (4,7) € [1;p]?*

La j®®me dérivée partielle, si elle existe, de est notée

8xi

2. en pratique, f sera supposée de classe C*
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o C
* Gon 17
10L5
2
* g;;sij—i

)

4.2 Fonctions de classe C?

Soient U un ouvert non vide de RP et f une fonction de U dans R.
On dit que f est de classe C? sur U si, et seulement si, toutes les dérivées partielles d’ordre deux
de f sont définies et continues sur U.
Il revient au méme de dire que f est de classe C2 sur U si, et seulement si, toutes les dérivées
partielles du premier ordre de f sont définies et de classe C! sur U.

4.3 Théoréme de Schwarz

U—-R

(@1,...,2p) = fla1,...,2p)

Soient U un ouvert non vide de R? et f { de classe C2.

’f _ 9f
.. . 2 —
V(%]) € Hl’p]] 8x]8$1 N a'lhamj

ie : pour une fonction de classe C2, ordre des dérivations partielles n’a pas d’importance.

La démonstration de ce théoréme est hors-programme.

4.4 Un exemple d’équation aux dérivées partielles

On se donne a, b et ¢ 3 réels non tous nuls.
On considéere I'équation aux dérivées partielles

2 2 2
8f+b8f +caf

@ or2 oxdy  Oy? =0

(E)

ot f € C?(R? R) est I'inconnue.
U=+ oy

2
oot By (o, B) ER* a # B.

Montrer que le choix judicieux de « et de [ rameéne la résolution de (E) & la résolution d’une
des trois équations aux dérivées partielles suivantes :

On effectue le changement de variables {

82g 82g 829

1 = 2) — =0 3)=—5+—=-—5=0
(1) Oudv 2) ou? ) ou? * ov?
Résoudre (1) et (2).

_ {R2 — R2
Soit

(z,y) = (z + ay,z + By)

¢ est linéaire donc de classe C2.
det p = det Matognp = i g =F—-a#0
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Donc ¢ est bijective.

1 2 . s 1
@~ " étant linéaire, ¢

est de classe C2.

Soit f : R? — R de classe C? quelconque.

On pose g = f o p~! de sorte que f = g o ¢, ou plus rigoureusement :

V(z,y) € R? f(z,y) = g(z + ay,z + By).
D’apres la regle de la chaine :

Bl 0g Ou 0Og Ov 8g+8g
Ox Oudr ' v dr Ou O
ce qui devrait s’écrire en toute rigueur :
of dg dg
2 _ 99 9
V(z,y) €R" = (z,y) = 5 (¢ +ay,z + By) + 57 (¢ + ay, z + By)
(lf _ 0Og ou 8901}_ g 57
oy 8u dy | Ov dy
o)L
0x2 0z \ Oz Oxr \Ou Ov
B 8((‘3g+8g> ou 8(89 8g> ov
 Ou\Ou Ov/)oxr Ov\ou Ov) ox
0%g 0%g 9%
- T+28uav+ﬁ
o a( )
oxzdy 0
0 8 89 dg
2g 2
_ °g «9
- +ﬁ8u8 ayaﬁﬁ
5‘29 &g 0%
= aa + (a+ ) 900 +Bw
0% f 0 dg dg
o = o oGt
a2 (a0 89) 2 (a2 1 42)
= ap (8 +852) + 55 (a2 45
_ P, 0% 50%
- oo )*ﬁ( )
_ 79 &g 20
D R . el =
On en déduit :
A N e O O
ag- 2+b8xay+ca—y2 (a—l—ba—i—ca)au (2a+b(a+5)+2ca[3) sua0 T
Donc :
f solution de (E) < P( )@+(2 +b(a + B) + 2cap) g + (5)@
solution de )5 a « caf) oo 902
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avec P(X) = a+bX + cX?
On suppose ¢ # 0.
A = b? — 4ac.

Premier cas : b> — 4ac > 0
P posséde deux racines réelles distinctes : r1 et 9.
On prend a =ry et B =19 (ou =1y et §=11).

b dac — b?
2a+b(a+ﬁ)+20aﬁ:2a+b<—6)—1—202:acc7&0

Donc :
f solution de (E) <= g solution de (1) sur R?
— J(g1,92) € CQ(R,R) tq V(u,v) € R? g(u,v) = g1(u) + g2(v)
= 3g1,92) € C*(R,R) tq ¥(z,y) € R? f(z,y) = g1(z + 11y) + g2(x + 12)

Deuxiéme cas : b> — 4ac =0
P a une racine réelle double : rg.
On prend 8 =rg et a # .

20+ b(a+ B) +2caf = 2a+bp+ a(2¢8+b)
= 2a+bB3+ a.P(B)=2a+03
b) _ dac — b? _

= 2 bl[—)=—=0
@t <20 2c

Donc :

f solution de (E) <= g solution de (2) sur R?
— 3(g1,92) € C}(R,R) tq V(u,v) € R? g(u,v) = u.g1(v) + g2(v)
— 3(g1,92) € C](R,R) tq V(z,y) € R? f(z,y) = (z + ay)gi(z + By) + g2(z + By)
Troisiéme cas : b*> — 4ac < 0
On cherche (o, 3) € R? tq a # B, P(a) = P(B) et 2a + b(a + B) + 2caf = 0 ie :
c(B? = a®) +b( —a) =0
{2a+ blaw+ B) + 2caf =0

b
C(BQ—aQ)—f—b(B—a):O C“"i‘/B—_E (O‘?éﬁ)
. — 1 b2 b2 — 2ac
2a 4+ b(a+ B) + 2caff =0 af=——|{2a——| =
2c c 2c2
Donc, « et 5 sont racines (si ils existent) de :
9 b b2 — 2ac
2?4+ -z4+—0— =0
c 2c2
A:g—Q.bQ —22ac _ 4a62—b2 50
c c c
On prend alors « et 8 racines distinctes de cette équation.
On a alors : o o
f solution de (F) <~ a—u‘g + BTJg =0 ie Ag = 0 sur R?

On peut diviser par P(«) car P ne s’annule pas sur R
p p p
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On suppose ¢ =0 et a # 0.

. ~[R2 =R
Soit f
(X,Y) = f(Y, X)
, *f  f Pf
f solution de (E) <— Co%? +b8X8Y —|—aaY2 =0
On est ramené a la situation précédente.
Il reste le cas a = ¢ = 0.
Alors b # 0 t(E)<:>82f 0
ors e =
0xdy
4.5 Un exemple d’équation aux dérivées partielles
Y2
Soit D = {(:p,y) eR?tq x> 2}.
Déterminer toutes les fonctions f € C?(D,R) telles que
0% f 0*f  0°f
2(y? —x) =% +2 % — (Y —2)=0
(" —a) 55 +2 ouoy 3 (y° — )
— 2 2
On pourra utiliser le changement de variables : {x —uttv
y=u+v
Correction
- 9 R? — R
D est bien un ouvert : D = {(x,y) € R* tq k(x,y) > 0} avec k
continue.
2.0
1.5}
1.0}
0.5¢
0.0t
—0.5}
—-1.0}
-1.5}
-2.0 L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Si (u,v) € R? a-t-on (u? + v}, u+v)€D?

2 1 1
u2+v2—(uzv) = 5(2u2+2v2—uz—2uv—vz):§(1L2—i-1)2—2uv)
1
= §(u—v)2

On introduit donc A = {(u,v) € R? tq u # v} ouvert de R2,

1.0
A,

0.0}

A,

~19% ~05 0.0 0.5 1.0

A—=D

(4, 0) = (2,9) = (u® + 02, u+ ) . S’agit-il d’une bijection ?
u,v — r,Yy) = (u V4 U v

On peut définir ¢ {
Soit (x,y) € D.

{u2+v2:x {(u+v)2—2uv:x
=

utv=y ut+v=y
u+v=y
= v2 —
uv =
2
y’ —a
<= wu et v racines de X% — yX + 5

Le discriminant de ce polynéme vaut :
2

2 _
y2—4 (Y 5 x)=y2—2(y2—x)=2x—y2:2<x—y2> >0

Il a donc deux racines distinctes.

Ay — D
On en déduit que ¥ ! 5 5 est une bijection et que
(u,0) = () = (2 + 0%, u+v)
D — Al
(U Y+ V2 —y? y— 2z —y?
(z,y) — 5 ; 5
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Y et 1 sont C*.

Soit f {D — R de classe C2.
(z,y) = flz,y)
Soit ngO@D{(Aul’;}IE fu? + v u+v)
g est C2.
A
% _ 202;+g§
2
- 22;: +2u <2u§i§ * 8(1252) " Quﬁajgy " ?;y];
= zgi + 4u? gi{ + 4u88;gy + ZZJ;

_ ol (), 0 (20)
duov  “"ou \ oz ou \ Jy

0% f 0% f 0% f 0% f
- 2|22l 2 v
v < Y a2 + Oxdy + u@x@y + Oy?
0’ f o’f  O%f
= duv—= +2 —
U oe2 +2u+t ”)axay + Oy?

On reconnait les coefficients 4uv = 2(y? — x) et 2(u + v) = 2y.

: 0?
f solution <= VY(u,v) € A; auav(u,v) = 2uv
= 3C; € C'(R,R) tq V(u,v) € Ay gz(u, v) = u?v + Oy (v)

(' est définie sur R car v prend toutes les valeurs réelles, on fait attention a la classe et on
remarque qu’a v fixé, u décrit un intervalle.

2,02

f solution <= 3(Cy,C3) € C3(R,R)? tq Y(u,v) € Ay g(u,v) = UT + Ca(v) + C3(u)
Finalement, les solutions de 'EDP sont les fonctions :
D—R
@) L A4 V) + Bl - V)

8

avec A et B € C*(R,R) quelconques.

4.6 Laplacien en coordonnées cylindriques

Exercice 2 (X 2019)
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de classe C2.
(z,y,2) = f(z,y,2)

: R* x R? — R?
Soit ¢
(r,0,2) — (rcos(0),rsin (), 2)
Soit F'= f o .
Exprimez le laplacien de f a ’aide des dérivées partielles de F'.

Soit f {RS \ {(07072)72 < R} SR

4.7 Matrice hessienne

Soit U un ouvert non vide de R?, a € U et f : U — RP de classe C2.
On appelle matrice hessienne de f au point a la matrice :

i 82f
Hf(a) - (axiaxj (G)> 1<i,j<p

D’apres le théoreme de Schwarz, c’est une matrice symétrique.

4.8 Formule de Taylor a 'ordre 2

Soit U un ouvert non vide de R?, a € U et f : U — RP de classe C2.
Flath) = f(@)+ V@) ht b Hy(a)h+o [?)
1
= f(a)+ (V@) | h)+ 5 (Hf(@h | h)+o(|Ih]?)

ol ||.|| est la norme euclidienne canonique (mais on pourrait la remplacer par n’importe quelle
norme au vu de leur équivalence).
La démonstration est hors-programme.

5 Extrema d’une fonction de R? dans R

5.1 Définition des extrema locaux

Soit U un ouvert de RP.
Soient f: U - RetaeU.
On dit que f présente un minimum local en a si, et seulement si, il existe ||.|| norme sur R? et
r>0tq:

i B(a,r)CcU
ii Vo € B(a,r) f(z) > f(a)
On peut montrer avec I’équivalence des normes dans R? :
f présente un minimum local en a <= pour toute norme ||.|| sur R?, il existe r > 0 tq :

i Bla,7)CU
ii Vo € B(a,r) f(z) > f(a)

On dit que f présente un minimum local strict en a si, et seulement si, il existe ||.|| norme sur
RPetr>0tq:

i Bla,7)CU
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ii Vo € B(a,r)\ {a} f(x) > f(a)
On peut montrer :
f présente un minimum local strict en a <= pour toute norme ||.|| sur R?, il existe r > 0 tq :

i B(a,r)CcU
ii Vo € B(a,r)\ {a} f(z) > f(a)

On définit de méme les notions de maximum local (éventuellement strict) et d’extremum local
(éventuellement strict).

L’emploi de la la norme euclidienne canonique est plus intuitif, mais la norme ||.|| , peut s’avérer
commode d’utilisation.

5.2 Définition des extrema globaux

Soit A une partie non vide de RP sans qualité particuliére ie ce n’est a priori ni un ouvert,
ni un fermé...
Soient f: A—>Retac A.
On dit que f présente un minimum global en a si, et seulement si, pour tout « dans A f(z) > f(a)
On dit que f présente un minimum global strict en a si, et seulement si, pour tout = dans A et
différent de a f(z) > f(a)
On définit de méme les notions de maximum global (éventuellement strict) et d’extremum global
(éventuellement strict).

On notera qu’un extremum global n’est pas forcément un extremum local.

5.3 Conditions nécessaires du premier ordre pour les extrema locaux

Théoréme
Soit U un ouvert non vide de RP.
Soient f: U — R de classe C' et a € U.
Si f présente un extremum local en a alors on a :

0
Vi € 1.0} Bif(0) = 5(a) =0
ou ce qui revient au méme Ld fla)=0

De plus, si RP est muni de sa structure euclidienne canonique on a :

Vf(a)=0

Démonstration

On note a = (a1, ..., ap) et on suppose qu'il s’agit d’'un maximum local.
dr >0 tq

iJar—rar+r[x---Xla, —riap+r[CU
ii Vo €la; —rya1 +r[x - x]ap —ra, + 7] f(z) < f(a)
lai —rya; + r[— R

Soient alors i € {1;...;p} et ¢; {
t— f(al, .. .,ai,l,t, Qigly .- - ,ap)

; est de classe Cloet :

Vt €la; —rya; +r[ 0i(t) < fla) = pia;)
I1 résulte de ’étude des fonctions d’une variable :
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of
&%i

wi(a;) =0 ie (a)=0
Remarque
La condition df(a) = 0 est nécessaire mais n’est pas suffisante.
R? - R
Par exemple, soit f {
(z,y) = zy

f est de classe C! sur R? car polynomiale et on a :

Y y) e R Loy =yt Ly =a

Ox dy
of of

Donc %(0,0) = a—y(0,0) =0

Pourtant f n’a pas d’extremum local en (0, 0).
En effet f(0,0) = 0 et pour tout r > 0, il y a dans | — r;r[x] — r;r[ des couples (z,y) tels que
xy > 0 et des couples (z,y) tels que zy < 0.

5.4 Points critiques

Soit U un ouvert non vide de R?.
Soit f: U — R de classe C'.
On appelle point critique de f tout élément a de U tel que df(a) = 0.

5.5 Condition suffisante du second ordre

Soit U un ouvert non vide de RP, f : U — R de classe C2.
Soit a un point critique de f.
Si Hy(a) € S;f T (R) alors f présente un minimum local strict en a.
Si —Hy(a) € S, *(R) alors f présente un maximum local strict en a.

Démonstration

On suppose Hy(a) € ST (R).

Soient A\; < -+ < A, les valeurs propres comptées avec leurs multiplicités de Hy(a), ce sont des
nombres strictement positifs.

Il existe (e1,...,€,) une BON de RP? telle que :

Vi€ [1;p] Hy(a)e; = Nie;

La formule de Taylor-Young donne :

Flath) = (@) + (V5(a) | B) + 5 (HF(a)h | B) +o (1))

mais a est un point critique de f donc Vf(a) =0 et :
Flath) = f(a)+ 3 (HF@h | 1)+ o ([1]?)

Soit ¢ = % >0

In > 0tq Bla,n) C U et :
vh & BO.0) |fa+ )~ (o)
Soit h € B(0,n)

1

— S (Hf(@)h| h)‘ <6 n?
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p
Ahi,. . hy) ta b= hie;
=1

flath) > fla)+ 5 (HF(@h | h)~ 5]
> f(a)+ % (Zz: hiH(a)e; | Zz:hm) — & |h|?
> f(a)+ % (Zil hidie; | ihiﬁz) — & |h|?
> fla)+ % é)\ih? — & |h||* expression du produit scalaire en BON
> S+ YonE = o I
> fla)+ 5L Il

> f(a) avec égalité si, et seulement si h =0

Donc f présente bien un minimum local strict en a.

On suppose —Hy(a) € 5,7 T (R).
H_y(a) = —Hg(a) € S§ *(R) donc —f présente un minimum local strict en a.
On en déduit que f présente un maximum local strict en a.

5.6 Condition nécessaire du second ordre

Soit U un ouvert non vide de RP, f : U — R de classe C2.
Soit a un point critique de f.
Si f présente un minimum local en a alors Hy(a) € Sy (R).
Si f présente un maximum local en a alors —Hy(a) € S, (R).

Démonstration
On suppose que f présente un minimum local en a.

36 > 0 tq Yh € B(0,9) f(a+ h) > f(a)
a est alors un point critique de f donc Vf(a) =0 et :
1
Ja+h) = f(a) + 5 (Hf(@h | h)+o(|In]*)
On fixe h € RP\ {0}.
2
flatth) = f(a)+ S (Hf(@)h | h) +o()

Dmmf@+¢2_fW)—;(Hﬂ@h\m+ouy;7;(Hﬂ@h|m

Mais f présente un minimum local en a donc :
)
WG] [f@+ﬁ02f@)

Bl iR
Done (H f(a)h | ) = 2lim f(a+t;z2? — f(a)

Donc Hy(a) € S (R).

>0
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On suppose que f présente un maximum local en a.

—f présente un minimum local en a donc —Hy(a) = H_f(a) € S (R).

5.7 Cas particulier des fonctions de deux variables

Soit U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C2.
Soit a un point critique de f.

Soit t = &(a) + 82—f(a) la trace de la matrice hessienne de f en a
- Ox2 Oy '
N *f N
Soit d = @(G)GT/Q(G) ~\ azoy (a) ]| son déterminant.

Sid>0ett>0alors f présente un minimum local strict en a.
Sid>0ett<0alors f présente un maximum local strict en a.
Si f présente un minimum local en @ alors d > 0 et t > 0.

Si f présente un maximum local en a alors d > 0 et t < 0.
Démonstration

Dans toute la démonstration, on note A\; < Ay les deux valeurs propres de la matrice symétrique
réelle Hy(a).
Onad= MM ett=MA + Ao
e On suppose d >0 et t > 0.
d > 0 donc A\; et A2 sont non nulles et de méme signe.
t >0 donc A; et Ay sont strictement positives et Hy(a) € SF+(R).
D’apres ce qui précede, f présente un minimum local strict en a.
e On suppose d >0 et t <O0.
d > 0 donc A\; et A2 sont non nulles et de méme signe.
t < 0 donc A; et Ay sont strictement négatives et —Hy(a) € S+ (R). D’aprés ce qui
précede, f présente un maximum local strict en a.
e On suppose que f présente un minimum local en a.
D’aprés ce qui précede, Hy(a) € S (R).
On en déduit que A\; et Ao € RT.
Doud>0ett>0.
e On suppose que f présente un maximum local en a.
D’aprés ce qui préceéde, —Hy(a) € S (R).
On en déduit que —\; et =Xy € RT.
Donc A et Ag € R™.
Doud>0ett<0.
5.8 Exemples
2
e Extrema locaux de f {R R
(,y) = 22 + 9% + 23

f est C*™ sur R? car polynomiale.
V(z,y) € R* 91 f(z,y) =22+ 32°  Dof(2,y) =2y

2 =0
(z,y) point critique <= {;( +O3m) < (z,y) = (0,0) ou (—2/3,0)
y =
0 f
V(z,y) € R? w(w,y) =2+ 6x
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0% f
Tyg(‘xay> =2
0% f
0xdy
0)

Etude de (0,
£(0,0)=0

0’ f 0% f

—5(0,0) = =—5(0,0) =2 et
al’Q( ) ) ayQ( ) ) €
Doncd=4>0et s=4>0.
Donc f présente un minimum local strict en (0, 0).

f(z,0) = 2% + 23 0 ™ donc ce n’est pas un minimum global.
Tr—r—00

V(z,y) € R?

V(z,y) € R?

(xay) =0

0% f
oxdy

(0,0)=0

Etude de (—2/3,0)
% f

27 J — _
V(z,y) e R 2255;( 2/3,0) 2
V(z,y) € R? o2 (r,y) =2
0% f
R2 =
V(z,y) € 900y (z,y) =0

d < 0 donc f ne présente pas d’extremum local en (—2/3,0).

e Centrale 2003, planche compléte
Justifier ’existence et les valeurs des extrema des fonctions suivantes :

— flz,y) = V1 — 422 — y?
— g(z,y) = zy*/1— a2 — y?

1

— h(z,y) :/ (Int — xt —y)? dt

Correction ’

— f est définie sur D = {(z,y) € R? tq 42% + y? < 1} : faire un dessin.

Ici il n’y a quasiment rien a faire :
V(z,y) e D0 < f(z,y) <1

avec 0 = f(0,1) et 1 = £(0,0)

Donc f est bornée et atteint ses bornes :
mgxleetmll)nf:()

— g est définie sur D = {(z,y) € R? tq 22 + 3? < 1} le disque unité fermé.
g est continue sur D partie fermée et bornée de R? donc g est bornée et atteint ses
bornes.

g est C sur Vouvert D' = {(x,y) € R? tq 2% +y? < 1}.

Si g atteint son maximum (resp. son minimum) en (zg, yo) alors :
— ou bien (zg,y0) € D’ et c’est un point critique de g

— ou bien (z¢,y0) € C = {(v,y) € R? tq 2 +y? = 1}
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dg x?
V(x,y)GD’afx(w,y) = ¢ (\/1—372—?42—1_3:2_3/2)
(1—2z% —y?)y?

V1—a?—y?
dyg 2 Y
—(z, — 2 1— 2 _ 2 __ I
8y(a: Y) y (y\/ 2 —y T2

ry(2 — 222 — 3y?)

/1—x2—y2

(1—-22" —y)y* =0
ry(2 — 222 - 3y%) =0

(x,y) point critique <= {

1-222 -9y =0
<~ y=0o0u
(2 -222-3y*) =0

x = 0 donne y = +£1 ie un point de C donc a écarter
202 + 9% =1

<= =0 ou
Y {2x2+3y2—1
202 + 9% =1

2

<~ y=0ou {2y -

<~ y=0ou(z,y) = (;,\f) ou (z,y) = <_;,\g§>
(s = (43

Ve el —1;1[ g(z,0) =0

1 Vv2) 1 1 v2) 1
N2 )79 7222778
g(l V2) 1 1 V2 1

2 2 )8\ T2 8
Par ailleurs, sur le bord g est nulle.
Dans le cas général, on fait un paramétrage du bord et I’étude sur le bord se ramene

a I’étude des variations d’une fonction d’une seule variable.

V2

1 1
Donc : max g = — atteint en | =, £—
D 8 2

2

1 2

min g = —— atteint en —f,ii
D 8

27 2
— Soit E l'ensemble des fonctions continues de carré intégrable sur 0; 1].

ExFE—R

1
(01, 02) =< @1, 2 >= /0 o1 (D)ps(t) dt

Soit 0 41U 2R
1
1t (8)

Classiquement, est un produit scalaire.

1 1
0 € E : \tp(t)? Py 0ie p(t)?=o0 < avec t — —= intégrable sur ]0;1].
—

)
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) 10;1] = R 10;1] - R
Soient g et
t—1 t—t

(¢o0, 1) est une base du plan Vect(po, ¢1).

V(x,y) € R? h(z,y) = [lp — (ze1 + ypo)|I”

D’apres le cours, le minimum de h est atteint une fois et une seule lorsque zw1 + Yo
est le projeté orthogonal de ¢ sur Vect(pg, ¢1).

Au minimum, = et y sont donnés par :

{< @ — 1 — Ypo, po >= 0

<@ —xp1 — Yypo,p1 >=0
On a besoin de :

1
<900,(,00>:/ dt =1
01 1
< 0, L1 >:/ tdt = -
0 2

1 1
< 1,1 >:/ t2dt =
0

2 Jo
x

y N )
D’ou le systeme : ¢ %
3

Par Pythagore :
2

. )
minh = [lol* - 361+ S0

2

5 9 7
3o1 + ol = 9H<P1H2 =5 < po,p1 >+ HSOOH2 ==
2 4 4

1

h ot

BT

2 1 2
h(z,0) = |l — zpol|* = 22 Po——¢

2

1 2
h n’est pas majorée et sup h = +o00.

R2
e Proposition

Soit F un K ev de dimension finie muni d’une norme notée |.||.
Soit F' un K ev de dimension finie muni d’une norme notée |.||.
Pour tout u € L(E, F) il existe k € Ry tel que pour tout z € E |Ju(z)| < k||z||.

Démonstration
Le cas E = {0} est clair (k = 0) donc on suppose E # {0}.
Soit u € L(E, F).

On veut montrer :
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W € R, tel que vz € £\ {0} 14N

=l —

En effet :
Ve € E\{0} [|z|| >0
et :
Vk € Ry ||u(0)]] < k0] : le cas £ = 0 compte pour rien

E\{0} - R
Il s’agit donc de prouver que la fonction ||u(z)] est bornée.

[Ed|

Elle est continue mais £ \ {0} n’est ni fermé ni borné.
Toutefois, on remarque
()l
]

re o =[] -
€ B¢(0g, 1 ) ou §(0g, 1) tous deux fermés et bornés.

H |
I E—R . . o :
L’application est continue (comme composée d’applications continues)
z = Jlu(z)]]

et Bf(0g,1) est une partie fermée et bornée de E donc :
Jk € Ry tel que Vo € Bf(0g, 1) ||u(z)|| < k

D’apres ce qui précede, on en déduit :

Ve € E |u()| < k]

Remarque

On conserve les notations précédentes.

V(z,y) € B? |lu(z) — u(y)l| = u(z - y)|| < &llz -yl

Toute application linéaire d’un K ev de dimension finie dans un autre est lipschitzienne.

e Soit F un espace euclidien de dimension n > 2 (le cas n = 1 est clair).
Soit u € L(E) symétrique.
On va montrer que v a au moins une valeur propre.

Soit f {E R
s (u(@)o)
u est linéaire et F est de dimension finie donc u est continue.
On en déduit que f est continue.
S ={x € E tq ||z|]| = 1} est une partie fermée, bornée et non vide de E donc :
dxge EtqVe € S f(z) < f(xo)
On va montrer que xg est un vecteur propre de wu.
Soit y € H = zg de norme 1 (y existe car dim E > 2).
V8 € R cos (0)xo +sin (f)y € S (Pythagore)
VO € R f(xo) — f (cos (8)xo+sin(f)y) >0
V8 € R (u(zo)|zo) — (cos (B)u(xo) + sin (8)u(y)| cos (0)xo + sin (8)y) > 0
V6 € R (u(wo)|zo)—cos? (6) (u(zo)|xo) —sin? (8) (u(y)[y) —cos (0) sin (8) ((u(zo)ly) + (u(y)|zo)) >
0
Mais : (u(y)|zo) = (y|u(zg)) = (u(zo)|y) en utilisant la symétrie de w.
Donc :
V8 € R sin? (6)(u(zo)|zo) — sin (8) (u(y)
V6 €]0; [ sin (0) (u(xo)|zo) — sin (0) (u(y)ly) — 2 cos (0) (u(xo)ly) = 0
On fait tendre 0 vers 0 : —2(u(zo)|zo) > 0

y) — 2cos (0)sin (0)(u(zo)|ly) >0
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On fait tendre 0 vers 7 : +2(u(zg)|zo) > 0
Donc (u(zg)|y) =0 ie :

Vy e H |yl =1 = (u(xo)ly) =0
¥y € H\ {0} (ua)ly) = o] (uao)
C’est trivial pour y = 0 donc :

Vy € H (u(xo)|ly) =0

Donc u(xg) € H+ = 23+ = Ray.
Donc zg est un vecteur propre de u (xg # 0).

)
)=meo=o
lyll
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