ANALYSE 2
2025-2026
Correction des exercices du quatrieme chapitre du cours

941

1 Exercices du quatrieme chapitre

Exercice 1 (X 2019)

R3 R R
SOit f{ \{(O’Oaz)aze }*)
(:1:7 Y, Z) — f(ﬂ?, Y, Z)
. R* x R2 — RS
Soit
(r,0,z) — (rcos(0),rsin (0), z)
Soit F = fo.
Exprimez le laplacien de f a 'aide des dérivées partielles de F.

de classe C2.
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Correction

V(r,0,z) F(r,0,z) = f(rcos(0),rsin(0),z)

OF B of . o Of
E(T’ 0,z) = cos(0) o (rcos(0),rsin (), z) + sin (0) By (rcos (0),rsin(0), 2)
O0*F o (of . . g (of .
W(T,Q,Z) = cos (Q)E (&w(r cos (6), rsin (0),2)) + sin (9)5 (ay(r cos (0), rsin (9),2))
= cos(0) | cos (H)aQ—f(rcos (0),rsin (0), z) + sin (9) 0 (rcos(0),rsin (0), z)
N Ox? ’ ’ Oyox ’ ’
+sin (0) | cos (9) 't (rcos (), rsin (6),z) + sin (H)ﬁ(r cos (0),rsin (0), z)
8xay Y Iy ay? ) Y
en remplacant f par 8—f ou 8—f dans la deuxieme ligne
ox oy
O*F 2 0O f . o 0P :
W(T’ 0,z) = cos (6)@(7’ cos (f),rsin (), z) + sin (H)a—y2(r cos (0),rsin (9), z)
. 9? .
+2 cos () sin (0) 920y (rcos(0),rsin(0),z)
OF o of . of .
%(r, 0,z) = —rsin(0) o (rcos(0),rsin (), z) + rcos (6) By (rcos (0),rsin(0), 2)
O0*F g 9 O ) 5 o O :
W(T’O’Z) = r‘sin (9)@(7 cos (6),rsin (0), z) + r* cos (O)a—ﬁ(r cos (6),rsin (9), 2)
—2r% cos () sin (6) 0 (rcos(0),rsin (0), z)
Oxdy ’ ’
—7rcos (Q)g(r cos (0),rsin (0),z) — rsin (Q)Q(r cos (0),rsin (0), z)
Ox y
Les dérivées partielles par rapport a z sont claires et on a :
, 1OF O’F 1 0*F O’F
V(r,0,z) Af(rcos(6),rsin(0),z) = e ,Z) + W(T,G,Z) + —QW(T,H,Z) + ﬁ(r,e,z)

19 ([ OF 1 9°F 0°F
= 3 (T@r) (r,0,2) + 77(7”,972) + 57 (r0.2)

Exercice 2 (Centrale 2019)

f(z,y) = arctan (x) + arctan (y) — arctan (1:5 tY )
Y

1. Montrer que le domaine de définition, noté D de f est la réunion de trois ouverts de R2.
2. Montrer que f est C' sur D.
3. Simplifiez ’expression de f.
4. Voyez-vous une autre fagon de simplifier f 7
Correction
1. D={(z,y) € R? tq xy — 1 # 0}.
R?2 - R

Dans la mesure ou g { est continue, D est un ouvert de R2.
(:E, y) =Xy — 1
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Je pense qu’il s’agit ici de faire un dessin et de remarquer que D est la réunion de trois
ouverts deux a deux disjoints :

O ={(zy)eR?tqr>0ety >z} ={(z,y) eR®tqx >0et xy — 1 > 0}.

R? -5 R

(z,y) =z

h, tout comme ¢ est continue, donc :

{(z,y) € R? tq @ > 0} et {(x,y) € R? tq 2y — 1 > 0} sont des parties ouvertes de R2.
L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est encore un ouvert donc 27 est un ouvert de
R2.

Q2 = {(z,y) € R? tq 7y < 1} est un ouvert de R?.

Q3 = {(z,y) e R2tqz <Oety <z '} ={(z,y) e R2tqz < 0et zy — 1 > 0} est un
ouvert de R2.

D = Q1 U U3 est la réunion de 3 ouverts deux a deux disjoints.

On note h {

2. Les fonctions (z,y) € D+ x +y et (x,y) € D — 1 — a2y sont C! car polyndmiales et la

1ty

x
seconde ne s’annule pas donc la fonction (z,y) € D — T 0 est C1.
-y

On la compose avec arctan qui est C! sur R donc la fonction (x,7) € D + arctan (f +ngy>
est C! sur D.

La fonction (z,y) € D + z est C' car polynomiale.On la compose avec arctan qui est C*
sur R donc la fonction (z,y) € D + arctan (x) est C* sur D.

La fonction (z,y) € D + ¥y est C! car polynomiale.On la compose avec arctan qui est C*
sur R donc la fonction (z,y) € D + arctan (y) est C! sur D.

Par combinaison linéaire, f est C' sur D.



Analyse 2 2025-2026 Correction des exercices du quatrieme chapitre

3.
of 1 1—zy+ylr+y 1
vy eDF@y) = 1o (1—:1,-3(/)2 : <x—|—y>2
1+ (—=
1 -2y
B 1 1+ 92
T 1+2? (I—ay)?+ (w+y)?
B 1 1+ y?
T 1422 1—2zy+ 22y + 22 + 2zy + ¢2
1 1+92
T o 1+22 14222+ 22 + 2
1 1+ y?
T 1422 (1+22)(1+y)?
= 0
V(z,y) € D f(z,y) = f(y,z) qu'on dérive par rapport a y
Yo e ey = o
— 0

Donc f est constante sur chacun des trois ouverts formant D.

On commence par montrer que f est constante sur €);.

Q1 est convexe.

Soit (a,b) et (c,d) € Q.

Soit ¢ € [0;1].

(I —=t)(a,b) +t(c,d) = ((1 —t)a+te, (1 —t)b+ td).

a et ¢ sont strictement positifs donc (1 — t)a + tc, qui est compris entre a et ¢, aussi.

(1—tha+te)(Q1—t)b+td) = (1—t)2ab+t(1—t)ad+t(1 —t)cb + t3cd
> (1—t2+t1—1t) (Z+2> + 12

On utilise :
ab > 1 qu’on multiplie par (1 —¢)2 >0
ed > 1 qu’on multiplie par t2 > 0

1
d > — qu’on multiplie par t(1 —t)a >0
c

1
b > —a qu’on multiplie par ¢(1 —t)c >0
c
et t et 1 — ¢ ne peuvent étre simultanément nuls.
De plus :
1
Vee Ry x+—>2.

x
Cela peut se justifier par une étude de fonctions ou par :

1 1\?2
Vx>0x+x—2—<\f—ﬁ) >0
On en déduit :
(1—t)a+tc) (1 —t)b+td) > (1 —t)2+2t(1 —t) +t2 = (t+1—1)? = 1.
1 est bien convexe.
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Cela peut aussi se prouver avec la théorie des fonctions convexes désormais au pro-
gramme.

R — R
Soit F{ * _1> *
zZ .
F est de classe C? sur R, et :
VzeRiF’(z):%>0
F' est donc une fonction convexe.
Soit (a,b) et (c,d) € Q.
Soit t € [0;1].
(1 =t)(a,b) +t(c,d) = ((1 —t)a+te, (1 —t)b+ td).
a et ¢ sont strictement positifs donc (1 — t)a + tc, qui est compris entre a et ¢, aussi.
(a,b) € Q1 donc b > F(a).
(¢,d) € Q donc d > F(c).
t et 1 — ¢ sont positifs donc (1 —t)b+td > (1 —t)F(a) + tF(c).
F es convexe donc (1 —t)F(a)+tF(c) > F((1 —t)a+ tc).
On en déduit (1 —t)b+td > F((1 — t)a + te) puis (1 — t)(a,b) + t(c,d) = (1 — t)a +
te, (1 —t)b+td) € Q.

Soit alors (a,b) et (c,d) € Q.
vVt € [0;1] p(t) = (1 —t)(a,b) + t(c,d) €
Donc ¢ = f o ¢ est définie sur [0;1], de classe C* sur [0;1] et :
vt € [051] 9/(8) = df(9(6))(¢/ (1)) = 0.
Pour étre plus explicite :
of

of
vt € [0;1] ¥'(t) = 5~ (p(t))(c —a) + a*y(%@(t))(d —b)
D’apres le cours sur les fonctions d’une seule variable, 1 est constante.

En particulier ¢(0) = ¢(1) ie f(a,b) = f(c,d).

f est bien constante sur ;.

2z
f(z,x) = 2arctan (z) — arctan (1 — x2> T donc :

V(z,y) € Q f(z,y) =m.

22 n’est pas convexe mais :

V(z,y) € Q2 Vt € [0;1] (tx,ty) € Qo

En effet si zy < 0, alors (tz)(ty) = t?zy < 0

Et si 0 < zy < 1 alors :

sit€l0;1] tPay <2 <1

et sit=0alors t?zy =0< 1

Soit (z,y) € Qo.

Soit ¢ : t € [0;1] — (tx, ty).

Y = f o ¢ est définie sur [0; 1], de classe C* sur [0;1] et :
vt € [0:1) /(1) = df ((£) (¢ (1)) = O

D’apres le cours sur les fonctions d’une seule variable, 1 est constante.
En particulier ¥ (1) = 4(0) ie f(z,y) = f(0,0) = 0.

f est bien constante sur .

Enfin :
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V(x,y) € Q3 f(xay) = _f(_$7 _y) avec (_1.7 _y> € Ql
Donc :
V(.’Ij,y) € Q3 f(‘ray) = =
f est bien constante sur 2s.
Bien siir, f n’est pas constante sur D.
4. Soit o = arctan (x) et 8 = arctan (y).

—E<Oz<iet—z<ﬁ<z

2 2 2 2
—rT<a+p<m

. T T
Sla+ﬁ:§alor56:§—aet:

y = tan () = tan <72T - a> = tanl( ] = é (formules : cos (7/2 — 6) =
y) €

1
D’out y = —, ce qui est impossible si (z,
x

1

D’ott y = —, ce qui est impossible si (z,y) € D.
x

Donc o + 3 # :l:g et alors :

tan (a) +tan (8)  x+y

tan (a + ) = 1—tan(a)tan (B) 1—ay

On en déduit :
. x
e Sia+f8< 5 arctan(

+y

) a+B+met flx,y) =
s >:a+ﬁetf(:c,y):0
) a+fB—met fx,y)=m

081—§<a+ﬁ< arctan(

e Sia+p8>— arctan(



