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MARCHE ALEATOIRE : RETOUR A 0

A Préliminaire
1. Montrer que, pour tout x €] — 1, 1],
+oo 2k

1 :Z(Ik)xk

1—=x s

B Identité de Karamata

On considére dans cette partie une suite réelle (ai)ren telle que, pour tout réel x €] — 1, 1], la série de
terme général ayz® converge absolument. Pour tout réel 2 €] — 1,1, on note f(z) la somme de cette

série et 'on suppose que
lim V1—af(x) =7

r—1—

2. Pour tout p € N, déterminer

r—1—

“+o0o

lim v1—=z Z apz @Dk
k=0

3. Pour tout p € N, justifier la convergence de I'intégrale

+o00 o= (p+1)t
/ dt
0 Vi

et calculer sa valeur. En déduire 1’égalité :

+o00 e—(p—i—l)t

dt
Vit

—+00
lm v1—=z Z apz Ptk — /
k=0 0

z—1—

+oo ,—t

e
—— dt = /T.
0 \ﬁf

4. Montrer que pour toute application polynomiale réelle ), on a

On admettra que

+00 +oo ,—t —t

Soit h la fonction définie, pour tout z € [0, 1], par :

h(m):{ 0 si xe[0,e !

1 si wele )]

5. Justifier la convergence de

et donner sa valeur.



6. Soit x € [0, 1[. Justifier la convergence de la série de terme général a,z*h(z¥).
On admet l’égalité (dite de Karamata) :

+oo efth(eft)

dt
Vit

r—1—

lim V1 — xZakmkh(aEk) = /
k=0 0

1
7. En utilisant ce résultat pour x = e~ », en déduire que

n

Zak ~ 2vn

n——+o00
k=0

C Théoreme taubérien

On considere une suite (a,)nen décroissante de réels positifs et, pour tout entier naturel n, on pose

n
Sn = Z a. On fait 'hypothese que
k=0
Sp, ~ 2vn
n—-+00
On va montrer qu’alors
1

~ —

a
n n—+oo \/ﬁ
On notera [z] la partie entiere d’un réel x.

8. Soit «a, 8 un couple de nombres réels vérifiant : 0 < a < 1 < 3. Pour tout entier naturel n tel
que n — [an] et n — [An] soient non nuls, justifier 'encadrement

S _Sn Sn_Som
[8r] g4 < [om]

Bn]—nm = "~ n—|an]

9. Soit v un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes généraux

n t ) [vn]

bl Vn

10. Soit € un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel n assez grand, on a :

P ez v, = 20

11. En déduire que lim +/na, = 1.
n—-+00

D Marche aléatoire

On considere Q = ZN" ’ensemble des suites indexées par N* & valeurs dans Z.
On définit les applications coordonnées, pour tout 7 > 1,

X w=(w,wa...) EQ—w €Z
On admet que I'on peut construire une tribu B et une mesure de probabilité P sur €2, de sorte que les
X, soient des variables aléatoires, indépendantes et de méme loi donnée par

P(X; = 1) = P(X; = 1) = %



On définit la suite de variables aléatoires (S,,n > 0) par

So(w) =0, Sp(w) = in(w)

On définit enfin la variable aléatoire T par

T: Q — N*=N'U{+o0}
o +o0 si Sp(w) #0, Vn>1
inf{n > 1, S, (w) =0} sinon

Pour tout entier naturel n, on note E,, = {T > n}, pour n > 1, A7 = {S,, = 0} et
pour k € {0,...,n — 1},

A ={Sy=0}n ) {8 #0}

i=k+1

Sn

So=2

X1 =1 S3=1

Figure 1 - Ici w commence par (1,1,—-1,1,—1,-1,—-1,1,1,—-1).
w appartient & A et AS ainsi qu'a Aj, A3, ... A}, A etc.

12. Montrer pour tout 1 < k < n, pour tout (iy,...,4i, ) € {—1,1}"7*,
P(Xkr1 =01, Xp =lin—k) =P(X1 =i1,..., Xn—k = in-k)
13. Montrer pour tout 1 < k < n, pour tout (j1,...,Jn—k) € 7" que
P(Sk+1 = Sk =J15- -+, S0 — Sk = Jn—k) =P(S1 = j1, ..., Snek = Jn—r)
Indication : on pourra considérer application

n—k
0:(21,...,zn_k)€Z”_kr—> zl,zl—f—zz,...,z,zj ez *k
Jj=1

14. En déduire que pour tout k£ € {0,...,n}

P(Ay) = P(Sy = 0)P(Ep k)



15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

Montrer I’égalité

Pour tout réel = de |0, 1], établir 1'égalité :

: ! = <Z P(S, = O)x") <Z P(E,)a"
n=0

n=0

Pour tout entier naturel n, calculer P(S,, = 0).
Indication : on discutera suivant la parité de n.

En déduire que, pour tout x €]0, 1

tend vers l'infini, un équivalent de

[, on a

“+oo
> B(En)
n=0

P(E,).

Montrer que 'on a : P(T' = 4+00) = 0.

Pour tout réel = € [0, 1], prouver I’

égalité :

o [1+a
Vi1-2z

A Taide des résultats obtenus dans les parties précédentes déterminer, quand I'entier naturel n

1—\/1—x2:ZP(T:n)x"
n=1

En déduire que, pour tout n € N*,




