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Premieére partie. Points fixes

1. Soit f {[a, =R
x— o) —x
— f est continue car ¢ est continue.
— fla) = ¢a) —a > 0 car g(a) € [a; b].
— f(b) = ¢(b) —b < 0 car §(b) € [asb].
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois :
dxg € [a;b] tq f(xo) =0
xo est un point fixe de de ¢.

2. Soit k:_sup(!cb'( ))-

k € [0; 1[et
VeeR —k<¢'(x) <k
Soitf{R_)R

= o(x) —x

festClsurRet :

VeeR fl(z)=¢(x) —1<k—-1<0

f réalise donc une bijection (strictement décroissante) de R sur Jl4,[_[avecl_ = Em f(zx)
€T —0o

et l4 = xgrfm f(z).

Mais, par le théoréme fondamental du calcul différentiel-intégral :

Vz € R ¢(z /cb t)dt

Donc :

vz € Ry f(2) < ko +¢(0) — 2 = (k= 1)z + ¢(0) —— —00
Donc I4 = —o0.

Vo e R_ f(x /¢ )dt+¢(0) —

VxeR_/¢ tdtg/ kdt = —ke

Donc :

Vo € R- f(z) 2 (k= D+ ¢(0) —— +00

Donc I = +o0.

Donc f est une bijection de R sur R.
Donc f s’annule une fois et une seule.
Donc ¢ a un unique point fixe.

3. La fonction x +— 1 + 22 est C! sur R & valeurs dans R%.
La fonction racine carrée est C! sur R (mais pas sur R).
Donc, par composition, 1 est C! sur R et :

x x
Ve e Ry (z) = =
Vi) 2V1+a2  V1+a?
Ve e R |z| = Va? < V1 + 22
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Donc :

VeeR [ (x)] <1

Mais v n’a pas de point fixe :
Vo € Ry(x) > Va2 = |z| >z

4. (a)

Les séries a valeurs dans un espace vectoriel normé, et en particulier leur convergence
absolue, ne sont pas au programme.

Soit k € [1;1].

On note vy, la k-ieme composante du vecteur v,,.

Vn €N |vni1k — vnk| < [luntr — onl|

Donc par comparaison des séries a termes réels positifs, la série de terme général
|Un+1,k — Unk| converge.

Donc la série a termes réels de terme général v, 41 — vy converge absolument.
Donc la série a termes réels de terme général vy, 41 — vy, & converge.

Donc, par le lien suite-série, la suite (v k), oy converge.

Comme c’est vrai pour tout k compris entre 1 et [, la suite de vecteurs (vy,)
converge.

neN

Vn e NVN >noy — v, = Nz_:l (Up41 — vp) (somme téléscopique)

Dong, par inégalité trianguf}a:i% :1

Vn € NVN >n |luxy — vy, < Z |vpr1 — vpl|

On en déduit, par continuité cfe: Tlla norme, en faisant tendre N vers +oo :

Vn € N ||v* — v, = ||lvp — 0™ < JFXO:O |vp+1 — vp|| (le reste d’indice n — 1 de la série
p=n

de terme général ||v,41 — vy||)

Pour tout n € N, soit P(n) : z,, est défini et appartient a F.
P(0) est vraie car on choisit zp € F'.

On suppose P(n) vraie.

¢ va de F' dans F' donc x,41 est défini et appartient a F.
Donc P(n + 1) est vraie.

La suite (zp,)nen est donc bien définie et est a valeurs dans F.

Pour tout n € N, soit P(n) : ||zn+1 — n|| < k™ ||x1 — 20|
P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

12nt2 = Tnaall = (@ns1) = dlan) | < kllznir — znl < & 21 — 20
Donc P(n + 1) est vraie.
Donc :

V€N 21 =l < K a1 — o

k € [0;1] donc la série géométrique de terme général k™ ||x1 — xo|| converge.

Donc par comparaison des séries & termes positifs, la série de terme général ||z,,+1 — x|
converge.

D’apres la question 4, la suite (2, ),en converge.

Soit z* sa limite.

F est fermé et la suite (xy,)nen est & valeurs dans F' donc, par caractérisation séquen-
tielle des fermés, x* appartient a F'.

On conserve les notations précédentes.
Vn € Napp1 = é(zn)
¢ est lipschitzienne donc continue et en faisant tendre n vers +oo, on obtient :
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x* = ¢(x*) : ¥ est un point fixe de ¢.

Soit y € F tel que ¢(y) = y.

ly — %[l = lo(y) — ()| < k[l2* -y

Si ||z* — y|| > 0 alors, apres simplification, 1 < k : c¢’est absurde.

Donc ||z* —y|| =0 ie 2* = y.

Le z* que j’ai introduit en 5)a) en cohérence avec la 4)b) est le méme que celui de la
5)c).

Pour tout n € N, soit P(n) : ||z, — x*|| < k™ ||xg — z*||

P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

l7ns1 = 2% = l[d(zn) — (@) < K flan — 27| < k™ 2o — 27|
Donc P(n + 1) est vraie.
Donc :

Vn €N |z, — || < k" ||zo — x|

0 et ¢ commutent :

pol=0mof=0"t =0chm=00¢

Donc :

¢ (0(z")) =0 (p(z7)) = 0(a")

Donc §(z*) est un point fixe de ¢.

Or z* est le seul point fixe de ¢ donc (z*) = z* et z* est un point fixe de 6.

Soit y un point fixe de 6.

Pour tout n € N, soit P(n) : "(y) = y.
P(0) est vraie car §° = idp.

On suppose P(n) vraie.

0" (y) = 0"(0(y)) = 0"(y) = y

Donc P(n + 1) est vraie.

Donc :

VneNO"(y) =y

En particulier :

P(y) =0"(y) =v.

Donc y est un point fixe de ¢.

Or z* est le seul point fixe de ¢ donc y = x*.

6. g va de [0;1] dans [0;1] donc g(0) € [0;1] et g(0) > 0.
Donc F est non vide.
E est majoré par 1 donc E posseéde une borne supérieure y qui appartient a [0; 1].
y est le plus petit majorant de E, en particulier y est un majorant de F :
Vee FEx <y
ce qui donne en contrapposant :
Vo €ly; 1,2 ¢ E.
Supposons y = 0.
Vo €]0;1]xz ¢ E
Compte tenu de la définition de F :
vV €]0;1] g(z) <
Mais g est croissante donc :
vz €]0;1] g(0) < g(x)
Donc :
Vx €]0;1] 0 < g(0) <=z
En faisant tendre x vers 0, on obtient g(0) = 0, ou ce qui revient au méme g(y) = y.

Supposons y = 1.
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Soit n € N*. .
1 — — < 1=sup(FE) le plus petit majorant de F donc 1 — — n’est pas un majorant de F
n n

1
et il existe z,, € F tel que z,, > 1 — —
n

xn € E donc x, <1 et z, < g(zy)

g est croissante donc :

Vi € N* glza) < g(1).

Donc () converge vers 1 et :

Vne Nz, <g(1) <1.

En faisant tendre n vers 400, on obtient g(1) = 1, ou ce qui revient au méme g(y) = y.

Supposons y €]0; 1[.

Vo €ly; 1,2 ¢ E.

Compte tenu de la définition de E :

Vo €]y; 1] g(z) < x (car = € [0;1])

Mais g est croissante donc :

Vo €]y 1] g(y) < g(x)

Donc :

Vo €ly;1] g(y) <z

En faisant tendre x vers y, on obtient g(y) <y
Soit n € N*.

Y — % < y = sup(FE) le plus petit majorant de £ donc y — % n’est pas un majorant de E

1
et il existe z, € F tel que z,, >y — —
n

xn € E donc x, <y et x, < g(xy,)

g est croissante donc :

vn € N* g(z,) < g(y).

Donc (x,,) converge vers y et :

Vn e Nz, <g(y).

En faisant tendre n vers 400, on obtient y < g(y).

Finalement, g(y) = y et g posséde un point fixe.

Il n’y a pas forcément unicité : cf le cas de la fonction g : z — x

Deuxiéme partie. Matrices contractantes

n—1
n k, n—1-k
1. Pour tout n € N*, soit P(n) : T" = A a];:;)/\ a
0 u"
P(1) est vraie car :

0
Z)\kﬂo_k _ )\OHO -1
k=0
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On suppose P(n) vraie.

A" )\k n—k
™ = TT“:<A a) akz—% 8

0 u

0 u"
n—1 n—1
_ )\nJrl a (Z )\kJrllunflfk + Mn) _ )\n+1 a <Z )\k+1luln717k + Mn)
0 k=0 il 0 k=0 it
1 1
n n+1-—1
_ )\n—l—l a (lzl Allulnfl + un) _ )\n—i—l a Z )\lun—i-l—l—l
= =0
0 Mn-‘rl 0 Mn+1

Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc :

n—1
n k n—1-—k
Vn e N*T" = A az_:)\ﬂ

n

0 It
-1
formule valable pour n = 0 avec la convention Z /\k/fl_k =0

k=0
On peut également remarquer :

A — ,Un
. AT g——
81)\7é,u:Vn€NT”—( )\—u)
0 u"
S n (A" mat!
81)\—,u.Vn€NT—<O i )
2. (a) Soit A € M5(C).
XA est un polyndéme a coefficients complexes, unitaire et de degré 2 donc x4 a au
moins une racine A.
A est une valeur propre de A.
Soit €7 un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.
€1 # 0 donc la famille (e1) est libre. D’apres le théoreme de la base incompleéte, on
peut la compléter en (€7, ez) base de C2.

La matrice de ’endomorphisme canoniquement associé & A dans cette base est ( 0 ?>

, A a
qu’on peut noter

0 n
Soit P = (pi,j)<; j<o la matrice de passage de la base canonique de C? A (€1, €2).
A=p(? ) p
0 u

On en déduit par une récurrence triviale :

n—1
n n k, n—1-k
VnENA”zP(A “) piop N LN p!
0 w k=0
0 u
On note P~1 = (Qi,j)1<”<2
2 2
k=1 :1
A est une valeur propre de A donc 0 < |A| < p(A ) p(A) +eet:
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VneN |\ = A" < (p(A) + )"

A est semblable a T' donc x4 = x7 = (X — A\)(X — p) et p est, comme A, une valeur
propre de A.

Comme pour A, on a :

VneN |pt =" < (p(A) + )"

n—1 n—1 n—1
Vne N o Yo Nt R <l 3 N = fal 30 A gt
k=0 k=0 k=0

< lal Y p(4) p(A) 7 = na] p(A)"

Par croissance comparée :

Ayl A)
rleptd) !l n( ZETI
(p(A) +¢)" p(A) + oo
Donc la suite ( |a| p ) est bornée :
neN*
IM, € R, tq Vn € N* (|‘z’ ”)(+ P
Donc :
Vi € N* n fal p(A)"! < My (p(A) + €
On note My = max (1, My).
On a:
V(i,5) € [1322 Vn € N [(17), | < My (p(A) + )"
On en déduit : s
V(i,5) € [32P vn e N |(4™), | < "S> [pinl lan
k=11=1

D’ou le resultat avec : ) )

0= My 303 el gl = M (z |pz-,k\) (z |ql,j|)
k=11=1 k=1 =1

Soit z € C2 et n € N.

("), = (A" o+ (A7) o]
(A" 1] + (A7), o 2]

< a(p(A) + )" (Jz1| + |z2|)

IA

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? muni de sa structure euclidienne canonique
donne :

|w1\+:c21—((}) (}“{))<W+ﬂ x i + el = V2 2]

onc :

|(A"2),| < av2(p(A) + )" [«

De méme :

|(A"2),| < av2(p(A) +€)" 2]

Donc :

|A™z]|? = |(A"z), ] +|(A"2),|* < 402 (p(A) + €)*™ ||z]|* Dot le résultat avec § = 20
Soit z € R.

D’apres la question précédente :

IBeR, tqVneN |[A"z| <8 <p(A) + 77) ]
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n p(4)+2\"
el ol <Al
p(A) + o pA)+5\"
n > 0 donc A Tn < 1 et la série géométrique ,;)ﬂ ||| A T n converge.
[A™ |

Par comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série Ay S
’ ,; (p(A) +n)"
converge. B

On vient de montrer que N est bien définie comme application de C? dans R.
Elle est clairement a valeurs positives.

+oo
VAECVYz € C2N(\z) = > (p(A)+n) " A" (\x)|
n=0
+0o0
= D> (p(A)+n)" [ AA |
n=0
+00
= > (p(A) +n) " A A ]|

n=0

+oo

= A1 (p(A) + )" [|A"]|
n=0

= [AIN(z)

Soit x € C2 tel que N(x) = 0.

N(z) est la somme d’une série a termes positifs donc :
vn €N (p(A)+n)" [[A"z| =0

En prenant n = 0, on obtient : ||z =0ie x =0

+oo
V(z,y) e CPx C* N(z+y) = D (p(A)+n) " [A"(z+y)|

n=0

+oo

= D (p(A) +n) " [|A"z + A"y

n=0
“+oo
> (p(A) + )" (A + [ A™y])
n=0
+00 too
(A +n) A ]+ D (p(A) + )" Ay
n=0 n=0
N(z)+ N(y)

IN

IN

IN
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Donc N est bien une norme sur C2.

Vo€ C? N(Az) = f (p(A) +n) " A" (Aa)]|
- §<p<A>+n>—"HAn+le
= (p(A) +7) +ZOZ (p(A) + )" [ Anttal
= (p(4) +1) ff (p(A) +m) " A"
() + 1) S () + 1) 4"

n=0

(p(A) +n) N(z)

IN

IN

(c) Soit x € C2.
N(x) est la somme d’une série & termes positifs dont le premier terme est ||| donc
N(z) = |lz[].

D’apres la question 2 :

n
38 >0tqVr € C2VneN ||Amz| < B (p(A) + g) Ilz]|
D’ou : .

Vo e C?2 N(z) < = pA)Jr%
HAS (33)_”$Hﬁnz::0 m

T’ n

too [p(A) + 5

D’ou l'existence de C' = 3 Z ——= | qu’il n’est pas indispensable de calculer.
=\ p(A)+n

Néanmoins :

_ _ 2B(p(A) +n)
p(A) + 1 "
(A 1
4. (a) B est diagonalisable donc il existe P € GL;(C) et D € M;(C) diagonale telles que
B =PDP

La liste des valeurs propres de B comptées avec leurs multiplicités se trouve sur la
diagonale de D donc :

B) = d .
p(B) klélﬁf‘iﬂﬂ )

Pour tout x € C, on pose ||z|/ 5 = ||[P 12| € Ry.

VA€ CVe € C [hally = [P-10)]| = [AP~1z] = [N P1a] = Al ol

Soit x € C! tq ||z||z = 0.

HPile =0 donc P71z =0.

En multipliant par P a gauche, on obtient = 0.

V(z,y) € C' x C [z +ylg = |Plx+y)| = [Pz + Py|| < ||Px|| + [Pyl = [lz[lp +
H?JHB

Donc ||.|| 5 est bien une norme sur C2.

Soit z € CL.
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Y1
On note y = P~z =

Y
|Bally = |P'Bz| = |DP'X| = |Dy]

= > ldkpynl® = \J

kx| lyi |

IN

>
k=1 k=1
Xn: p(B)? lyul* = \IP(B)2 i Ik
k=1 k=1

o(B),| 3 Iuel? = p(B) | P~
k=1

< p(B)lzllp

IN

01
D’apres la premiére question de cette partie :

Vn e NC" = (1 ”)

(b) Soit C = (1 1).

0 1
Les valeurs propres de la matrice triangulaire C' se lisent sur sa diagonale donc p(C) =
1.
On raisonne ensuite par ’absurde :
On suppose qu’il existe une norme N sur C? telle que :
Yy € C* N(Cy) < p(C)N(y) = N(y)
Par une récurrence triviale :
Vy € C2V¥n € N N(C™y) < N(y)
En prenant y = (0 1), on obtient :

e (1)) =~ ((0)

ou :

(1) ()

Par continuité de la norme :

o)

Donc :

1

niN ((1)) — +00
—_ n—-400
n

et on aboutit & une contradiction.
Donc pour toute norme N sur C2 il existe y € C? tel que N(y) > p(C)y.

3

5. ¢ étant définie sur R?, la suite (z,,)nen ne pose aucun probléme de définition.
Soit 7 > 0 a débattre.
Soit N la norme de la question 3.
Il existe C' > 0 tel que :

Vo € C? |lzf < N(2) < Cll||
Vo € R® N (¢(z) — 2* — A(z — 2*)) Cllaz —z* — Az — z*)|| < OM ||z — 2*|?

CMN (z — z*)?

VANVA
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On en déduit :

Vz € REN (¢(z) —z*) < N(z—z*—A(x—1z%)+ N (A(z — z%))
< CMN (z—a*)* + (p(A) + n) N (z — z¥)
< (p(A)+n+CMN (x —2*)) N (z — z¥)

Onposenzl_p(A)>0,€:C;7M>Oetk:p(A)+2n:2+3p(A)<1.

Soit zg € R? tel que ||xg — z*| < e.
Pour tout n € N, soit P(n) : N (z, —z*) < k"N (2o — x™).
k% =1 donc P(0) est vraie. On suppose P(n) vraie.

N (¢(zn) — z7)
)

N (zp+1 — x¥)

< (p(A)+n+CMN (z,, —x*)) N (z, — x¥)

< (p(A)+n+ CME"N (o — x*)) k"N (2o — x*)

< (p(A)4+n+CMN (xg — z%)) k"N (xg — z¥) car k <1
< (p(A)+n+C?M||zo — *[|) KN (o — 2*)

< (p(A)+n+C*Me) k"N (g — 2*)

< Ekk"N (z¢ — z*) = k"M N(zg — z¥)

Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :
VYn e NN (z, —x*) < k"N (xg — x*)

Comme k < 1, on en déduit que z,, —— ™.
n—-+o0o

Troisiéeme partie : fonctions de deux variables réelles

) [a;b] - R
1. (a) Soit ¢ {31 s sy, d)

h est de classe C? sur U donc par composition, ¢ est de classe C2 sur [a; b].
D’apres le théoreme fondamental de ’analyse :

b
hbd) = hla,d) = 6(b) = 6(@) = [ ¢/(s1)dsy

881
R b Oh
De méme : h(b,c) — h(a,c) = s —(s1,¢)dsy
En faisant la différence : o
b/ Oh oh
h(b,d) — h(a,d) — h(b, ¢) + h(a, ¢) = / I d)— 261 d)) dsy
a \0s1 0s1
_a;b] = R
On définit donc h oh oh et on a :

S1 — 6781(51,(1) — 8781(81760

h(b,d) — h(a,d) — h(b,c) + h(a,c) = /bﬁ(sl)ds1
Fixons s; € [a;b]. ‘
[c;d] — R

Soit 1) oh

= —(S1,S8

10
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h est de classe C? sur U donc v est de classe C! sur [c; d].
D’apres le théoreme fondamental de I'analyse :

~ oh oh
h = — d) — — = (d) —
(Sl) 651 (‘917 ) 851 (51,0) ,QD( ) ¢(C)
d d 82}1
= ! dsy = _— d
/c (0 (82) 52 . 059051 (817 82) 52
d 92p
= (s1,82)dsy par le théoréme de Schwarz avec h C?
c 881882
Donc :
~ d 92 d
W :b| h =
s1 € [asb] h(s1) | 55195, (s1,52)ds2
b) h est de classe C2 donc h est continue. L’image du segment [a: b] par  est un segment
(b) g g ;0] p g

[m; M]. R
Vo € [a;b) m < h(z) <M
On integre entre a et b :

o~

m(b— a) g/ h(x)de < M(b— A—a)
On en c}éduitZ:
< h <M
m < b—a/a h(z)dz <
1
b—a
1 b -
351 € [ait] ta = [ hla)do = hs0)
O% a donc : ¢
7 (h(b,d) = h(a.d) = h(b,c) + h(a,c)) = h(57)
~ d 92h
Mais h(?l) = 95105 (ﬁ, SQ)dSQ

Le méme raisonnement que ci-dessus montre :
1[4 9%h (7. 5)d 0%h
51,82)dsg = ———
d—c ). 051089 V7772 951089

Donc

/bﬁ(x) dz € B(ja; b)) et :

353 € [¢;d] tq (51,52)

Et on a alors : )
h(b.d) — h(a,d) — h(bc) + ha,c) = (b— a)(d — &) =21 (s7,53)
881882
2.V el f'(x) >0
Donc f est strictement croissante sur I.
De plus f est continue donc, d’apres le théoréeme de la bijection, f réalise une bijection
de I sur f(I), f(I) étant bien un intervalle ouvert.

D’apres le cours : .
Ve 1d(f(e) = 5
On dérive cette relation :
Vo el f'(x)g"(f(z)) = -
On en déduit :

Ve el g"(f(z) =

f"(x)

f'(@)?

_ )
f'(@)?

11
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3.(a) Soient z et y € I tq x # y.

_oxfy) —yf(x)  z2(fy) — f(2) + (x —y)f()
H(wy) =~y =@ 1) — ()
YT 9 W) — g(f(2))
= O T T O T
= x— f(z ! 1 "(t)dt
IO =7 o 9
1 ' ! — X — X
= o @) gy ) 9 (V@) A0 ()~ f)an

IxI—=R
1
(2,9) =z — f(x) /0 g (1= N F(@) + M () d

On va montrer que Gy est continue sur I x I.

(b) Soit G¢

Il s’agit d’utiliser le théoréme de continuité sous le signe / mais il n’est au programme

que pour les fonctions d’une seule variable.
Il y a deux possibilités : étendre le théoréme du programme aux fonctions de plusieurs
variables ou revenir au théoréme de convergence dominée et a la caractérisation sé-
quentielle de la continuité.
C’est cette méthode que je vais employer.
Soit (z,y) € I x 1.
I étant un intervalle ouvert de R, il existe r > 0 tel que K = [z—7r; z+7r]x [y—7r;y+7r] C
IxI
Soit (zp)nen une suite a valeurs dans [z — ;& + r| qui converge vers .
Soit (yn)nen une suite a valeurs dans [y — r;y + r] qui converge vers y.
0;1] - R
A g/ ((1 - )‘)f(ivn) + Af(yn))
— Pour tout n € N, g, est continue sur [0;1].
— La suite de fonctions (g, )nen converge simplement sur [0; 1] vers la fonction L :
A (1= N (@) + Af())
— L est continue sur [0;1].
— L’hypothese de domination est vérifiée :
La fonction (X,Y,A) — ¢ ((1 = X\)f(X)+ Af(Y)) est continue (comme fonction
de trois variables) sur K x [0; 1] partie fermée et bornée de R? donc :
M € R, tq V(X,Y,\) € K x [0:1] |g' ((1— \)F(X) + AF(Y))] < M
On a alors :
Vn € NVYA € [0;1] |g.(\)] < M
avec A — M continue, positive et intégrable sur [0; 1].
D’apres le théoreme de convergence dominée :

Gplomstn) =~ £2) [ 0N 2= £(@) [ (1= 0@ + AT =

Gy(z,y)

szr caractérisation séquentielle de la continuité, Gy est continue en (z,y).
G est donc continue sur I x 1.

D’apres la question précédente, Gy prolonge Hy a I x I.

Soit Py un autre prolongement par continuité de Hy a I x I.

Soit (z,y) € I x I.

Pour tout n € N, soit g, {

12
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Six # y alors Pr(x,y) = Hy(z,y) = Gy(z,y).

Si @ = y alors Py(z,y) = Pr(z,xz) = lim Pr(x,y) = lim H¢(zr,y) = G(z,z) =
y—xt y—xt

Gy(z,y)

Donc :

V(z,y) € I X I Py(z,y) = Gy(,y)

Donc Py = Gy et il y a unicité du prolongement.

I'xI—R
1
@)= [ g (L= NF@) + A (@) A

Il s’agit de montrer que Ay est de classe
c2.

On va commencer par prouver qu’elle est de classe C!.

Pour cela, il faut montrer que ses deux dérivées partielles existent et sont continues.

0A
On va se contenter de montrer que Tf est définie et continue sur I x I.
x

— Définition
Soit (z,y) € I x I.
Il s’agit de montrer que la fonction z — Af(z,y) est dérivable en x.

Pour cela le théoreme de dérivation sous le signe [ du programme suffit.
Il existe r > 0 tel que [z —r;z + 7] C I.

z—r;x+r] x[0;1] =R
Soit a {[ I 1031]

(2, ) = ¢" (1= N f(2) + Af ()
— a est C! par rapport & z et :
0

V(z,A) € [z =y + 7] < [0;1] a*j(z, A) =1 =Nf(2)g" (1= A)f(2) + Af(y))
— Pour tout z € [z — r;z + ], la fonction a(z,.) est continue et intégrable sur

[0; 1].
— Pour tout z € [x — r;z + 7], la fonction ga(z, .) est continue sur [0;1].

z

— L’hypothese de domination est vérifiée :

La fonction (z,\) — ga(z, A)=1=XN)f(2)d" (1 =N f(z) + Af(y)) est conti-

2
nue (comme fonction de deux variables) sur [z — r;z + 7] x [0; 1] partie fermée
et bornée de R? donc :

dM € Ry tq V(z,A) € [z — ;2 + 7] x [0;1] Ga

3 (m)‘ <M
z
avec A — M continue, positive et intégrable sur [0;1].

Donc la fonction z — Af(z,y) est de classe C! sur [x — r;z + r] avec :

d Lo
Vaelo—riatr] - (Ap(z) = | 5o( 000

0A
En particulier, la dérivée partielle a—f(x, y) existe et :
x

O a) = [ (1= ) (= N1 )+ AT ) O
€T 0

0A
On a donc montré que la fonction Tf est défini sur I avec :
i

0A 1
Vo) € Ix 1 5L (@y) = (@) [ (1= Nfg" (1= N F(@) + M) A
— Continuité
Il suffit d’adapter le raisonnement de la question précédente.

13
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A ce stade, ona donc prouvé que Ay est de classe C! avec :

EIXI%

¥(z. 1) ) = £ [0 (1 V@) +ATw)
Slley) = 1) [ 20 (1= N1+ M)A

Et il n’y a plus qu’a refaire le méme raisonnement. A chaque fois, on domine loca-

lement par une constan
partie fermée et bornée.

(d)

te obtenue par majoration d’une fonction continue sur une

H(z,z) = / g (1 =N f(z)+ Xf(x))d\
H@a) = o= 1) [ o () do=a—f) [
f@)
f'(z)
4. (a) z* = g(0) donc f(x*) = 0.
On en déduit Hf(x*,x*);t(x“; - J{;E(?U*j)) = **f( |
SV ) ) )
Y e ) st
Six#a*, He(x,x*) = e = flo) - —f@) =z*.
Six=a* Hf(x,a*) = Hp(x*, %) = x*.
Donc :
Hy(x,y) —a* = Hy(r,y) — Hp(z",y) — Hp(z,2") + Hp(z", 27)
= Hf(b, d) — Hf(a, d) — Hf(b, C) + Hf(a, C)
aveca=c=x*,b=xzetd=y
D’apres la premiére question de cette partie :
0
SE.9) € Loox Iy @ Hylog) —a* = (2~ 2) (0 - )5 2L E7)
(b) Hy(x* —h,z* + h) —a* = —hQngf(.r y)avecx* —h<T<ax*etax* <yg<z*+h

2, e 1)

f * *\ 1m f‘r*_ 7$*+ —LU*
Oxdy (27,2%) = h1—>0+ ( h2 )

(" = h)f(a" +h) — (" + h)f( - h)
" (3) (o
ars (3)
—(z* + h) (f(a;*) — fl(z")h + / (2 )h2 ! 6( )h3+0(h3)>
- 2* <2f’(a:*)h+ f(g)?fl“*)h3> _ f”(aj*)h?’ —|—0(h3)

14
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f(z* +h) = f(z*¥—h) = 2hf’(x*)+f(3)3(x*)h3+o(h3)

He(x* —h,2* +h) — 2"
= Fh) i Fo = h) (" =h)f(a" +h) = (&" + h)f(z" —h) —a" (f(z" + h) = f(z" = h)))
]' 1 *
T f@+h) — [ —h) (=F"@h* +o(k)

On en déduit :

0*Hy
0xdy

f//(x*)
2f"(x¥)

(z%, %) =

Autre méthode possible :

W(r,y) € Tx 1 Hyle,y) = x—f(w)/lg (1 X)1() + A () dx
Dlbw) = —F@) [ M (0= N )+ M) ax

en utilisant 3.c.

2
V(a, )EIxIaHf(a:y)

0xdy
/ A" (( z) + Af(y)) dA
/ A= 2)g® (1= M) f(x) + Af(y)) dA
En particulier, puisque f(z*) =0
62Hf / * / >k ! 7z
) s
- 2f( ) f/( )
)
2f"(x*)

Quatriéme partie : méthode de la sécante

1. Supposons dans un premier temps , # Tp_1.
f(an) = f(@n
( n) ( = )(l' - xnfl) + f(l'nfl)
Tn — Tp—1
En faisant y = 0, on obtient :

L,, a pour équation y =

_ Tn — Tp—1
Tl = I T ) = (@)

_ zpaf(@n) — @ f (@n1)

T f(@a) — (@)

= Hf($n,1,$n)

f(xn-1)

Si on suppose que x,, = x,, alors L, a pour équation y = f'(z,,)(x — z,,) + f(zp).
Si on fait y = 0, on obtient :

= 2 g
= Hf($n_1,l‘n)

d’apres la question 3d de la troisieme partie.
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2. (a) Pour z # (3 :

h(z)] <1 <= hz)?= 22

(v - a)? < (z - B)?

(2= )2 — (& —a)? >0
(20— a—B)(a—B) >0
20 —a—fF>0cara >

a+p
2

[ A

xr >

De plus |[h(5)] > 1 et B < a—;—,@’

donc pour tout z € R :

hz)|<l<=uzel
(b) Sizp_1 # xy :

Tn-1f(@n) — Tnf(Tn-1)

f(zn) = f(2n-1)

Tn-1(ap — (@ + B)zn + aB) — za(zp_y — (@ + B)zn—1 + af)
22 — (a+ B)axn +af — (22_; — (a+ B)zpn_1 + af)
Tn1Tn(Tn — Tp—1) — afB(Tn — Tp_1)

(@n + Tn-1)(Tn — Tn-1) — (@ + B)(¥n — Tn—1)

Ty 1Ty — Qf

Tp-1+xy, — (@ + P)

Tn4+1 —

Siz, 1 =xp:

Tl = AT f(zn)

o) B)
" 2z, — (a+ B)
B 222 — (a+ B)xp — 22 + (o + Bz, — af
B 2z, — (a+ P)
__ap—ap
- 2x, — (a+p)
B Tp—1%n — af
 Tp1t T, — (a+P)
On en déduit :
unt = h(eagn) =

Tp1Tp — aff — a(Tp_1 + x5 — (@ + B))
Tp—1Zn — aff — B(xp—1 + xp — (a + B))
Tp1Typ — ATp_1 — AT, + a?

Ty 1Tp — Brp_1 — By + /32

(-1 — a)(zy — )

(xn—l - 6)($n - 6)

= Up-—1Un
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Passons a la définition de la suite (zp,)nen.
Veel fllfg)=2c—a—->0
Il suffit donc de montrer que si x,,—; et x,, appartiennent a I alors z,4+1 (qui est bien
défini cf la premiére question) alors z,4+1 € I.
Si xp—1 et x, appartiennent a I alors |h(zp—1)| <1 et |h(zy)] < 1 donc :
h(@n1)] = [h(@a1)] % [A@a)] <1
et xpq1 €1
(c) On a:
YneNzx, €T
Donc :
Vn €N |h(zy)| <1
Donc :
Vi = 1 (@] = [Ben1)] % [h(aa)] < h()]
La suite (|h(zn)|),cn- est donc décroissante.
On en déduit :
Vi > 1 [h(wa)] < b))
Donc :
Vi = 2 [h(@a)] = [h(@a)] % [h@a)] < (@) [h(a)|
Puis par une récurrence triviale :

Vn > 2 [h(z,)| < (@)% [h(zs)]

Ty —
|h(z1)| < 1 donc h(x,) = m m 0
Mais :

vn € N (z,, — B)h(zn) = 2n —

Donc :

Vn € Nz, (h(x,) — 1) = Bh(zy,) — «
Vn € N h(z,) #1: 2, € I donc |h(zy)| <1

Donc :
Vn e Nz, = Bhiza) = a
" h(xn) —1 n—o+oo
(d) Sixo # v alors 0 < |h(xp)| < 1 donc on peut poser so = In (|h(zg)|) < 0.

On a |h(zp)| < e°0, inégalité qui est vraie si xyp = « avec, par exemple, sp = —1.
In (|h

Sixy # a alors 0 < |h(z1)| < 1 donc on peut poser s; = n(|¢(:61)|) <0.

On a |h(x1)| < e%1?, inégalité qui est vraie si 1 = a avec, par exemple, 51 = —1.

Par croissance de l’exponentielle, si on pose s = max (sg, s1) < 0 alors :
|h(z0)| < e = e et |h(z)] < &'

Pour tout n € N*, soit P(n) : Vk € [0;n] |h(zp)| < e

P(1) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

|h(@nt1)| < [h(zn-1)] [M(zn)] < (0" TIHE") = o0 (OFD) = o9

car o> = ¢+ 1

Donc P(n + 1) est vraie et on a prouvé :

Vn €N |h(z,)| < 5"

On en déduit h(z,) = O <e5¢n>

Bhiz) —a (8- a)h(r,)
h(zy) —1 h(zp) —1

Donc z,, —a =0 (esd’n)

f'(@")

2

Mais z,, — a =

~ (6 — a)h(zn)

>0

3. (a) Soit n =
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Par continuité de la fonction f’) il existe € > 0 tq [z* — e 2* + €] C 1 et :
V€ [2" —ea” +e |f(z) - f'(@") <n

Donc : .

Vel —aat 4 d F@) 2 fl) —n=L0) 50

O*Hy
0xdy

(b) Zpt1 — 2" = Hp(xp-1,2n) — 2" = (Tp-1 — %) (Xpn41 — %) (z,y) avec x compris

entre x,_1 et ™ et y compris entre x,, et x*.

x et y sont donc compris entre x* — € et x* + € et :
O*Hy
0xdy

(¢) Il n’y a plus qu’a reprendre la question 2.
Au départ xg et x1 appartiennent a [z* — €5 2* + €.
Sur cet intervalle f” est & valeurs dans R ([z* — €’;2* + €] C [2* — €;2™ + €]), ce qui
permet de calculer xs.
|z — 2% < M |xy — a*||zg — 2*| < Me x € < ¢
Donc g € [2* — €;2* + €/] et on peut itérer la construction.
La suite (zy)nen est donc bien définie et est & valeurs dans [x* — ¢/;2* + €.
Vn>1 |epi1 — | < M |zp—1 — 2*| |2y — 2| < M€ |z, — 2|
Donc :
Vn > 1 |z, — | < (Me)" 1z — 2*]
Comme M¢' < 1, on en déduit :

Ty ——
n—-+o0o

*‘_

|Tpi1 — |zp_1 — x*| |2y — 2| (z,y)| < M |zp_1 — x*| |z — z*

18



