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Exercice 1

Q1 Soit A € M, (C).

Pour tout M € M,,(C), le produit matriciel AM est bien défini et AM € M,,(C).

V(My, My) € Mp(C)? V(A1, Ao) € CZpa(M My 4+ MoMs) = A(M My + XoMy)

MAM; + N AMo
= Apa(Mi) + Apa(Ma)

Donc ¢4 est linéaire.
@A est linéaire de M,,(C) dans M,,(C) donc ¢4 est un endomorphisme de M, (C).

Q2 Soit (A4, B) € M,(C)2.

Q3

Q4 VA e Cxa(A) =det(A\r —A) =

VM € Mn(C) (pacwp)(M) = @alep(M)) =pa(BM) = A(BM)
(AB)M par associativité du produit matriciel
= wap(M)

Donc p4 095 = @aB.

e On suppose que @4 est un isomorphisme.

w4 est bijective donc I, a un antécédent, noté B.

AB = ¢4(B) = I, donc A est inversible et A™! = B.

On suppose A inversible.

D’apres la question précédente, w4 0 @s-1 = @a4-1 = ¢y, €t

PA-1 O PA = PA-104A = PA-10A = Py~

Mais :

VM € M, (C) o1, (M) =I1,M =M

ie ¢, = Idm,(c)

Donc :

a0 pa-1 =100 =1ldpy, ()

et w4 est un isomorphisme de M, (C) dans M,,(C) d’inverse @ 41
A—-1 -1

R PSP

e Premier cas: a #1

x4 = (X — 1)(X — a) est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

e Deuxiéme cas : a =1

xA = (X —1)? donc 1 est valeur propre double de A.



0 1 .
A—1I), = 0 0 est de rang 1 donc son noyau, qui est le sous-espace propre de A

associé a la valeur propre 1, est de dimension 1.
La dimension de Fj(A) est différente de la multiplicité de 1 comme valeur propre de
A donc A n’est pas diagonalisable.

La CNS cherchée est donc a # 1.

Q6 VA € C xy, (N) = det (Mg, c) — 9a) =

1 1 1 0 1 0
Q5 @a(E11) = <O a) <O 0) = (0 0) =FEi
1 1 0 1 0 1
pa(Br2) = (0 a> <0 0) - (0 0) = B
1 1 0 0 1 0
wa(Er1) = <0 a> (1 0) = (a 0) =FE11+aFEy;
1 1 0 0 0 1
0a(Ea2) = <0 a) <0 1) = (0 a) =Fia2+alss
1 010
La matrice cherchée est donc : 0 101
0 0 a O
0 0 0 a
A—1 0 -1 0
0 A—1 0 -1

= (A= 1A - a)?

e Premier cas : a # 1
Les valeurs propres de ¢4 sont a et 1 doubles.

0 0 1 0
La matrice de —Id dans la base C est 00 0 1
FALHEE €8 A T JOMu(R) TAR 00 a=1 0

0 0 0 a—1
Elle est de rang 2 car les deux premiéres colonnes sont nulles et les deux dernieres
linéairement indépendantes.
Donc I'image de @4 — Idpq,(r) est de dimension 2.
D’apres la formule du rang, son noyau, qui est le sous-espace propre de ¢4 associé a
la valeur propre 1, est de dimension 2.

1—a 0 10
La matrice de p4 — aldpq,r) dans la base C est 8 1 6 a 8 (1)
0 0 00

Elle est de rang 2 car les deux dernieres lignes sont nulles et les deux premieres
linéairement indépendantes.

Donc I'image de ¢4 — aldpy,(r) est de dimension 2.

D’apres la formule du rang, son noyau, qui est le sous-espace propre de ¢4 associé a
la valeur propre a, est de dimension 2.

Deuxiéme cas : a =1

Les valeurs propres de ¢4 sont 1, 4 fois.



Q7

Qs

Q9

Q10

o O O
o O O

0
La matrice de pa — Idpq,r) dans la base C' est (1)
0

OO O =

0 0
Elle est de rang 2 car les deux premieres colonnes sont nulles et les deux derniéres
linéairement indépendantes.
Donc I'image de ¢4 — Idpq,(r) est de dimension 2.
D’apres la formule du rang, son noyau, qui est le sous-espace propre de ¢4 associé a
la valeur propre 1, est de dimension 2.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ 4 vaut 4 = dim (My(C)) sia # 1
et 2sia=1.
Par conséquent :

w4 diagonalisable <= a #1
< A diagonalisable

Pour tout k € N, soit P(k) : ¢% = @ »
0% = Tdp,(c)

A0 — I, donc @40 = eI, = IdMn(C)'
P(0) est vraie.

On suppose P(k) vraie.

<plf4+1 = wﬁ owa = @k 0 pa d’apres 'hypotheése de récurrence.
On a alors avec la question 2 :

k+1
<PA+ = PAkA = PAk+L

Donc P(k + 1) est vraie.

On a donc montré par récurrence que P(k) est vraie pour tout k € N ie :
Vk e N go’jj‘ = Q k

Soit P € C[X].

d
3d € N 3(co,...,cq) € CHl tq P = chXk
k=0

P(A) = zd: cr AR
=0

k=
On en déduit :

d
VM € My(C) ppay(M) = P(AM =>_ cA*M

k=0
d
= Z crpar (M)
k=0
Donc : :
d d
PPy = D Ckpar = Y crpli = P(pa)
k=0 k=0

Soit M € M,,(K).
M est diagonalisable si, et seulement si, il existe un polyndéme annulateur scindé a racines
simples a coefficients dans K de M.



Q11

Q12

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie.
u est diagonalisable si, et seulement si, il existe un polynéme annulateur scindé a racines
simples a coefficients dans K de wu.

Soit B € M,,(C).

Supposons ¢p = 0.

B = BI, =¢p(l,) =0

Réciproquement, si B = 0 alors ¢p est ’endomorphisme nul de M,,(C).

D’apres la question précédente, A et ¢4 ont donc les mémes polynémes annulateurs.
Donc A possede un polyndéme annulateur scindé a racines simples si, et seulement si, ¢4
posséde un polyndéme annulateur scindé a racines simples.
On en déduit :
A diagonalisable <= ¢4 diagonalisable
XA n'est pas le polyndéme caractéristique de p 4. En effet, x4 est de degré n alors que ¢4
est de degré n?.
Néanmoins d’apres la question 9, xa(v4) = ¢y ,(4)
D’apres le théoreme de Calyley-Hamilton, y4(A) = 0 donc x4(¢4) est nul.
On en déduit que le spectre de ¢4 est inclus dans I’ensemble des racines de x 4.
Mais I’ensemble des racines de x4 est le spectre de A donc Sp(pa) C Sp(A).
Mais on a aussi :
Pxpn(A) = Xpa (pa) par la question 9.
D’ou P (A) = 0 par Cayley-Hamilton appliqué a ¢ 4.
On en déduit (cf la question 10) que x,,(A4) =0
On en déduit que le spectre de A est inclus dans I’ensemble des racines de x,, a savoir
le spectre de ¢ 4.
On a donc montré par double inclusion que Sp(A) = Sp(pa4).
e Soit M € Ex(pa).
AM = pa(M) = AM.

Si on multiplie a droite par la colonne E; = (avec le 1 en j-éme position), on

0
obtient AC;(M) = XC;(M) et la j-éme colonne de M est dans le sous-espace propre
de A associé a la valeur propre A.

e On suppose :

On a donc en notant (Ey, ..., E,) la base canonique de M,, 1(C) :

Vje[1;n] AIME;) = AME;

Donc :

Vje[l;n] (AM —AM)E; =0

En d’autres termes, toutes les colonnes de la matrice AM — AM sont nulles. Cette
matrice est donc nulle et :

waA(M) =AM = \M

Donc M € Ex(¢a)



Q13 D’apres I’énoncé, on a :

VA € Sp(A) = Sp(pa) dim (Ex(wa)) = dim (Ex(A)") = ndim (Ex(A)).

La trace d’'un endomorphisme (resp. d’une matrice) dont le polyndme caractéristique est
scindé est la somme de ses valeurs propres comptées avec leurs multiplicités.

Ici on travaille avec le corps des complexes donc les polynémes sont tous scindés (théoréme
de d’Alembert-Gauss).

En outre, on suppose A diagonalisable, ce qui entraine que ¢4 est aussi diagonalisable.
Dans ce cas, multiplicité et dimension du sous-espace propre associé a une valeur propre
sont les mémes donc :

tr(pa) = Y Adim(Ex(pa))
AeSp(pa)

= Y Adim(Ex(pa)) car Sp(a) = Sp(A)
AeSp(A)

= Y nxdim(Ex(A)=n Y Adim(E\(A))
AESp(A) AESP(4)
= ntr(A)

De méme avec le produit a la place de la somme :

det (o4) = H A\dim (Ex(p4))
AESp(pa)
_ H A\dim (Bx(#4)) cqr Sp(pa) = Sp(A)
AESpP(A)

_ H )\ndim(E/\(A)):( H )\dim(EA(A)))

AeSp(A) AESp(A)
= (det (A))"

Exercice 2

Q14 Pour tout n € N, soit f, {

Q15

R—R
tsthe
Soit n € N.

frn est continue sur R.

Vi >0 82f,(t) = t"T2e ! = (tQ)(n+2)/2 et P 0 par croissance comparée.
—r+00

1
Donc fn(t) = 0400 (tz)
La fonction ¢ — — est intégrable en 00 donc f, est intégrable en +oc.
On en déduit que f, est intégrable sur R.
La fonction f, étant paire si n est pair, impair si n est impair, f, est intégrable sur R.
R—R

Soient R € R[X] et
ot X] ot f {tHR(t)e_tZ

d
3d € N3(co, ..., cq) € CHltq R=D" ¢ X"
k=0



d

f= Z ci fr est intégrable sur R comme combinaison linéaire de fonctions intégrables
k=0
sur R.

Q16 e Linéarité a droite
Y(P,Q1,Q2) € RIX]2V(\1, Xo) € R?
+oo
PPMQUT2Q) = [ PO M@0+ 2Qa() dt

= [T PO@D) + PO
+o00 +o0o
= n [ POQ) A+ /_ P(£)Qs(t) dt
= Ap(P,Q1) + \p(P,Q2)
e Symétrie . .
V(P.Q) e RXPo(P.Q) = [ PR = [ QWP A= p(Q.P)

e Linéarité a gauche
Elle se déduit de la linéarité a droite grace a la symétrie.
e Positivité
Si P € R[X], la fonction t + P(t)? est continue et positive sur R donc :

VP € R[X] ¢(P, P) = /+oo P(t)%dt >0

avec égalité si, et seulement si, P(t)2 = 0 pour tout ¢t € R.
Mais P est un polyndéme donc dire que P s’annule en tout point de R qui contient
une infinité d’éléments revient a dire que P est le polynéme nul.

R—R

_p  est continue sur R donc d’aprés le théoreme fondamental de

Q17 La fonction fy {
t— e

'analyse, u est C! sur R et :
Vz e Ru/(z) = e

Rx[0;1] - R
Q18 Soit g o~ (1+t%)z?
(2,t) = ———5—
1+ ¢2
e g est C! par rapport & x avec :
99

V(x,t) € R x [0;1] %(SU,t) — g e—(1+2)a?

e Pour tout = € R, la fonction g(z,.) est continue et intégrable sur [0;1] (la continuité
entraine 'intégrabilité sur un segment)

0
e Pour tout z € R, la fonction a—g(:p, .) est continue sur [0; 1]
x

e Domination
Soit R > 0.
dg

V(z,t) € [-R; R] x [0;1] a—(x,t)
x
avec t — 2R continue, positive et intégrable sur [0;1].
On en déduit que pour tout R > 0, v est de classe C! sur [~ R; R] avec :

1
VR >0Vz € [-R; R v/(z) = —2u / o (H2)2? gy
0

= 2|z e~ (1+)2* < 2R




On en déduit que v est de classe C! sur R avec

1
Vz e R/ (z) = —2:L’/ e~ (1H19)2% gy
0

Q19 La fonction f = u? + v est C! sur R avec :
T 1
VeeR[() = 2u(@)(a)+v(e) =26 [Tefdr—ze [ et qy
0 0
T 1
= 267%2/ e dt — 2x/ e " e gt
0 0

1
— 92¢7% /x e dt — 2e_’”2/ e @)% 2 qt
0 0

x x
= 27 / et dt — 27 / eV’ dy
0 0

= 0

Donc la fonction f est constante sur R.
Sa valeur est f(0).

FO) = w02+ 0(0) = v(0) = [ = forctan (1)}

Rx[0;1] - R
Q20 Soit g o~ (1+t%)z?
(@t S
e Pour tout ¢t € [0;1], g(z,t) —— () =0
r—+00

e Pour tout z € R, la fonction g(z,.) est continue sur [0;1].
e La fonction [ est continue sur [0;1].
e Domination

W(a.t) € Rx [0:1] Jg(a.0)| = " <1

142 =
avec t — 1 continue, positive et intégrable sur [0;1].
On en déduit que v(z) —— 0.
T—+00
2T _ T
Donc u(x)* = 1 v(x) 1

u étant positive sur Ry, on en déduit u(r) ——

r——+00
—+oco
Donc / e_t2 dt = ﬁ
0 2
+oo 9
Par parité, / e Udt =1

—0o0

ol

Q21 Pour tout n € N, soit P(n) : H,, est de degré n et de coefficient dominant 2".
Hy =1 =2° donc Hy est de degré 0 et de coefficient dominant 2° : P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
Il existe @Q,, de degré inférieur ou égal & n — 1 tel que H,, = 2" X" + Q,,.
Hpo1 = 2X(2"X" +Q,) —2"nX""1 - Q!

n

2n+1Xn+1 + QXQn o 2nan_1 . Q/

n



2XQ, est de degré inférieur ou égal a n, 2"nX" ! est de degré n — 1 (—oo si n = 0) et
Q! est de degré au plus n — 2.
On en déduit que H,, 11 est de degré n + 1 et de coefficient dominant 27+
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé par récurrence :
pour tout n € N, H,, est de degré n et de coefficient dominant 2".
Q22 f est clairement de classe C* sur R.
Pour tout n € N, soit P(n) : Vo € R f)(z) = (=1)"H,(z) f(x)
fO = ¢ (=1)° =1 et Hy =1 donc P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

Ve eR [ = (1) (@)
= (=1D)™(H}(z)f(z) + Hp(x)f'(x)) d’aprés hypothese de récurrence
= (=1)"(Hy(2)f(x) + Hn(z)(—22)f(x))
= (~1)"f(2)(—Hy () + 22Ha(x))
= (~1)""Hppa(2)f(2)

Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé par récurrence :
VneNVereR fM(z) = (-1)"H,(z)f(z)

Q23 Sig=0 alors p=k =0 et la formule de I’énoncé devient :
—+o00
©(Ho, Ho) Z/ Hy(t)f(t)dt
—00

Elle est vraie car :

(p(Ho,Ho) = / > Ho(t)H()(t> eft2 dt = /_+o° Ho(t)f(t)dt

On suppose ¢ > 0 et on procede par récurrence finie.

Pour tout k € [0; q], soit P(k) : ¢(H,, Hy) )~ k/ H 9=k) (1) dt
ottty = [ om0t a= [ o050

+oo
= / H,(t)(—1)7f@(t) dt d’aprés la question précédente

= 0 [ HO OO0

Donc P(0) est vraie.
On suppose P(k) vraie (0 < k < q).
On integre par parties :
u(t) = Hy (1), /(1) = Hy (1)
V' (t) = fOR (), v(t) = F@FD(t) (on a bien ¢ — k — 1 > 0)
u et v sont de classe C! sur R et :
u(t)v(t) = (—1)‘1*’“*1H]§k+1)(t)Hq_k_l(t)f(t) de la forme P(t)e " avec P polynomiale
donc u(t)v(t) P 0



Q24

Q25

Q26

Q27

L’intégration par parties est donc justifiée et :

Pty = (00 (0= [ HED G 0 ar)
= et [T R0 )

Donc P(k + 1) est vraie.
On a donc prouvé par récurrence :
+oo
vk € 05l ¢(Hy, Hy) = (<17 [ @) 70 1) ar

Soit (p, q) € [0;d]? tel que p < q.
+0o0

D’apres la question précédente (avec k = q), p(Hp, Hy) = H]gq)f(t) dt
—00

Mais H), est un polynome de degré p < g donc H;,(JQ) =0.

On en déduit ¢(H,, Hy) = 0.

La famille (Hy,...,Hy) est donc orthogonale. Comme elle est formée de vecteurs non

nuls, elle est libre.

Mais elle comporte d + 1 = dim (R4[X]) vecteurs de R4[X] donc c’est une base (orthogo-

nale) de Ry[X].
Toujours avec la question 23, on a :
T W)
SO(Hpv Hp) = pr (t)f(t) dt

— 00

¥p €N || Hy|?

+o0o
= / 2Ppl f(t) dt car H), est de degré p et de coefficient dominant 27

[e.9]

= 2pl\/7

On en déduit :
Vp € N |Hp| = y/2Pp!\/T

o0
+ g

VzeC eZ:nz::OH

On en déduit :
400 on pn
Vz e C &2 = Z 2"

n!

n=0
et le rayon de convergence est infini car la série converge pour tout z € C
De méme :
“+o00 n
2 -1
veCoe? =3 D

!
n—0 n:
et le rayon de convergence est infini car la série converge pour tout z € C
V2 € C e—(z—z)2 — 6—172+2mz—z2 — e—r2 o2z e—22

Les deux fonctions z — e2%% et 2z — e~ sont développables en série entiere avec un
rayon de convergence infini. Par produit de Cauchy, on peut affirmer que leur produit est
développable en série entiere sur C donc avec un rayon de convergence infini.

Enfin, x étant fixé, e~ est ici une constante donc la fonction z — e~ (#=2) est dévelop-
pable en série entiere sur C donc avec un rayon de convergence infini.



Q28 Vt € R f(x —t) cht”

On a donc en notant g la fonction t — f(x —t) :

(n)
Vn € Ne¢, = g(0)
n!
Mais :
Vn e NVt € R g™ (t) = (=1)"f"™)(x — t) = H,(x — t)f(x — t) par la question 22
Donc :

Vn € Ne¢, = —f (z)
n!
flx) = e~ étant ici une constante strictement positive, on en déduit que le rayon de

convergence de la série entiere E — 1" est le méme que celui de la série entiere g cnt

n>0 n>0
a savoir +0o
Enfin, on a :
VzeC 22 = e 72 = Zc Z"
+oo
H,(x
— n(‘ )f(x)z"
n!
n=0
—+00
_ 22 Hn(ZL‘) n
n=0
= n!
Q29 x est toujours un réel fixé.
[ Hp ()]

Vn € N VO € [0;27] |gn(8)] =

convergente.

indépendant de 0 et terme général d’une série

n!

En effet le rayon de convergence de la série entiere Z 2" est infini donc pour tout

n>0
H,(x
z € C, la série Z n(' )
n>0
On en déduit que la série de fonctions Z gn, converge normalement sur [0; 27].

Q30

n

2" converge absolument. C’est le cas en particulier en z = 1.

2 ) . 2 +°° . .
Gu(e?ye ™y = / ( e\ e dh d’apres la question 28
27 +O°
- / Hy( i(nfp)Hdg

7r+°°
- [ ow
0 n=0

0

e Pour tout n € N,g,, est continue sur [0; 27].
e La série de fonctions Z gn converge normalement sur [0; 27| donc converge unifor-
mément sur [0; 27].

10



On en déduit :

21 . . T ron
Go(e?) e ®q9 = Z/

0

_ / Z / 'L n— p)9d0
0
nsﬁp
ei(n—p)o 2
= + -
Z p)]
nip
“+o00
n=0
n#Ep
H
— 27_‘, p(x)
p!
p!
D’ou le résultat en multipliant par or
T
Exercice 3
n+1 n
Q31 VneN (B C () B
k=1 k=1
Donc :
n+1
¥n € Npni1 = (ﬂ Bk) <P (ﬂ Bk> = Pn
k=1 k=1

La suite (py,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite /.

+00 n 400
Par continuité décroissante, [ = P (ﬂ (ﬂ Bk>> =P (ﬂ Bn> = P(E
n=1 \k=1 n=1

k
Q32 Sil’évenement ﬂ B; est réalisé alors 'urne contient 1 boule rouge et Si boules blanches.
i=1

k
Sk
On en déduit P | B B;| =
( | ZQ ) Sk +1

Q33 Pour tout n € N*, soit P(n) : p, =

1 Si
Au départ, il y a une boule de chaque couleur donc p; = P(B;) = 3=7% j_ ] car So=1
0
On suppose P(n) vraie.

n+1 n
Pny1 = P <ﬂ Bz’) =P <Bn+1 N ﬂ Bi)

i=1

- o ) (18]

S, "2 s Sy,

1
k n
Sntlipt S+l LS +1

11



Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc montré par récurrence :

-1

Q34 Pour tout n € N, soit P(n): S, >n+1
So =1 donc P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
Snt1 = Sp + Upy1 OU Up41 est un entier naturel non nul donc :
Sns1 2SS +1>2n+1+1
et P(n+ 1) est vraie.
On a donc montré par récurrence :
VvneNS, >n+1
On en déduit que la suite (S,,) diverge vers +oo.

S\ Sp+1Y 1 1 1
Qas vnENIH<Sn+1)_ ln< Sn )_ 1n<1+5n) 5 g 0
De plus :

Vn e N1 n
" n(sn+1
On en déduit :

1
<0et — <0
)— R

n

Zln (Sns

-1
n 1) converge <— ZS— converge

n

1
S Z 5 converge

Q36 e On suppose P(E) = 0.
n
D’apres la question 31, H

k JR—
S+ 1—pn+1ﬁ0

On en déduit : kzoln (SkSk ) = In (pn41) T

Donc la série Zln (

Sn ) diverge
Y )
Spt1 8
D’apres la question précédente, la série Z 5 diverge.
n

1
e On suppose que la série Z 5 diverge.
n

Sn
D’apres la question précédente, la série In diverge.
p q p , > ( o 1) g

Comme c’est une série a termes négatifs :
n

hl anrl kz: (Sk+ 1) n—+o00 >

Donc P(E) :ngrfoopn—o
Q37 VneN* S —1+Zuk—1+21—n+1
1 1
Donc — ~ —
ODCSn n

1
De plus la série Z — diverge
n

12



1 1
VneN—>0et —>0
Sh, n

1
donc la série Z 5 diverge et P(E) =0

Q38 On prend uy = k pour tout k € N*
n

nn+1) _ n?
i N* S, =1 k=14+ —0—2 > —
n € n +ng::1 + =G>
Donc : 1 9
i N“0< — < =
ne - S, n?

1
On en déduit que la Z 5. converge.
D’apres la question 36, P(FE) est non nul.
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