X PC 2024
Corrigé

1 Préliminaires

(1) R € O4(R) donc RTR = 1.
On en déduit 1 = det (I,,) = det (RTR) = det (R det (R) = det (R)*.
Donc det (R) € {—1;1}.
(2) L’application (.,.) est bien définie.
Soit (A, B) € M4(R)2.
AT € My(R) et B € M4(R) donc AT B est bien définie et appartient & M4(R). Sa trace
est bien définie.
e Symétrie
¥(4, B) € Ma(R)? (A, B) = tr (ATB) = tr ((ATB)T) = tr (BT A) = (B, A)
e Linéarité a droite
(4, B1, Ba) € Ma(R)* V(M1 \o) € R? (A, M B+ XoB2) = tr (AT(\B1 + AoBy))
= tr(MATB; + AT By)
= A\tr (ATBl) + Aotr (ATBQ)
= M(A4, B1) + X2(4, Bg)

e On en déduit la linéarité a gauche (grace a la symétrie).
e Avant d’aller plus loin, on va développer (A, B).

n

Y(A,B) € M4(R)? (A,B) = tr(ATB)=tr (Z Zkb;w)
1<i<p

En partlcuher

VA € My(R Z a” >
1<i<n
1<j<p

De plus :

(A,A) =0 <= V(i )Eﬂlnﬂx[[lp]]a =0
— V(i )eﬂlnﬂx[[lp]]a”fo
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U1 U1
(3)(a) Onnoteu=| : | etv=
Uqg Vd
d
> Avv
Jj=1
Av est la colonne : donc :
d
2 Adjvs
j=1
d d
< u, Av SRd= Z U Z Amvj = Z A@jl)ﬂ)j
i=1 j=1 1<i,j<d

o e M 4(R) donc uv” est bien une matrice de My(R).

Le coefficient situé a I'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne de uv’

est
uivj.
D’apres la formule vue question (2) :
(UUT,A) = Z uinA@j
1<ij<d
(b) On note C' = AB et D = BA.

d
Vi € [[1; d]] Cij = Z ai7kbk7,~
k=1

d d d
tr(C) = YD aiwbri= Y aikbi

i=1 k=1 k=1i=1
d d d
= D briair =Y dy
k=1i=1 k=1
= tr(D)

(c) Soit (A, B,C) € My(R)3.
(A,BC) = tr (ATBC)
(BTA,C) = tr ((BTA)TC) = tr (AT(BT)TC) = tx (ATBC)
(ACT,B) = tr (ACT)T, B) = tr (CATB) = tr (C(ATB)) = tr ((ATB)C) = tr (ATBC)
Il y a bien égalité entre les trois produits scalaires de ’énoncé.
(4) (a) Soit i € [1;d].
Le coeflicient situé a 'intersection de le i-éme ligne et de la i-éme colonne de la matrice

I; = RTR vaut :
d d d
1=> (R")i R =) R;;=Ri+) R,
j=1 j=1 Jj=1

i
d

Z R?z > 0 donc R?Z <1

j=1

i
On en déduit |R;;| < 1.

(b) D’apres la formule vue question (2) :
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d
(D, R) = Z OéiRi’i
i=1
Pour tout ¢ compris entre 1 et d, R;; <1 car |R;;| < 1.
On peut multiplier cette inégalité par o; > 0 : o R;; < .
Sommer des inégalités ne pose pas de probléme donc :

(D,R) < zd: = tr(D)
=1

2 Ensemble des déplacements de R?
(5) (a) Soit g = (1,7) € Dep(R?).

V(a,b) € RY x R? |¢,(a) — ¢4(b)] = |Ra+7— (Rb+7)| =|Ra— Rb| = |R(a— )|
= |a—1b|] car R € O(d)

Cela me parait suffisant.
On peut aussi revenir aux définitions de 1’énoncé :

Ve e R? |Rz||*> = (Rz)TRz =2"RTRe = 2T Iz = 2Ta

2
]

(b) Evidemment, si g = ¢’ alors ¢y = ¢g.
Réciproquement, soit g = (7, R) et ¢’ = (7', R') € Dep(R?) tels que ¢, = ¢y
VeeRIT+Rr =71+ Rz
On évalueenz=0:7=171".
Il reste :
V€ R Rx = R’z
En prenant pour x le j-éme vecteur de la base cannonique, on trouve que la j-éme
colonne de R est égale a la j-éme colonne de R'.
En faisant varier j, on en déduit que les colonnes de R et de R’ sont identiques.
Finalement, R = R et g = ¢'.

(c) e =(0,1;) convient et il n’y en a pas d’autre d’apres la question précédente.

(6) (a) Soit g = (1, R) et ¢ = (7', R') € Dep(R?).

Vo € RY (dg 0 ¢g)(x) = ¢y (¢g(x)) = ¢y (T + Ra)
7 +R(r+Rx)=7+R7+RRzx

Le produit de deux matrices de SO4(R) étant une matrice de SO4(R), ¢" = (7' +
R'7, R'R) € Dep(R?).
On vient de montrer ¢4 0 ¢4 = ¢y d’ou I'existence.
L’unicité découle de la question (5)(b).
(b) Soient g1, g2, g3 € Dep(R?).
(99, © @gs) © bgy = Bgy (g, © dgy) donc :
Pgigs © ¢g3 = ¢gl © ¢9293
On en déduit (g, g,)g5 = Pgy(gogs) PUIS (9192)93 = g1(9293)-
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(7) (a) On revient a la définition d’une bijection : tout élément de 1’ensemble d’arrivée possede
un antécédent et un seul dans I’ensemble de départ.
Soit (z,y) € R? x R

pg(z) =y <= T+ Rr=y
< Rx=y-—r
— =R Y \y-7)=RT'(y—-7)=R'y—R'r

R~! = RT étant une matrice de SO4(R), on a prouvé que ¢, était une bijection et
que ¢ = ¢(_pr, pry-

(b) L’existence a été prouvée dans la question précédente, I'unicité découle de la question
(5)(b).

(€) ¢ge = Pg © pe = Pg 0 idpa = ¢4 donc ge = g
¢eg:¢eo¢g :ideo¢g :¢g donc eg = g
Ggg-1 = Pg 0 Gy1 = g0 qﬁ;l = idga = ¢ donc gg~ ' =e
Gg-1g = g1 0 Qg = ¢g_1 0 ¢4 = idga = ¢ donc g lg=e

(8) Soit R = (r) une matrice de M (R).

RTR = (r?) et det (R) = r donc il y a une seule matrice dans SO (R) : I; = (1).

Les déplacements de R sont donc les couples (7, 1) avec 7 € R.

Soient g = (7,11) et ¢’ = (7', I1) deux déplacements de R.

Jdg=("+nLhr,1 )= (7" +7,1)

ggl = (7’ + IlT/, 11[1) = (T + 7'/, Il)

Donc g¢' = ¢'g.

Soit d > 2.

Il existe dans SO4(R) une matrice différente de I, par exemple R = Diag(—1,—1,1,...,1).
On prend g = (0, R) et ¢’ = (7', 1) avec 7/ = (1,0,0,...,0).

g'g= (7' +Idr,I4R) = (7', R)

99’ = (1+ R, I4R) = (—7', R)

Donc gg’ # ¢'g.

3 Distance a déplacement pres

(9) (a) Soit g,g" € Dep(R) et z = (2;)1<i<n € EL(R).
g.z= (¢g/(zi))1gign € &4 (R).

9.(9"z) = (& (¢g’(zi)))1gz‘§n = ((¢g ¢g’)(zi))1§i§n = (¢99l(zi))1§i§n
= (99)-

(b) Soient z,y € EM(R) et g € Dep(R?) tels que = = g.y.
g te=g"(gy) = (9 '9)y=cy

Mais si on note y = (y;)1<i<p alors :
€.y = (¢e(yi))1gign = (Idyi)1gi§n = (yi)1§i§n =Y
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(10) (a)

(b)

(11) (a)

Soient z,y € EXR) et g € Dep(R?).

lgy—gal = \irqﬁg(yi)—%(xi)

= | D lyi — x| dapres (5)(a)
i—1

= lly—«ll

Soient z,y € £ (R).
Vg € Dep(RY) |z —gy| = g7 e —g (9w = |lg~
d(z,y) indépendant de g

te—yl| = ly—g "tz >

Donc §(z,y) est un minorant de {x —gy,g € Dep(Rd)}. d(z,y) est donc plus petit
que la borne inférieure de cet ensemble : §(z,y) < d(y, x)

En inversant les roles de x et de y, on obtient d(y,x) < §(z,y).

Finalement : 6(z,y) = d(y, )

Soient z,y, z € EF(R) et g,g' € Dep(RY).

11 est écrit dans ’énoncé que ||.|| est une norme. On peut donc lui appliquer I'inégalité
triangulaire :

lz—gz| = ||z—(99)y+ (99)y — gz
< |z = (99) -yl + I(99")y — gz = ||z — (99")-yl| + [l9-(¢"-y) — g.=||
< e—= (99l + |lg"v — |

Soient x,y,z € E}(R).

Vg € Dep(RY) ||z — gx|| > d(x, 2) donc :

(9, 9') € Dep(RY)? §(x,2) < ||z = (99") yll + llg"-y — ]|

Soit € > 0.

3(91,92) € Dep(RY)? tq [|2 — g1yl < 6(y, 2)+eet [|ga.y — | = [l — g2.yl| < 0(y, x)+
e=46(x,y)+e

On prend ¢’ = g2 et g = glggl de sorte que :

99 = (0195") 91 = 91 (95 '92) = gre = g1

On a donc :

dz,2z) <6(y,2) +e+(z,y) +e

et il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0.

On suppose ¢(z) Nc(y) # 0.

1l existe donc z € R? qui appartient & la fois & c(x) et & c(y) :

il existe deux déplacements g et h tels que z = g.x = h.y.

Mais alors y = h=t.z = (h~lg).z et :

Vg’ € Dep(R?) g'.y = (¢'h"g).x € ()

On en déduit ¢(y) C ¢(z) et en inversant les roles de x et de y : ¢(z) C c(y).
D’ou c(z) = ¢(y).

On suppose c(x) = c(y).

y =e.y € c(y) donc y € c(x).

go € Dep(RY) tq y = go.z.

o(z,y) < |ly — go.x|| =0

Mais 6(x,y) est la borne inférieure d’une partie de Ry donc d(z,y) > 0.
On en déduit 6(z,y) = 0.
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4 Un probléeme d’optimisation

(12) (a)

JrR) = 3y~ (Rei+ )P

—(RZ+ 7))+ (7 - (Rz + 7))

I
]
&
|
<
|
=
|
8
+l\’)
[\]
(]
N
&
<
=

= S lyi— 7 R - P +2 < i~ 7 - R~ 7).

—(RT+7T) >pa +n|y —

— (RT+7) >ga +[7 — (R + 7))

Z),y— (RT+7) >ga +n |y — (RT + 7,

(RT + -

= Z\yi—g—R(:Ui—f)\2+2 <Y yi—ny—RY x;+nRT, Y — (RT +7) >ga +n |y — (I

i=1 i=1 =1

= Z|yi—@—R(:€i—f)|2+2<n§—ng—R(nf)+nR§,§—(RT+T) >pd +n g — (RT +

(b) On fixe donc R.
vre R J ) > Z ly; —

D’ou le résultat.

—\ 12 , ) . _
— T)|” avec égalité si, et seulement si, 7 = §— RT.

d(R) = Ma(R)

Mo MT sont continues

(13) (a) Les applications fi {;\\;C'ILRJ)WH Ma(R) et fo {

car linéaires (en dimension finie).
Donc f {Md(R) — Ma(R)
M = fo(M)f1(M)

(b) e SO4(R) est borné :

VR € SO4R) ||R|| = \/tr (RTR) = /tr (I3) = Vd : SO4(R) est inclus dans la

sphére de centre 0 et de rayon v/d.
o SO;4(R) est fermé :
On utilise la caractérisation séquentielle des fermés.
Soit (Ry)nen une suite d’élements de SO4(R) qui converge vers R.
VneN f(R,) =14
Par continuité de la fonction f, on a en faisant tendre n vers 400 : f(R) = 0.
R est donc une matrice orthogonale.
Vn € N det (R,) =1

est continue.
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(14) (a)

Par continuité du déterminant, on a en faisant tendre n vers +oo : det (R) =1
R appartient bien a SO4(R).

Mi(R) = My(R)
— R({L‘Z — f)

Pour tout ¢ compris entre 1 et n, la fonction f; { est continue car

linéaire (en dimension finie).
M4(R) — Mq(R)

On en déduit que pour tout ¢ compris entre 1 et n, la fonction g; { B B
R— vy —7— R(z; — T)

est continue.
Ma(R) — My(R)

Par composition, pour tout ¢ compris entre 1 et n, la fonction h; B .
Rw—|y; —y— R(z; — T)|

est continue.
My(R) — My4(R)
Enfin, par addition, la fonction F “ _ _
R Y|y —7— Rz — )|
i=1
D’apres le théoreme des bornes atteintes, il existe R, € SO4(R) telle que :
VR € SO4(R) F(R) > F(R.)

Soit (7, R) € SO4(R).

J(m,R) = J(1(R), R) = F(R) > F(R.) = J(7(Rx), Rx)
Onprend d=3,n=1,x=(1,0,0) et y = (1,0,0).
J(0,I3) =y — (Iz 4+ 0)* = [y — 2> =0

J étant a valeurs dans Ry, la matrice I3 convient.

1 0 0
Soit R=|[0 —1 O
0 0 -1

R aussi est une matrice de SO3(R) telle que Rx =y donc J(0, R) = 0 et R convient
également.

(15) Soit R € SO4(R).

TR R) = 3= R~
- f;(m 52+ | Rz — ) — 2 < — 7. Rwi — 7) >5a)
= En: —7)* + Z |z, —Z|* — 2 Z <y — Y, R(x; —T) >pa car R est une matrice orthog
=1 -
= nV(y)+nV(z)—2 Z < ( —7)T, R > Cfla question (3)(a)

= nV(zx)+nV(y) —2< Z(x,y), R > avec Z(x,y) = zn:(y — )z —7)T

i=1

Or §(z,y) = inf J(r,R) = inf J(7(R),R) donc d’apres la formule qu’on

(1,R)€Dep(R?) ReSO4(R)

vient d’établir :
§(z,y) =nV(z)+nV(y) -2 sup < Z(z,y),R>

RESOd(R)



X PC 2024

5 Calcul de 6(x,y) dans le cas ou det (Z(z,y)) >0

(16) S est symétrique réelle (a d lignes et d colonnes) donc il existe une BON (uq, ...

R? formée de vecteurs propres de S.
Vi € Hl,d]] 3\ € R tq Su; = Ay,

Quitte a permuter ces vecteurs, on peut suppooser Ay > --- > Ay.

Mais en fait, S est symétrique définie positive :

Soit v € R4\ {0}.

v Sv =0T 2T Zv = (Zv)T(Zv) = | Zv|?

Or Z est inversible et v non nul donc Zv est non nul.
On en déduit v7'Sv > 0.

S étant symétrique définie positive, son spectre est inclus dans R .

(17) (a) Soit (4, 4) € [1;d]>.

1
< Vi, Vj >pd = ’UZT’Uj = (Zui)T(Zuj)
POy
P VR AN WY
= i) = —=Z
)\7,)\] ul( ]u]) )\1,>\j

Donc si i # j, < v;,v; >pa= 0 et sii=j, <v;,vj >pa= ——=

La famille (vq,...,v4) est donc une famille orthonormée de R,

< Ug, Uj >Rd

1 car A\; > 0.

On en déduit que c¢’est une famille libre de d vecteurs de R? de dimension d donc une

base de R¢.

(b) On note Can la base canonnique de R? et f I’endomorphisme canoniquement associé a

la matrice Z.

Z = Mat can(f) = PMQ ou : P est la matrice de passage de la base canonique vers

(v1,...,uq)ie P=V

M est la matrice de f dans les bases (uq,...,uq) (au départ) et (vq,...

ieM=D

@ est U'inverse de la matrice passage de la base canonique vers (uq, ..
Mais ce sont deux bases orthonormées donc U € Oy4(R) et Q = UT

4 0
an- (1)

ZIT Z1 étant diagonale, on immédiatement A\; =4 et Ao = 1.
On peut prendre u; = (1,0) et ug = (0,1).

vy = ——=2Z1u1 = £(0,2) = (0,1)

Ua =
Vo = \/1)\72Z1UQ = (1,0))

01 0 1 20
Doch-(1 O) e‘ch—VD—<1 0) (0 1>
4 0
ZQTZg=<O 1).

Zg Zo étant diagonale, on immédiatement A\; =4 et Ao = 1.

,vq) (& Parrivée)

.,ud) ieQ:U_l
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On peut prendre u; = (1,0) et ug = (0,1).
1 1
= ——Zyu = =(0,-2) = (0,1

1
Vo = \/T?ZQUQ = (1,0))

0 1 0 1\ /(2 O
Doch-(_1 0) etZg—VD—<_1 O) <0 1)

(19) (a) Z =VDUT donc det (Z) = det (V) det (D) det (UT) = det (V) det (D) det (U).
Par hypothese, det (Z) > 0.

det (D) = H v/Ai est un produit de nombres strictement positifs donc det (D) > 0.

i=1
On en déduit det (V') det (U) > 0.
Mais le déterminant d’une matrice orthogonale vaut 1 ou -1 donc det (V') det (U) = 1.

Soit R € SO4(R).
La matrice TV RU est un produit de matrices orthogonales donc c’est une matrice
orthogonale.
De plus :
det (VIRU) = det (V1) det (R)det (U) = det (V)det (R)det (U) = det (R) = 1 car
det (V) det (U) = 1.
La matrice VT RU appartient bien & SOy4(R).
(b) Onnote A= sup < Z,R>etB= sup <D,R>.
ReSO4(R) ReS0O4(R)
Soit R € SO4(R).
D’apres la question (3) :
< Z,R>=<VDUT R>=<DUT V'R >=<D,VT'RU >
VTRU € SO4(R) donc < Z, R >< B indépendant de Z.
On en déduit A < B.

On montre comme dans la question précédente que VRUT appartient & SO4(R).
On en déduit :

< Z,VRUT >< A

Mais avec le calcul précédent :

< Z,VRUT >=< D, VI'VRUTU >=< D,R >

Donc < D, R >< A indépendant de R.

On en déduit B < A puis B = A.

(20) D’apres la question (4)(b) :
VR € SO4(R) < D,R ><tr (D)
Il y a égalité pour R=1;donc: sup < D,R>=tr(D)
RESO4(R)
D’apres la question précédente, sup < Z,R >=tr (D) qui est la somme des valeurs
ReSO4(R)
singulieres de la matrice Z.
Il n’y a plus qu’a invoquer la question (15) :
8(2,y) = nV(2) + 0V (y) — 2 (D)
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6 Le cas ou det (Z(z,y)) <0

(21) (a)

(22) (a)

(23) (a)

Soit A une valeur propre réelle de R : cette précision manque dans I’énoncé.

Il existe X € R%\ {0} tel que RX = \X.

R est une matrice orthogonale donc |RX| = |X| et |RX| = |[AX| = |A\||X]| donc
|A| | X| = |X] avec | X| > 0 ce qui entraine |A| = 1.

A étant réel, A = +1.

det (R) det (I + RT) = det (R(I + RT)) = det (R + RR")

R est une matrice orthogonale donc on a RTR = I; mais aussi RRT = I, ce qui
permet de conclure.

I+ R" = I+ R)T donc det (I + RT) =det (I + R) et :

det (I + R) = det (R) det (I + R) ou encore det (I + R)(det (R) — 1)

On en déduit det (R) =1 ou det (I + R) = 0.

Donc si det (R) = —1 alors det (I + R) = 0 et —1 est valeur propre de R.

Comme on vient de le remarquer, —1 est valeur propre de R.

Soit ug un vecteur propre unitaire de R associé a la valeur propre -1.

D’apres le théoreme de la base orthonormée incompleéte, on peut trouver d—1 vecteurs
U, ..., uqg_1 tels que (ug, ..., uq) soit une BON de R?.

Soit z € Ey = Vect(uy,...,ug—1).

ul' Rr = (RTug)Tx

R est une matrice orthogonale donc RT = R~

Rug = —ug donc en appliquant B!, on obtient : ug = —R ™ tuy

Donc ul Rz = (—ug)Tx = —ulz = 0 car z est combinaison linéaire de vecteurs
orthogonaux a ug.

Siz € Ey alors Rx € uj.

Mais (u1,...,uq) étant une BON de RY, uJ = F; donc :

six € Eq alors Rx € Ey

En d’autres termes, R(E;) C Ej.

Mais R est un automorphisme orthogonal de R donc un automorphisme de R¢ et R
conserve les dimensions.

Donc R(E) a la méme dimension que E; et finalement R(E;) = Ej.

U est la matrice de passage de la base canonique qui est orthonormée vers la base
(u1,...,uq) qui est également orthonormée donc U est une matrice orthogonale.

<SR > = tr(STR) =tr U DTUUTRU) = tr (UT DI, RU)
= tr(U'DRU) = tr (DR) car deux matrices semblables ont la méme trace
= tr(DTR)=<D,R >

Par les formules de changement de base, R’ est la matrice de ’endomorphisme cano-
niquement associé a R dans la base (u,...,uq).

Ry O

0 -1

R’ est un produit de matrices orthogonales donc R’ est une matrice orthogonale :
(RYTR' = 1,.

T T
Mais (R)TR = (RO 0> (RO 0) = (RO Fo O) donc RIRy = I;_; et

D’apres la question 22, R’ s’écrit en blocs R’ =

0 -1 0 -1 0 -1
Ry € Oq—1(R)

10
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(Q24) (a)

(Q25) (a)

(b)

So C

T S, d) ou C est

S est une matrice symétrique qu’on peut écrire en blocs S = (

une colonne a d — 1 lignes.

sp_ (S C\(Ro 0)_ (SR -C
ot Sgqa)\ 0 =1 CTRy —Sqa

On en déduit :
<D,R>=<S,R >=tr(STR') = tr (SR') = tr (SoRo) — S
S est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont positives : ce sont les «.
Donc S est une matrice symétrique positive.
So est clairement symétrique, montrons qu’elle est positive.
Soit X € R4 1.
X

Soit Y = <0> e R,

SY = ( g%ii) et YTSY = XTSpX
S étant positive, YT SY > 0.

On en déduit X7 Sy X > 0.

So estdonc une matrice symétrique positive.

D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice 2 € O4_1(R) et une matrice dia-
gonale & coefficients diagonaux positifs telles que Sy = QT AQ.

tr (SoRo) = tr (QTAQRg) = tr (AQRyQT) = tr (AQRyNT) car A est diagonale donc
symétrique.

Donc tr (SoRo) =< A, QRyQT >

QRyQ" est une matrice orthogonale donc d’apres la question (4) :

< A QROQT ><tr (A)

Mais A et Sp sont semblables donc tr (A) = tr (Sp).

Finalement, on aboutit bien a tr (SoRp) < tr (Sp).

tr (Sp) + de = tr(9)

S et D sont semblables donc tr (S) = tr (D) et tr (Sp) + Sqq = tr (D)

<D/R> = tr (S[)Ro) — Sd,d,
< tr(Sp) — Sgq avec la question (24)(b)
= tr (D) — Sd,d - Sd,d = tr (D) — QSd’d

S = UTDU donc les formules du calcul matriciel donne :

d d d
Saa = 2> (UN)axDriUra Z > UkaDiUsg
k=11=1

Vj € [1;d] aj > aq : c’est une hypothese de I’énoncé.
On peut multiplier par U2 > 0.
Vj e [1;d] o;U d>adUd

11
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En sommant, on obtient :

d
2
Saa > aa) U

j=1
d
Mais Z U JQ 4 est le carré de la norme du d-eme vecteur ligne de la matrice orthogonale
7=1
d
U donc » U7y =1.

j=1
On en déduit : Sgq > aq puis :

d d—1
< D,R>= tI‘(D) — QSd’d < Zai —20g = Zai — Qy
i=1 i=1
(26) Si on récapitule ce qui précede :
d—1
VR € O4(R)\SO4(R) < D,R >< Z a; —ag valeur atteinte pour R = Diag(1,...,1,—1)
i=1
a1
Donc sup < D,R>= Z o — ag
RGOd(R)\SOd(R) i=1
On revient alors a la question 19. En reprenant le méme raisonnement, on montre :
sup < Z,R>= sup <D,R>
RESO4(R) RE04(R)\SO4(R)

et on obtient :

d—1
Ste.) = V(o) 47 () 2 (32 VA~ V)
=1
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