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1 Exercice 1, endomorphisme cyclique

1.1 Partie I : étude d’un premier exemple

Q1 f(v) = (4,1) n’est pas colinéaire & v donc la famille (v, f(v)) est libre. Comme c’est
une famille de deux vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base de cet espace.

2 La matrice de f dans la base canonique de R? est 42 .
Q q 1

On en déduit : x5 = X% — tr (f)X + det (f) = X*> —5X +6.
8A=5—4x6=1.
Donc xs a deux racines réelles simples : 2 et 3. Ce sont les valeurs propres de f.

4y — 2y =2 20 — 2 =10
(wy) e Ba(f) = { T ST
r+y=2y

= x=y

r—y=20

((1,1)) est une base de E(f).

dr — 2y =3 — 2y =0
(@,y) € Bs(f) = { VTN =t
T+y =3y

= =2

r—2y=20

((2,1)) est une base de E3(f).
Q3 La réponse est oui : si w est un vecteur propre de f alors w est non nul et la famille
(w, f(w)) n’est pas une base de R? car elle est liée.

1.2 Partie II : étude d’un deuxieme exemple

2 -1 1
Q4 M?>=|-1 2 —1|=M+2I3donc g% = g+ 2idgs.
1 -1 2
Q5 Le polyndme X2 — X —2 = (X + 1)(X — 2) est scindé & racines simples sur R donc g
est diagonalisable.
De plus Sp(g) C {-1;2}.
g étant diagonalisable sans étre une homothétie, ¢ a au moins deux valeurs propres
distinctes.
Donc Sp(g) = {—1;2} et 'un des sous-espaces propres de g est de dimension 2, l'autre
de dimension 1.
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Q6 Vv € R3 ¢%(v) = g(v) + 2v
Donc pour tout v € R3, la famille (v, g(v), g?(v)) est liée.
g n’est pas cyclique.

1.3 Partie III : étude d’un troisieme exemple

Q7 Soit P =Y ap X" € R,[X].

k=0
AP) = > a(X+1D)F =Y apxF =) a (X +1)F - XP)
k=0 k=0 k=0
n k—1 k

= Z (ak Z ( l)X l) par la formule du binéme de Newton
k=1 =0
n—1 n k

— ( 3 <l>ak) X' e R, 1[X] C R,[X]
1=0 \k=I+1

De plus A est linéaire :
Soient (P, Q) € R,[X]? et (), pu) € R2.

AOP+ Q) = (\P+pQ)(X +1) — (AP + uQ)(X)
= AP(X + 1) + pQ(X +1) = AP(X) — pQ(X)
= AMPX +1) - P(X)) + QX +1) - Q(X))
= AA(P) +pA(Q)

Q8 Cela a été fait plus haut.
A(X%) =0

k-1
k
Vk € [1;n] A(XF) = X!
[1;n] AXT) ; (l)
Q9 Soit P € R,,[X] non constant.

Soit d le degré de P. On a d > 1.

D’apres la question 7 :

A(P) dz_jl Zdj <k>a X' =dag X + df Zd: <k>a X!
=0 \k=l+1 ! ’ ’ =0 \k=Il+1 ! *

daq # 0 donc A(P) est de degré d — 1.

Q10 Les polynémes X" A(X™),...,A"(X"™) = n! sont de degrés n,n — 1,...,0) (récur-
rence) donc forment une famille libre de n + 1 éléments de R,,[X] qui est de dimension
n+1. (X", A(X"),...,A"(X"™) = n!) est donc une base de R, [X].

On en déduit que A est cyclique.

1.4 Partie IV : cas d’un endomorphisme diagonalisable
Q11 Pour tout p € N, soit P(p) : hP(v) = Z agA vy
k=1

n n
Z AU = Z aivr = v donc P(0) est vraie.
k=1 k=1
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On suppose P(k) vraie.

Wl(v) = h(hP(v)) =h <Zn: akAgvk>

k=1
n n
= Z apXh(vg) = Z QR ARV
k=1 k=1
n
= D N
k=1
Donc P(p + 1) est vraie.
Q12
al oA ... al)\rf_l
det(F) =
et(F)
Qap  QpAp ... an)\z_l
IR VIR Vi
= Q1...0p C : : linéarité du déterminant par rapport a chaque ligne
Ap .. AL
= ay...0p H (Aj — A;) déterminant de Vandermonde
1<i<j<n

Q13 On suppose h cyclique.
Il existe donc v € E tel que la famille F soit une base de F.
Sion note an, . . ., a, les coordonnées de v dans la base B alors a; . .. ay, H (A=) #
1<i<j<n

0.
Tous les facteurs de ce produit sont donc non nuls et A admet n valeurs propres distinctes.

Réciproquement, on suppose que h admet n valeurs propres distinctes.
n
On prend v = Z V.
k=1
det(F) = H (Aj — i) # 0 donc F est une base de E.
B 1<i<j<n
On en déduit que h est cyclique.

2 La fonction dilogarithme

2.1 Partie I : existence et premieres propriétés de la fonction dilogarithme

Q14 Soit (t,z) € R x] — o0;1].

t>0donc et >1>x

Le dénominateur de f ne s’annulant pas, f est bien définie sur R* x] — oo;1].
Q15 Soit g = f(.,1).

vVt e R g(t) =

et —1
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— g est continue sur R .
— g est prolongeable en une fonction continue sur R :
En 0 et—lwtdoncg(t)ﬁl
—

>0
— g est intégrable en +o0 :

2 0N 43t
t7g(t) ~qoo toe mo

1 1
Donc ¢(t) = 0400 (t2> avec t 2 intégrable en +o0.

On en déduit que g est intégrable sur R .
Q16 Soit x €] — o003 1].
La fonction f(.,x) est continue sur R (et méme sur Ry si z < 1).
Vi>00<el—1<el—z
Donc :

1 1
Vt>00 <
- <et—stt_et—l

puis :

Vi>00< f(t,x) < f(t,1)

Donc :

vt e R |f(t,2)| < (2, 1)

La fonction f(.,1) étant intégrable sur R¥ , on en déduit que la fonction f(.,z) est inté-

grable sur R (et méme sur Ry si z < 1).
+oo
Q17 1l suffit de montrer que la fonction F : z +— / f(t,x) dt est continue sur | — oo; 1],

L étant le produit de cette fonction et de la foncqcion x +— x, trivialement continue.
— La fonction f est continue par rapport & .
— La fonction f est continue (par morceaux) par rapport a t.
— Domination
vVt e RY |f(t,z)] < |f(t,1)] avec f(.,1) continue, positive et intégrable sur R*

D’apres le théoreme de continuité sous le signe / , F' est continue sur | — oo; 1].

2.2 Partie II : développement en série entiere

Q18 La fonction s, est continue sur R et t2s,(t) = z"t3 e~ (1)1 P 0 (car n+1>0)
—1+00
donc en raisonnant comme pour la fonction f(.,1), s, est intégrable sur R.

+0o0

On en déduit que l'intégrale / sp(t) dt converge.
0

Pour le calcul, on procede a une intégration par parties :
u(t) =t,u/(t) =1
. (nt1)t e—(n+1)t
V() = e (D y(t) = —————
0 ) =-"—
u et v sont C1 sur Ry et u(t)v(t) P 0 : I'intégration par parties est justifiée.
— 400

Comme de plus u(0) = 0, on peut écrire :

“+o00 “+o00 n +o0
/ su(t)dt = 2" / fe (it gy — * / o= (n D)t gy
0 0 +1Jo

n

n —(n+1)t] 1o n

x
n+1

(S T

 (n41)2

n+1

0
Q19 Soit t € R
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Vn € Ns,(t) =te t (ze t)"

|ze ! =|z| et < et carz € [—-1;1]

t >0 donc |ze ! <1

On en déduit que la série géométrique de terme général s, (t) converge.

On peut déja affirmer que la série de fonctions de terme général s, converge.
De plus :

I® tet
vVt >0 Z sn(t) = te ! Z (x e_t)
n=0

1—zet

t
= — en multipliant en haut et en bas par e’
et —x

n

1
< — car x € [—1;1]

Q20 Vn e N ‘ 2

’ . 7z / 7’ . /. 7z mn
Or la série de terme général — converge donc la série de terme général — converge
n n

absolument donc converge.

On applique ensuite le théoréme N1.
— Pour tout n € N, la fonction s, est continue et intégrable sur R* cf la question 18.
— La série de fonctions de terme général s, converge simplement sur R’ et sa somme,
la fonction f(., ) est continue sur R .
+oo
— La série de terme général / |sn(t)] dt converge.
0
En effet :
“+oo +oo
Vn e NO < / ()] df = / fem (D 7 gy —
0 0

général d’une série convergente

On en déduit :
o) oo [+oo
L(z) = $/+ f(t,:lc)dt:alc/Jr (Z Sn(t)> dt
0 0

n=0
= xZ/ dt:xz
+00 2ntl +ooxn
- n;o(n—i—l)2 _;ﬁ

Q21

n

Vo € [-1;1] L(z) + L(—z) =

n=1
1 +oco 2k 1
= 32 5% =M
k=1
2
Q22 D’apres Iénoncé, L(1) = R
1 2
D’apres la question précédente (avec x = 1), L(—1) = —=L(1) = T
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2.3 Partie III : Une autre propriété
xn
Q23 Le rayon de convergence de la série entiere Z — est supérieur ou égal a 1 car elle
n>1
converge pour tout x € [—1;1] (en fait on peut facilement montrer qu’il vaut 1).
En tout cas, | — 1;1[C] — R; R|[, ce qui légitime la dérivation terme & terme.

+o0
Ve el —1;1[ L(z) = Z 2" In
n=1

= lsiz=0
1+OO n
= —Zx—six#o
x n
n=1
—In(1—
_ (-2
x

Q24 Par composition et opérations algébriques, h est C' sur ]0; 1] et :
g

Vo €1 W) = Lia) - L(1- o) 200 1)

—In(1—2) +ln(x) +ln(1733) _In(x)

T 1—2x T 1—=x

=0

Donc h est constante sur |0; 1[.
Q25 3C € R tq Vx €]0;1[ h(x) =C
L est continue sur | — oo; 1] donc L(x) + L(1 —2) — L(0) + L(1) = L(1)

w50
x
De plus In (z)In (1 — z) ~g+ —zIn (z) — 0

, 750

Donc C = L(1) = %

1t
26 Vt € R} ==
Q T2et -1 2et—1/2

too g 1
Donc /0 e 1 dt converge et vaut L (2>

Or :

L(;>+L(l_é> +<ln(;>>2:7:

Done L (;) =T - % (In (2))°

3 Exercice 3 : un jeu de société

3.1 Partie I : préliminaires
3.1.1 Modélisation

Q26 Au cours du n-iéme déplacement, le pion avance de X,, cases.
A Tl'issue du n-ieme déplacement, le pion se trouve sur la case qui porte le numéro S,.
Q27 Si le pion atteint ou dépasse la case qui porte le numéro A, T est le nombre de tours
qui ont été nécessaires.
Si le pion n’atteint jamais cette case, T = 0.
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3.1.2 Calcul de la somme d’une série entiére

e La fonction z — 1 — z est de classe C* sur R car polynomiale et ne s’annule pas sur
] — 1;1[ donc la fonction f est C*° sur | — 1;1].

Pour tout p € N, soit P(p) : Vo €] — 1;1[ f®)(z) =
P(0) est vraie :

Ve €] - 1] fO(z) = f(z) = 11—z (1— z)0+1

On suppose P(p) vraie.
Ve €] - 1] fO)(z) =

Donc :

p!
(1—az)ptl

1. 1) () — _ o Covepeio1 (04 1)!
Vo €] = L[ S0 (a) =3t x (1) x (= 1) x (1= )7 = 2E
Donc P(p + 1) est vraie.
Q29 Soit r > 0.
|
Yn > pu, = " r":Lr">0
p pl(n —p)!
Unt1l (n+1)! p!(n—p)!r_(n-i—l)! (n—p)! .
u,  plln+1-p)! nl ~ nl (n+1-p)!
n+1

r >
n+1—p n—too
Par la régle de d’Alembert :

n

Sir > 1 alors la série de terme général ( )r” diverge.
p
n

Si r < 1 alors la série de terme général ( )7’” converge.
p

- .s n
Donc le rayon de convergence de la série entiere E )w” vaut 1.

nzp
1 =
30 Vx €] - 151 = = "
Q30 vz €] - L1[ f(z) = T— gom
Le rayon de convergence de la série entiere Z 2™ vaut 1 donc on peut dériver terme a
n>0
terme sur | — 1;1[.
+o0
p! n! _
Vee| - L1 ————— = 24 2P
1—ap ~ 2 (n—p)
zP JFZO:O n! n
B — " .
(1 —z)pt! = (n—p)p!
+
n=p p
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3.2 Partie II : étude d’un premier cas
3.2.1 Loi des variables aléatoires S,, et T'
Q31 Les variables aléatoires X}, suivent la loi uniforme sur {0;1} ie la loi de Bernoulli de

parametre ok

n
S = Z X ou Xi,...,X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes qui
k=1
1
suivent la loi de Bernoulli de parametre 3 On en déduit que 5, suit la loi binomiale de

parametres n et %

Q32 Le pion n’avance pas ou avance d’une seule case, il lui faut donc au moins A déplace-
ments pour atteindre la case qui porte le numéro A.
T(Q) = {0} U [A; +o0].

Q33 (T=k)=(Spg-1=A-1)N(Xx=1).
En effet si T = k, le pion est situé sur une case de numéro strictement inférieur & k a
I'instant k& — 1 et le pion ne peut se déplacer que d’une case par tour. Donc S, = A,
Xe=1letS,_1=A-1.
Réciproquement si S;_1 = A—1et X =1 alors S, = Sp_1 + X = A et pour tout | < k,
S; <81 <Adonc T =k.

P(T=k)=P((Sr1=A-1)N(Xy = 1)12—1

Mais par le lemme des coalitions, Si_1 = Z X; et X sont indépendantes donc :
=1

B A— k—1—-(A-1)
Wk AP(T=k) = P(Sp1=A-1)P(Xp=1)= (Z —11> (i) | (i) %

_ (k1)L
o \A—-1)2Fk

Q34 T(©2) = {0} U [A4; 4+o0[ donc :

= ok -1\ 1
P(T=0) = 1—ZP(T:k):1—Z<A_1>2k

k=A k=A

+o0 oo
l 1 1 l 1
- 1- 2 (A—1>21+1_1_2 2 <A—1>2l

I=A-1 I=A-1

=1-1

G
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3.2.2 Espérance de la variable aléatoire T

Q35 Soit r > 0.

—1\ 1
Vk > Avy, = (i_1>2krk>0

Vky1 k! (A-DlI(k—=A)'r
v, (A-DI(k—A+1) (k—1)! 2
k r T

k—A+12 kstoo 2

Par la régle de d’Alembert :

E—1\1
Sir < 2, la série de terme général ( >rk converge.

A—1)2k
Sir > 2, la série de t méral [F 1) Lok g
17r a Serie de terme genera. —FT 1verge.

Donc le rayon de convergence cherché vaut 2.
+00 k ~+00 I+1
k—1 x l x
—_ 2‘ 2 = — =
Vo €] =22 Gr(=) 2. (A—l) (2) 2. <A—1> (2)

k=A I=A-1
T A-1 xA
_ (2) _ oA _ &t
N 2<1_x>‘4 S @2-4 (2-x)4
2 oA

N <2zx>A

Q36 La fonction G est dérivable en 1 donc T a une espérance et E(T) = G/1(1).
2—x+x z \4! 2A z 4!
_ 9. / — —
Vo e] —2;2[Glh(x) = A (2 ) G (2 >

(2 —1x)? —x —z)2\2—=x
On en déduit E(T) = 2A

Remarque

1
Si Y suit une loi géométrique de parametre 5 alors :
1

—T

o €] — 22 Gy () = 2 ==

1 _
1—(1—2)3: 2-x

Donc G = (Gy)? ie T a la méme loi que la somme de A variables aléatoires mutuelle-

1
ment indépendantes qui suivent toutes la loi géométrique de parametre —.
Cela peut s’intuiter sans calcul : T est le temps d’attente du A-iéme succes dans une suite

1
d’épreuve indépendantes ou la probabilité de succes vaut 3
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4 Partie III : étude d’un second cas

4.1 Calcul de la probabilité P(S, < k)
Q37

VkE[[O,A—l]]P(Sn+1§k) = ]‘le.P( Xlgk)ﬂ(Xn_H:l))
=0

Xn:Xi < k‘—l) m(XnJrl :l)>

l
M—-1 n
= P(ZXigk:—l>P(Xn+1:l)
1=0 i=1
par indépendance avec le lemme des coalitions
M-1 1

=0

1
= —ZPS <k-—1) car S, >0

1=0
donc (S, <k —1) avec k — 1 < 0 est impossible

Q38 Pour tout n € N*, soit P(n) : Vk € [0; A — 1]; P(S, < k) = ]\/_1/n (n ! k)
n

Soit k € [0; A — 1].
A< Mdonck<M-—1cet:

k+1 1 (n+1

Donc P(1) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

Vk € [0;A—1] P(Sns1 < k) =

<[~

k
> P(Sp<k-—1)
=0

1 & k—1

= Z (n—i— )cark—le[[();A—l]]
MM
1 n+1+k

Mn+l n+1

) d’apres le formule fournie par ’énoncé

Donc P(n + 1) est vraie.

4.2 Espérance de la variable aléatoire T'

Q39 Les évenements (1" > n) et (S, < A) sont identiques donc :

1 (n+A-1) 1 (n+A-1
Mn n T M\ A-1
Il est écrit dans I’énoncé que M € N\ {0;1} donc M > 2.

P(T>n)=P(S, < A) =P(Sy <A—1) =

10
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k 1
D’apres 1 tion 29, la séri — .
apres la question 29, la série ,C>ZA_1 ( A 1) i converge

1 - n+A-1 1
On en déduit que la série ;0 ( A1 )]\W“ converge.
n>

n+A-—-1\ 1
D la séri — t T 6 .
onc la série 7;) ( A1 ) 7 converge et T a une espérance

Le calcul de 'espérance se fait avec la question 30 :

X (n+A-1)\ 1 AR (n+A-1
s = S0 e S (0

- 3 (5 G
o )"

(- 37)
B (MA:)

11

1

MntA-1



