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Exercice 1 (Ens 2025)

Pour A € M, (R), on définit E4 = {AM, M € M, (R)}.
Que vaut dim (Ey4) ?

Correction
Soit ¢ {Mn(R) — M,(R)
M — AM
¢ est une application linéaire dont 'image est F4.
M € Ker (¢) <= Im (M) C Ker (A)
On en déduit que dim (Ker (¢)) = dim (L(R", Ker (A4))) = ndim (Ker (4))
On en déduit avec le formule du rang :
dim (E4) = n? — ndim (Ker (4)) = nrg(A)

Exercice 2 (Mines 202/)
Soit f:[0,1] — R continue et n € N* tel que
1
Vk € [0;n], / f(z)zkFdz =0
0
Montrer que f admet au moins n + 1 zéros dans [0, 1].

Indication donnée : Raisonner par l'absurde et poser une fonction g(x) en fonction des z* pour
appliquer le théoréme de positivité de 'intégrale a f(x)g(x).

Correction
On suppose que f a un nombre de racines inférieur ou égal a n.
f n’est donc pas la fonction nulle.

1
/ f(z)dz = 0 avec f continue non nulle donc f ne peut pas étre de signe constant.
0

On en déduit que f s’annule au moins une fois sur |0; 1[ (théoréeme des valeurs intermédiaires).
Si f ne s’annule qu’une fois en xo €]0; 1], elle est de signe constant sur [0, zo] et sur [zo; 1], les
signes sur ces intervalles étant opposés.

La fonction x +— (z — xo) f(z) est continue, non nulle et de signe constant donc

1
| @ =20 s@da 20,
1 1 1
Mais / (x —xo)f(zx)de = / zf(z)dr — xg/ f(z)dz =0.
0 0 0
C’est absurde donc f s’annule au moins deux fois sur ]0; 1[.
f s’annule donc en x1 < x3 < --- <z avec 2 < p < n.
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On note zg =0 et zpy1 =letonaxg < - - < Tpyr.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f est de signe constant sur |zy; xgi1[, 0 < k < p.
P

Soit g : x — H (x —xp)
k=1
Pl (@0)<0
La fonction fg est continue sur [0;1] de signe constant et différente de la fonction nulle donc
1
| f@gta)az £ 0
Mais g est une fonction polynomiale de degré p < n donc par linéarité de 'intégrale a partir des
1
hypotheses de ’énoncé, / f(z)g(x)dz =0
0

On aboutit & une contradiction donc f s’annule au moins n + 1 fois dans [0; 1].
Exercice 3

Résoudre le systeme différentiel
2" =3z +y+ ¥
Y’ =21+ 2y +3e!

Correction
T

2
Le systéme s’écrit matriciellement Y = AY + B(t) avec Y = (y), A= (3 ;) et B= (;et>'

10 1 1
A — -1 — —
PDP™" avec D <0 4> et P <_2 1).

11 -1
—1 _ . .
Ona P ' = sla 1 (utile pour la suite)
On fait le changement de fonction inconnue Z = P~1Y,
Le systéme devient Z” = DZ + P~1B(t).

1
21/221-1-*6%— et
On doit donc résoudre : 32
2y =4z + §62t+ et

Résolution de la premiére équation

ESSM : z; = Aet + Be™?

e2t

Solution particuliere de 2} = z; + —.
On la cherche sous la forme z; = ae?t.

th

On trouve z1 = 5

Solution particuliere de 2] = z; — e'.

On la cherche sous la forme z; = ate’.
t

On trouve z; = —— e L.

La solution générale de la premiere équation est donc :
2t

t
zZ1 = A*E et+Be_t+%

De méme la solution générale de la deuxiéme équation est :
¢

t
29 = <C—|—6) ezt—i—De*Qt—%
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D’ou en revenant a x et y :
1t 1t
z = (A—3—2) et+Bet+<C+9+6> e*+ De 2

t
Y= <—2A—3—|—t> et—2Be_t—|—(C’—9—|—6> e? + De 2

Exercice 4 (Ens 2024)

Déterminer toutes les fonctions f de classe C? de R dans R telles que :

Ve R f(1)? = f(tV2)

Correction
Soit f € C%(R,R) telle que :
vt e R f(t)* = f(tV2)
t = 0 donne f(0)2 = £(0) donc f(0) = 0 ou f(0) = 1.

£\ 2
VieR f(t)=f|—=

0 =1(%)
Par récurrence, on montre :
2774

Vvt e RVn € N f(t) :f<27f/2>
On suppose d’abord f(0) = 0.

t \*
R
VEER S on/2 n—+o0o
Donc f est la fonction nulle.
Récioroquement la fonction nulle convient.
On suppose ensuite f(0) = 1.

On fixe t € R.
Au voisinage de 0, f est strictement positive donc :

t
0 - eoleo(:)
2

— exp (2" In ( £(0)+ 25/2 £(0) + QEH £7(0) + 0 (;)))
vz € R f(r)? = f(av/2)
On dérive :
vz € R2f(x)f'(x) = V2['(zV2)
En 0 cela donne : 2f/(0) = v/2f/(0) donc f'(0) = 0.

On dérive une seconde fois :
Vo € R2f'(x)? +2f(x)f"(z) = 2f"(xV/2), ce qui ne donne rien en 0.

On note a = f”(0).
2
f(t) = exp (2"111 (1 + a% +o <2€1>>>
2
exp (2" <a2z+1 +o0 <2tn>>>
= exp (CL;Q + 0(1))
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Donc :

VteR f(t) = e*/2

Récirpoquement, supposons qu’il existe un réel a tel que :
VteR f(t) = e*/2

vt e R f(1)? = e’

Vt e R f(ty/2) = et

Donc f convient.

R—R
Finalement les fonctions cherchées sont la fonction nulle et les fonctions {t a2y En
— €

particulier, a = 0 donne la fonction constante égale a 1.

Exercice 5 (Ens 2025)

Soit (zp,)n>1 une suite de réels telle que la suite (y,)nn > 1 définie par

1
Yn = Tp41 — ixn
satisfait
lim y,=0
n—-+o0o

Montrer que
lim z, =0
n—-+o0o
Correction

. . 1 . . . 1. . .
Les suites vérifiant x4 — §:cn = 0 sont les suites géométriques de raison 3 ie les suites définies

par T, = —

2n
On pose donc pour la suite (z,,) de ’énoncé, pour tout n € N*, C,, = 2™z, (penser a la variation
de la constante)

On a dogc : o
n+1 n

vn =1 on+1 - on+1 =Yn

On en déduit :

Vn Z 1 Cn+]_ - Cn = 2n+1yn

On en déduit :

n—1 n—1
Vn>2Ch =) (Chp1—Ci)+Cr=C1+ > 2Fly,
k=1 k=1
puis :
1 - gk+1—
Ch

o 4> 0 donc il s’agit de prouver Z oy, — 0
n——+0o00 el n—-+0o

Soit € > 0.
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Ing > 2tqVn >ng |y, <e(car lim y, =0)
n—-+o0o

n—1
Yn > ng Z oftl—ng | <
k=1
<
<
<
<
<
1N k1
- + :
ZTLI;Q ‘yk]m()donc
= | o
dny > ng tq Yn > ny on Z2k+1 |yk| <e€
k=1
Donc :
n—1
Yn > ng Z ohtl=ny, | < 3e
k=1

n—1

D
k=1
1o

>

k=1
1
2n

1 & 2
27 Z 2/€+1 |yk:| + €2n0—n+2
k=1

2k+17n ‘yk’

n—1
2k+17n‘yk‘+ Z 2k+17n6
k=no+1

no n—mo—2

ZQk—f—l ka|+6 Z 2l+no—n+2

k=1

=0

n—nmog—1 __ 1

2-1

n
2% ZO ok+1 lyk| + € (2 _ 2no—n+2)
k=1

1

27l

n—1
On a bien prouvé : Z oktl-n, 0.

el n—-+4o0o

no

Z ok+1 lyk| + 2¢
k=1



