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Exercice : fonction de Bessel

Q1 Soit z € R.
La fonction ¢ — cos (xsin (t)) est continue sur le segment [0; 7] donc f(x) est défini.
R x |0; R
Q2 Soit g4 X 0T =
(z,t) > cos (xsin (1))
— g est de classe C? par rapport a x et :
dg . . .
V(z,t) € R x [0; 7] 8—(x,t) = —sin(¢)sin (zsin (t))
x
2
%(gg, #) = —sin?(t)cos (zsin (1))

— Pour tout € R, la fonction g(z,.) est continue et intégrable sur [0;7] (fonction
continue sur un segment).

— Pour tout z € R, la fonction a—g(x, .) est continue et intégrable sur [0; 7] (fonction
x

continue sur un segment)0
2

— Pour tout z € R, la fonction 8—2(3:, .) est continue sur [0; 7.
x

— Domination

V(z,t) € R x [0; 7] 829( Hl <1

x ] =5 (2, 1) <

9 ) axg

avec t — 1 continue, positive et intégrable sur [0;7].
Donc f est de classe C? sur R et :

Ve eR fl(z) = —/OTr sin (¢) sin (z sin (t)) dt

f(z) = —/Oﬁsin2 (t) cos (zsin (t)) dt

R? - R R? - R
Q3 Les fonctions sont de classe C! sur R? car polynomiales.
(,t) = x (x,t) —t
L 1 . , R? - R .
La fonction sin est C* sur R donc par composition, la fonction ) est C
(x,t) — sin (t)
sur R2.
R?2 - R
Par produit, la fonction ) est de classe C*.
(x,t) — xsin (t)

On poursuit ainsi et on montre sans difficulté que h est de classe C' sur R2.
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oh
En particulier, sa dérivée partielle 5 est définie sur R2.

oh
2
V(z,t) €R 5t
Q4

Ve e Raf"(z) + f'(z) +zf(z) = /07r (x(1 —sin? (t)) cos (sin (t)) — sin (¢) sin (2 sin (t))) dt
= /07r (:L« cos® (t) cos (xsin (t)) — sin (¢) sin (x sin (t))) dt

(z,t) = —sin (t) sin (2 sin (t)) + 2 cos? (t) cos (z sin (t))

™ Oh x
- COL )
=0
Q5
+o00
Vo €] - RiR[S(z) = ) apa”
n=0
+o00
S'(z) = Z napz"
n=1
+o00
S"(x) = Z n(n —1)apz™ >
n=2
On a donc pour tout = €] — R; R :
0 = af'(@)+ f(z) +2f(2)
+00 +00 +oo
= Z n(n — 1)(171357“1 + Z napz” !+ Z anz™ !
n=2 n=1 n=0
“+oo “+o00 “+o00
= Z n(n+ app12™ + Z(n + Dapii2"™ + Z ap—12"
n=1 n=0 n=1

= a1+z (n+ Dapy1 + (n+ Daps1 + an—1) 2"

—+00

= a; + Z ((n + 1)2an+1 + an_l) x
n=1
Donca; =0et :
an—1
Vn € N* =—
nER nt (n+1)2
ce qui équivaut a :
VYn>2a, = _an;2
n
Q ( ) io (_1)1) 2p
6 VzeR cos(z) = z
= (p)!
Donc :
x [ +oo
Vr eR f(x / Z 2ps1np(t) dt
[0;7] = R
On fixe z € R et on définit pour tout p e N : f, (—=1)P 2P sin? (1)
(2p)!
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— Pour tout p € N, f, est continue sur [0; 7].
— La série de fonctions Z [p converge uniformément sur [0; 7].

p=>0
En effet : )
2P
Vp € NVt € [0;7] [fp(t)] < o) indépendant de t et terme général d’une série
p)!
e’ 4+ e’ "
convergente (de somme %)
Donc la série de fonctions Z fp converge normalement sur [0; 7).
p>0
Donc la série de fonctions Z fp converge uniformément sur [0; 7.
p=>0
On a donc :
- (e
flz) = / ED w2 (1) | a
0 pzzo (2p)!

+oo
™ (—1)P
= Z/o ((2]?))' % sin?P (t) dt
p=0 )
+00

=y,
- ,,z:%) e

Q7 On vient de montrer que f est développable en série entiére.
On a montré a la question 4 que f est solution de (FE).

£(0) = /Oﬂcos(Osin(t))dt: /07r dt = 7

D’ou I'existence.
Soit S une solution développable en série entiére de (F) vérifiant S(0) = 7.

Avec les notations de la question 5, on a ag = S(0) = 7 et a3 = 0.
Qp—2
n2

De plus pour tout n > 2, a,, = — donc la suite (ay,)nen est parfaitement déterminée.

D’ou 'unicité en cas d’existence.

L’équation (E) posséde donc une et une seule solution prenant la valeur 7 en 0 et déve-
loppable en série entiere a savoir la fonction f.

' 2p)!
Q8 Pour tout p € N, soit P(p) : W), = 22(p(p)!)2
0
(2p)! ot

22 (ph)2”" ~ 20(0n2" "

Donc P(0) est vraie.

On suppose P(p) vraie.

f étant solution développable en série entiére de (E), on a :
(—1)p+! — 1 (=1
2p+2)l 7T (2p+2)2 (2p)! 7
On en déduit :
Wor = (2p +2)! _2p+1 (2p)! o (2p+1)!
PHLT op 1 2)2(2p)! P 2p+ 222 (pl)2 22r+1pl(p + 1)!
et il n’y a plus qu’a multiplier en haut et en bas par 2p pour montrer que P(p + 1) est
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vraie.

2 Probléme 1 : marche aléatoire sur 7Z

2.1 Partie I : un développement en série entiere

+o00 _ B
Q9 vxe]_1§1[(1+$)o‘:1+§a(a 1)n‘(a n+1)xn

le rayon de convergence de cette série entiere étant égal a 1.
Q10 Soit z €] — 1;1].

1
On applique la formule de la question précédente avec oo = 3 et —z €] —1;1].
-1 -3 —2n+1
1 N2 S Ty
=1 —1)p™
1—=x * Z n! (-1)"=
n=1
—+00
Ix3x---x(2n-1) ,
= 1+ Zl Sl x
n—=

B 1++Z°°1><2><3><---><(2n—1)><2n
- — 2x 4% X 2n x 2!

+o00
(2n)!
=1 _—
+ nZ::l 2nnl x an!x

= 5
2 2
n:02”(n!)
X1 (2n) ,
= 22211 n x

n=0

n

n

n

3 Partie II : probabilité de retour a l'origine
X;+1
Q11 X; prend les valeurs -1 et 1 donc Y; = £
loi de Bernoulli.
P(Y;=1)=P(X;=1) =pdonc Y; ~ B(p)
R—R
Soit f 14z
x>

prend les valeurs 0 et 1 : Y; suit une

Les variables aléatoires X1, ..., X, étant mutuellement indépendantes, les variables aléa-
toires f(X1),..., f(X,) sont mutuellement indépendantes.

X+ 1
On en déduit que X, = Z by B(n,p).

t=1

n
2
Donc u, = P(S, =0)=P (En = Z) ou Xy, ~ B(n,p)

1

Si n est impair g n’est pas entier et P (En = Z) =0
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n
Si n est pair, 5 est un entier compris entre 0 et n et :

p (En = g) = (n%)p””(l —p)"/? = (752) (p(1 —p))"*
Q13

Ugp = (?) (p(1—=p)" = Eiqf)); (p(1—=p)"
\/M@n)% e—2n

2mnn2n e—2n
(4p(1 —p))"
VT

(p(1—p))"

x—dx(l —x)
g est C° sur R et :
VeeR ¢ (z) =4(1 -2z —2) =4(1 — 2x)

1 1

Donc g est croissante sur |—oc; B et décroissante sur {2; +o0 [
On en déduit :
VeeR4x(1—2) <1
On a donc 4p(1 — p) € [0;1] et la suite ((4p(1 —p))"),cn €st bornée.

Donc dans tous les cas, ug, — 0.
n—-+o0o

Comme ugpy1 = 0 — 0, u, — 0 : la probabilité d’étre de retour a l’origine
n—-+oo n—-+oo

apres n déplacements tend vers 0 quand n tend vers +ooc.

R—R
Soitg{

Partie III : nombre de passages par l’origine

Q14 La particule ne pouvant pas se trouver a ’origine aprés un nombre impair de dépla-
cements, T, — 1 compte le nombre de passages par l'origine au cours des 2n premiers
déplacements de la particule.

Q15 Pour j > 1, O ne prend que les valeurs 0 et 1 donc elle suit une loi de Bernoulli de

23 , 24
parametre P(Oq; = 1) = P(Sy; = 0) = (Jj> (p(1 — p))?. Son espérance est (j) (p(1 —

p)).
Os est une variable aléatoire constante égale a 1. Son espérance est 1 et on remarque
29 )
que ‘7 (p(1 —p))? vaut 1 lorsque j = 0.
J
Par linéarité de ’espérance :
n n .
27 .
E(T,) =) E(Oy) =3 ( .>(p(1 - p))’
=0 =0 \J
; 1 - ., 1 (2n
Q16 Sip # B alors 4p(1 — p) €]0; 1] et la série de terme général o (4p(1 — p))* =
n
2n
(p(1 — p))™ converge.

On en déduit que :
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1

notoo /T dp(l — p)
En moyenne, on ne passe par ’origine qu’un nombre fini de fois.
Q17 T,11 =T, + Oopyo donc par linéarité de 'espérance :

EToi1) = E(Ty) + E(Osnya) = E(T,) + (2” N 2) !

E(T,)

n+1 )4+t
2 1/(2

Pour tout n € N, soit P(n) : E(T,) = 7;;;( n)

n

2n+1(2n

To =1 donc E(Tp) =1 et o < n> = 1 pour n = 0 donc P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie :

2n+1(2n 2n + 2 1
E(Tn-i-l) = 22n <n> + <n+1>4n+1
(2n +1)! (2n +2)!

22npln!  (n+ 1)!(n + 1)122n+2
2n + 2)! 4 1)2
_ (2n +2) <1+ (n+1) )

(n+ 1)!(n + 1)122n+2 ST
= (2n+2)!
 (n+1)(n+ 1)1220+2 (1+2n+2)
_ 243 (2(n+1)
= 2\ nat

Donc P(n + 1) est vraie.
2n /4rn(2n)?n e "
220 2rpn2n e—2n

n
~ 2 —
™

E(T,)

Donc E(T,,)) —— +00.
n—-+00

5 Probleme 2 : puissances de matrices et limites de suites de
matrices

5.1 Partie I : diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

Q18 Sia et b sont réels alors M(a, b) est une matrice symétrique réelle. D’apres le théoréeme
spectral elle est diagonalisable dans M, (R).

Q19 Le coefficient de MV situé sur la i-éme ligne est la somme des coefficients de la i-eme
ligne de la matrice M. Or sur chaque ligne de M il y a un b et n — 1 a donc :
M(a,b)V = ((n—1)a+b)V
V' étant non nul, V est un vecteur propre de M (a, b) associé a la valeur propre b+ (n—1)a.
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Q20
A -1 -1 ... -1
-1 x -1 ... -1
V/\GCPL()()\) = : .. . ..
-1 ... -1 X -1
-1 ... =1 =1 X
A—(n—=1) A=(n—-1) A=(n—-1) ... A—=(n—-1)
-1 A -1 -1
-1 -1 A -1
-1 -1 -1 A
en ajoutant toutes les lignes a la premiere
1 1 ... 1
-1 x -1 ... -1
= A=)
-1 ... =1 X -1
-1 ... =1 =1 X
1 1 1 1
0 x+1 0 ... 0
= A=(=-1)): -~ e :
0o ... 0 A+1 0
0o ... 0 0 A1

en ajoutant la premieére ligne a toutes les autres

= (A—(n—1))(A+1)""! déterminant d’une matrice triangulaire

Donc Pig= (X — (n—1))(X +1)"1
Q21
VYA€ C Poy(N) = det (A, — M(a,b)) = det (A, — bl,, — aM(1,0))
= det (A —0)I, —alM(1,0)) = det (a (>\a_bIn - M(1, 0)))
= a"det ()\a_bIn - M(1,0)> = CLnPL() (Aa_b)

X -0
Donc Pa,b(X) = CLnPLO ()
a

On en déduit :

Pux) = (L) (Koten)

= X-b—an—-1)(X—-b+a)"!

a étant supposé non nul, b+ (n — 1)a # b — a et les valeurs propres de M (a,b) sont
b+ (n — 1)a simple et b — a de multiplicité n — 1.

Q22 Qup=X2—(2b+ (n—2)a)X + (b—a)(b+ (n — 1)a) et il s’agit de montrer que :
M(a,b)? = (2b+ (n —2)a)M(a,b) — (b—a)(b+ (n — 1)a)l,.
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Le coefficient & I'intersection de la ligne d’indice i et de la colonne d’indice i de M (a, b)?
est :

n n
Z M(a,b); ;M(a,b);; = Z M(a - car M (a,b) est symétrique
i=1 =1

= (n—1)a®+b?

Le méme coefficient pour la matrice (2b+ (n—2)a)M(a,b) — (b—a)(b+ (n—1)a)I, vaut :

(20 + (n—2)a)b— (b—a)(b+ (n—1)a) = 2b*+ (n—2)ab—b> — (n—1)ab+ ab+ (n — 1)a®
b’ + (n —1)a>

En dehors de la diagonale :

n

(n (ab))w = Z (a,b); s M (a, b)y

n

= M(aa b)m‘M((I, b)i,j + M(av b)j,iM(aa b)j:j + Z M(a’ b)l}kM(aa b)/ﬁ]
k=1
k#i,j

= ba+ab+ (n—2)a* =2ab+ (n—2)a* = (2b+ (n — 2)a)
= (2b+ (n—2)a)M(a,b);;

et les coefficients de I, sont nuls en dehors de la diagonale.
Les matrices M (a,b)? et (2b+ (n — 2)a)M(a,b) — (b —a)(b+ (n — 1)a)I, ont les mémes
coefficients donc elles sont égales.

Sia# 0alors b—a # b+ (n—1)a donc Qg est scindé a racines simples et M (a,b)
est diagonalisable.
Sia=0,Qup = (X —b)? n'est plus a racines simples mais M (a,b) = M(0,b) = bI,, est
diagonale donc diagonalisable.

Q23 1l existe un unique couple de polynoémes (Si, Ry) tel que Xk = SkQap + R, avec Ry,
de degré strictement inférieur au degré de @, et on cherche Rj.
Ry, est de degré strictement inférieur a 2 donc Ry est de la forme ¢ X + d.
(b — a)k = Sk(b — a)me(b — a) + Rk(b — a) = Ck(b — a) + dk
(b+(n—1)a)* = Sp(b+(n—1)a)Qap(b+(n—1)a)+ Ry(b+(n—1)a) = cx(b+(n—1)a) +dy
En faisant la différence, on obtient ¢ = % ((b + (n—1)a)* — (b — a)k)
On a ensuite :

b= (b= a) = (b= @) = (1= Da+ )b~ ) = (b= )b+ (n — Vo))

On en déduit :

M(a,0)* = Sp(M(a,b))Qup(M(a,b)) + Ry(M(a, b)) = Ry.(M(a,b))
1
= —((0+ @ =1a) ~ (0~ )*) M(a,0) + (= Da+ )b~ a)ff (b~ a)(b+ (n~ D)
Q24 |a—b] < 1et|b+(n—1)a| < 1 donc les deux suites géométriques ((a — b)*)ren et
(((n — 1)a + b)*)pen converge vers 0.
Lorsque a # 0, 'expression de la question précédente permet de montrer que la suite de
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matrices (M (a, b)k>k y converge vers la matrice nulle.
€

Si a = 0 alors M(a,b) = bl, avec |b| < 1 donc la suite (M(a, b)k)keN = (b 1) nen
converge également vers la matrice nulle.

5.2 Partie II : limite des puissances d’une matrice

Q25 D’apres la forme de la matrice A =T, u(ey) = Areg.
On en déduit par une récurrence élémentaire :
Vk € NuF(e1) = Me;
Donc : Hu e1 H = [\ |¥|ler|| ——— 0 (car |M] < 1)
k—+o00

D’apres le point 2 au début de cette partie, uk(el) ﬁ 0.
—+00

i+1

Q26 u(ei+1) = Z tiit1€k = Z tiiv1ex car T est triangulaire.
k=1 k=1
i
Donc =z = Z g i+1€, convient.

k=1
k—1

Pour tout k € N*, soit P(k) : u*(epr1) = )\f+1€i+1 + Z )\fﬂm Lum(z)

m=0
k—1

Pour k=1, \F ;1 + Z )\fﬂm Y™ (x) vaut A\jy1eir1 + 2 = u(z) donc P(1) est vraie.

m=0

On suppose P(k) vraie.

W) = (Ameww S A m“”)

m=0

= )\f+1u(62+1 + Z Afﬂm ! mH( )

m=0

k
_ k+1 k k—m_, m
= ANjeit1 + Az + Z Aip1 u™ ()

m=1

_ k+1 k—m m
- )‘H-l €i+1 + Z >‘z+1 u

Donc P(k + 1) est vraie.

Q27 " <Z tm+16]) th i1uf(ej) T - Zt] i+1 X 0=0

Jj=1
La suite (uk (x)) converge donc elle est bornée et :
IM € Ry tel que vk € N [[uf(2)|| < M.
Soit € > 0.
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o € N tq Yk > ko ||uF(z)]| < e

k—1 k—1
Wk >ko+2 || Y M hem@) <Y e u (@)
m=0 m=0
ko k—m—1 = k—m—1
< 3 i M@+ Y T e (@)
m=0 m=ko+1
ko k-1
m=0 m=ko+1
k-1 k—ko—2
< MY Pialte Y il
l=k—1—kq 1=0
“+00 “+00
< M ) \)\i+1!l+62\/\z’+1\l
l=k—1—ko =0
1 k—1—k
< — M|\ 0
= 1_ ‘)\i+1| < ‘ l+1| +6>
]/\H_l\k_l_k“ ——— 0 donc il existe k1 > kg + 2 tel que :

k—+o0

Yk > ky [N <€
On en dedult

M+1

vk > ky Z AF ey )H < 1I;|6 de la forme Ce avec C indépendant de k et
- N+

de e.

Donc Z)\fﬂm ™(z) ——— 0

k—4o0

|Xit1] < 1 donc AF, PR 0

—+00
k—1
k k k !
Donc (ek+1) = )\¢+1€z‘+1 + mz_o )‘z+1m m(x) m 0

Q28 On vient donc de démontrer par récurrence :
Vi € [1;n] uF(ej) —— 0
k— o0
Donc pour tout (4,5) € [1;n]?, la i-me coordonnée du vecteur u*(e;) tend vers 0 lorsque

k tend vers +oo. Mais cette coordonnée est le coeflicient (Tk) ~de la matrice T* donc
Z?]

tous les coefficients de la matrice T convergent vers 0.

On en déduit que la suite de matrices (Tk)keN converge vers la matrice nulle.
Q29 Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable donc :

3P € GL,(C) tq A = PTP~!

Vke NAF = PTFP~1 — 5 Px0x P 1=0

k—4o00

5.3 Partie III : application a4 la méthode de Gauss-Seidel

Q30 Les coefficients diagonaux de M sont les nombres a; ;.
Mais :

10
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n
Vi € [[1;72]] \am~| > Z |az-,j| >0
j=1
J#
Donc les a;; sont tous non nuls.

M est donc une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls.

On en déduit que M est inversible.

Q31 AX =Y donc MX —FX =Y et MX =Y + FX avec M inversible.

On en déduit X = M~ (Y + FX)=BX + M"Y
Q32 M~'FV = BV = AV donc FV = AmV
On en dedult

Vi € [1;n] Zf”v]—)\Zm”v]
D’ou :
Vi e [1;n] — Z a”vj—)\Zawv]

Jj=i+1
On en déduit :

n
Vi € [[1;n]] )\ai’ﬂ)i = — Z Qi ;U — )\Z a; jVj
j=it+1 j=1
D’ou le résultat.

Q33 Tout ensemble fini non vide de réels possede un maximum donc :

Jig € [1;n] tq |vi,| = n?[l[?x] v

V' est un vecteur propre de B donc V' est non nul et l'un au moins des v; est non nul.

Par conséquent v;, # 0.

D’apres la question précédente et par application de 'inégalité triangulaire :

n io—1 n
[ Adigio| |vig| < ( D aigl vl + 14D \az‘o,j\\vj\) < vge| ( S aiggl + ALY laigs

Jj=io+1 j=1 J=t0+1

|vi,| étant strictement positif, on peut simplifier par |v;,| et obtenir I'inégalité de I’énoncé.

Q34 On suppose |A| > 1.

On a alors :
i0—1

Al aig,iol < [A] Z |@io gl + D laio,j]

J=to+1 7j=1
et comme |[A| >0 :

i0—1
’aio,i0| < Z ‘alod‘ + Z ‘alod‘ Z ‘a’bod‘ < ’alo,m’
Jj=to+1

7510
C’est absurde donc |A| < 1.

On déduit alors de la partie IT : B¥ ——— 0
k——+o0

Q35 Vk e N X1 — X =BXp + MY — (BX + M7'Y) = B(X}, — X)

D’ou par une récurrence élémentaire :

Vk € N X;, — X = B¥(Xo — X).

Bf — 5 0donc X, — X ——0ie Xj —— X
k——+o0 k—+o0 k—+o00

11

i9—1

j=1

|



