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Exercice 1 (Mines Telecom 2024)

Soit f:x +— z e’ . Montrer que f est une bijection de R sur R et déterminer un DL a l'ordre 5
de f~!en 0.

Correction

fest C® sur Ret:

Ve eR f/(z) = e + 2 2ze® = (1+22%) e >0

f est donc continue et strictement croissante sur R.

De plus lim,,_« f(z) = —00 et limy 100 f(2) = 400 donc f est une bijection de R sur R.
Comme la dérivée de f ne s’annule jamais, sa bijection réciproque est également de classe C*.
D’apres la formule de Taylor-Young, g = f~! posséde un développement limité & 1’ordre 5 en 0.
f£(0) =0 donc ¢g(0) = 0.

En fait, f est impaire donc g aussi.

1
f'(0) =1 donc ¢'(0) = =1
0 0= 7
On a donc g(x) = x + az® + bz® + o).
1
fla)=ze” =z +23+ §SU5 + o)
Donc :

v = flo@) = 9(a) + () + J9()® + olg(x)?)

1
= x4+ ax® 4 ba® + 23 + 3ax® + 5:55 + o(z°)

1
= o+ (a+1)z%+ <b+3a+2>x5+o(a;5)

On en déduit a = -1l et b= g et finalement :
5

)=z -2+ 51’5 + o(x%)

Exercice 2 (CCP 2023)

L’objectif de 'exercice est de déterminer toutes les fonctions f de R dans R de classe C? telles
que :
(x) Y(z,y) € R flz+y)+ flz—y) =2f(x)f(y)
Vz €R f"(z) = —w?f(z)
1. Résoudre ¢ f(0) =1
f(0)=0
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Vz €R f"(z) = w?f(x)
2. Résoudre { f(0) =1
f(0)=0
3. Montrer que la fonction cosinus hyperbolique vérifie (x), en montrant au préalable :
V(z,y) € R? cosh (z + %) = cosh (z) cosh (y) + sinh () sinh (y)
4. On suppose que f est une fonction de classe C? vérifiant (x).
Montrer que f(0) € {0;1} et que si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.
Montrer :
vz € R f'(z) = f"(0)f ().
5. Conclure.

Variante (Ens 2025)
Trouver I’ensemble des fonctions f : R — R de classe C? telles que pour tout z,y € R,

F@ ) = 5 (fa+9)+ - )

Correction

1. L’énoncé ne le précise pas mais on suppose w > 0.
On commence par déterminer la solution générale de I’équation différentielle 3’ = —w?y.
L’équation caractéristique est 12 = —w?
La solution générale de I'équation différentielle 4" = —w?y est donc :
y = Acos (wt) + Bsin (wt)
Les conditions initiales y(0) = 1 et y/(0) = 0 donnent alors A =1 et B = 0.

, ses racines tw et —iw.

R—-R

Finalement, le probléme de Cauchy de I’énoncé a une et une seule solution : f
x > cos (wx)

On pourra observer :

Y(z,y) € R? cos (w(z +y)) + cos (w(z —y))

= 2cos <w(x+y2—l—:1:—y)> + cos (w(x—i—y; (z —y))

) = 2 cos (wz) cos (wy)

2. On commence par déterminer la solution générale de I’équation différentielle y" = w?y.
L’équation caractéristique est r? = w?, ses racines w et —w.
La solution générale de ’équation différentielle y” = w?y est donc :
y=Aet + Be %!
Les conditions initiales y(0) =1 et y/(0) = 0 donnent alors A = B = 1
Finalement, le probleme de Cauchy de I’énoncé a une et une seule solution :

R—R
f wx —wx
x % = cosh (wz)
cosh (z) cosh (y) + sinh (z) sinh (y)

= —((e"+e ™) (e +e )+ (e"—e ™) (e —eY))

— |

- <efr+y 46" Y oo Y oo T Y @B oY oty e—r—y)

DO | |

(ezﬂ + e_x_y> = cosh (z + y)
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On en déduit :

V(z,y) € R? cosh (x + y) + cosh (z — y)
= cosh (x) cosh (y) + sinh () sinh (y) + cosh (z) cosh (—y) + sinh (z) sinh (—y)
= 2cosh (z) cosh (y)

et plus généralement si w € RY :

V(z,y) € R? cosh (w(z + y)) + cosh (w(z — y))
= cosh (wx 4+ wy) + cosh (wx — wy)
= 2cosh (wx) cosh (wy)

En d’autres termes, la fonction x +— cosh (wx) vérifie (x).
4. On prend x =y = 0 : 2f(0) = 2£(0)? donc f(0) € {0;1}.
Supposons f(0) = 0.
On prend y =0 :
Ve e R2f(x) =2f(x)f(0) =0
Donc f est la fonction nulle.
La fonction nulle vérifie f”(z) = f"(0)f(x).
On suppose f(0) = 1.
On fixe z et on dérive par rapport a y :
V(z,y) € R f'(x +y) — f'(z —y) = 2f () f'(y)
En prenant x = y = 0, on obtient : 0 = 2f/(0) donc f'(0) = 0.
On fixe de nouveau x et on dérive par rapport a y :
V(z,y) € R? f"(x +y) + f"(z —y) = 2f () f"(y).
En prenant y = 0, on obtient :
Vo € R 2f"(z) = 2/ (x) f"(0)
5. Soit f une fonction de classe C? vérifiant (*).
f(0) € {0;1}
Si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.
Réciproquement, la fonction nulle est bien de classe C? et vérifie (*).
Si f(0) =1 alors f'(0) =0 et f vérifie :
vz € R f(x) = f"(0)f(z)
Si f(0) = 0 alors f est une fonction affine.
Comme f/(0) =0 et f(0) =1, f est la fonction constante égale & 1.
Réciproquement, la fonction constante égale & 1 est bien de classe C? et vérifie ().
Si f”(0) < 0, on pose w = /—f"(0) de sorte que f”(0) = —w?
D’apres la premiere question :
Vz € R f(x) = cos (wz)
et la réciproque a été faite a la question 1.
Si f”(0) > 0, on pose w = /f”(0) de sorte que f”(0) = w?
D’apres la deuxieme question :
Vr € R f(x) = cosh (wz)
et la réciproque a été faite a la question 3.

Exercice 3 (Mines 202/)

y'(x) + 2zy(z) = 1

On considere le probleme de Cauchy sur R : { (0)
y =

3
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—_

. Ecrire la solution ¢ sous la forme d’une intégrale.

[\

. Sachant que si x > 0 et t € [0; 2], t? < xt, déterminer lim ¢(z).
T——+00

z ot 1
3. Montrer e_x2/ —5 dt = 0p 400 ()
z/2 t x

4. En déduire un équivalent de ¢(x) en +oo.

5. Montrer que ¢ posséde un maximum global en zg > 0 et étudier les variations de ¢.

Correction

1. L’équation homogene associée est y'(x) + 2zy(x) = 0.
Sa solution générale est y(z) = Ce™™".

On cherche ensuite une solution particuliére de I’équation avec second membre de la forme

y(z) = C(z) e avec C € CH(R).

Vz e Ry (z) + 2zy(z) = C'(2) e — 22C(x) e + 22C () e’
= C'(x) e

xT

D’om C'(z) = * et par exemple C(z) = / e’ dt.

La solution générale de I’équation différentiglle est donc :
y(x) = e /x e dt +Ce

La condition 33(0) =0 donne C' =0 donc :

Ve € R p(z) = e /Ox el dt

2.
T zt] T
Ve >00<px) < e_”’j/ Ttdt = o &£
0 X 0
2 —
< 6712636_1:1_61: 0
xT T T—+00
Donc xkgloo o(x) =0.
3.

T et2 T tet2
Vm>00§me*‘”2/ —th = xefIQ/ —dt
x/2 t x

22 2 2 o th
1 3x ox 216

< - - X - X -

= 92Ty 9%
1 12



Révisions 2026 Classement thématique

x/2
4.V >00< e_mQ/ ot dt < e—ng ot/ 36_3/4:”2
0
z/2 1
Donc ¢ / e’ dt = Oz—+00 <)
0 X
z T ¢ t2
Y GR:_ e_$2/ et2 dt = e_$2/ € dt
z/2 x/2 t

xT 2
T et
L
x/2 /2 212 )
1 e ¥ oo e
+ e * / 5
2x x z/2 t

1
+ 0z 400 ()
X

dt

—
~— I

= — +0zs100 (
T X

Finalement en +o00, ¢(x) ~ —.

2z
5. Vz <0 p(x) <0
p(1) >0
() P 0 donc :
Jda > 1 tq Vz € [a; +oo[ p(z) < ¢(1)
D’apres le théoreme des bornes atteintes :
dzg € [0;a] tq Vz € [0;a] p(x) < @(x0)
1 € [0;a] donc (1) < ¢(xp)
On en déduit :
Ve € R p(z) < p(xo)
On a déja zp > 0. xp ne peut pas étre nul car ¢(0) =0 et ¢(1) > 0.

Passons aux variations de ¢.

Ve eR p(—z) = e /_ e dt
0

La fonction ¢ est impaire, on peut se contenter d’étudier ses variations sur R,..

€T
VeeRy ¢ (z) = 1-2xp(x)=1-2x e_xz/ et dt
0
x

= e_”"Qf(w) avec f(x) = o™ — 21’/ et dt

0
x
flx) = 2xe$2—2xex2—2/0 e’

T
= —2/ e <0siz>0
0

Donc f s’annule au plus une fois sur R.
Donc ¢’ s’annule au plus une fois sur R...
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D’apres le début de la question, ¢’ s’annule en zy € R%. donc ¢’ s’annule une fois et une
seule sur RY .

¢ est donc strictement décroissante sur | — co; —xg], strictement croissante sur [—xg; z]
et strictement décroissante sur [zq; +o0].

Exercice 4 (Mines 2024)

n
1 1 2

Pour tout (n,p) € N* x N*, on pose uy ), = — ”1++dl—|—+'--—|— "1+p> .
p

" P p
Déterminer lim < lim un,p> et lim ( lim un’p>
n——+oo \ p—+0o0o p—+00 \n—-+oo
Correction

On commence par fixer n € N*,

unyp:< Z"1+ )

P
On reconnnalt une somme de Riemann donc : .
k 1 1 144t/ 9l+l/n _ 1
72“1+ — \”/1+tdt:/(1+t)1/”dt: Sl =
P p ptoo Jo 0 1+1/n |, 1+1/n
21+1/n -1 n
On cherche ensuite la limite de v,, = | ——
1+1/n

() = n (ln (21+1/n _ 1) —1In (1 + ;))

111(26ln @/ _ )—1+0<i

o i to(3)
_ n(ln<2< lnf +0(i)>_1>_i+0(i)>
- ngln<1 2o 2)+0<i>)_i+°<i>)

4
On en déduit lim < lim wu 7p) = -

n—-+o00 \ p—+0oo
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On fixe p > 0.

Un,p =

1 & k
Donc uy, ), —— exp 72111 (l—i—)
e P p

Mais avec les sommes de Riemann :

pgglw<p;1n<1+ >> = /ln1+tdt /m

= [zln(z) — 2] =2In(2) — 1

p—+o0 \n—+oo

4
On en déduit lim ( lim unyp) =—
e

Exercice 5 (Mines 2022, 2024)

Soit f : Ry — R4 continue telle que pour tout z € Ry, f(f(z)) ==
Montrer que pour tout = € R, f(x) = x.

Correction

Sur R, z — o convient donc il faut faire quelque chose de 0. Si f(x) = f(y) alors x = f(f(z)) =
f(f(y)) =y donc f est injective.

f étant continue, elle est alors strictement monotone.

Supposons f strictement décroissante.

Vo € Ry f(z) < £(0):

Done f(Ry) C [0; £(0)].

Donc Ry = f(f(R4)) C f([0; £(0)]) qui est un segment. C’est absurde donc f est strictement
croissante.

Supposons f(z) > .

f(f(z)) > f(z) ie > f(z) : absurde.

Supposons f(z) < .

z = f(f(z)) < f(z) : absurde.
Donc f(x) = z pour tout .

Exercice 6 (Ens 2025)
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Trouver les fonctions f € C°(R, R) telles que pour tout z € R et tout n € N* :

=5 [ 0

Variante
Trouver les fonctions f € C'(R,R) telles que pour tout = € R et tout n € N* :

n [T+
@ =5 [ o

Correction

Soit F' une primitive de f. F' est de classe C*°, on peut lui appliquer la formule de Taylor-Young.
A x fixé quand n tend vers +oo :

f(a:)zZ(F(x—l—i)—F(:c—i)

n (e (3).’/6 " (3)x
= 2(F<:c>+F’<x>;+F”;+F ()1—<F(:c)—F'(:E)1+F()1—F ”nl>+o(nl3>)

2

n 1 FO(z) 1 1

= f@)+ F(gé(x) % o <1>

21(13)651 )délduit : .

x

En multipliant par n? et en faisant tendre n vers I'infini, on obtient F'®) (x) =0.
Comme c’est vrai pour tout z de R, on a :

Ve R f(z) = F®(z) =0

Donc f est une fonction affine.

Réciproquement, supposons f affine :
3(a,b) € R? tq Vz € R f(x) = az + b.

no [T n [Tt
V(:n,n)eRxN*g/ ) f)dt = 5/ (at +b)dt

Les fonctions cherchées sont donc les fonctions affines.

Variante
Les correcteurs proposent une solution compliquée, différente de la premiere alors que la variante
n’en est pas une.
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Soit f de classe C! solution.

Soit F une primitive de f. F est de classe C2.
F H)—Fz—-1

Vs eR flz) = LT —Fl@—1)

On en déduit que f est de classe C? puis F' de classe C5...
On peut donc montrer par récurrence que f est de classe C¥ pour tout k € N.
Donc f est de classe C*°.

Exercice 7 (Ens 2024)
Soient ay,...,an des réels avec ay # 0.
N

Soit f: @+ Y aysin (2wkz).
k=1
Pour tout j € N, on note f@) la dérivée j-éme de f.
On note n; le nombre de zéros de fU) sur [0; 1].
Montrer que la suite (n;);jen est croissante et converge vers 2N.

Correction

N
Ve eR f(x) = Zake

2irkx _ —2ikwx ( N

X Z ZMrkx Za e 227rk;:c>

_ e " (Za e217r (k+N)z % 217r(N k)x )

k=1

7217er N—
— Z AN 2@7rka: _ Z ANk e?wrk:v
k=0

k=N+1
—2itNz
— 87 2imx
= 5 P(e)
2N N-1
avec P = Z ak_NXk — Z aN_ka S (C[X]
k=N-+1 k=0
P est de degré 2N (car ay # 0) donc P a au plus 2N racines (comptées sans leurs multiplicités).

[0;1[— C
T — e2i7rx
majoré par 2n.

La fonction { est injective donc f a bien un nombre fini, noté ng, de racines. Il est

N
Vi€ NVz € R f)(z) = (—1) Z ar(27k)% sin (27ka)
k=1
Donc ) a bien un nombre fini, noté ng;, de racines. Il est majoré par 2n.
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N p2imkr | o—2ikmz 1 (N
VzeR fl(z) = Z ay =5 (Z ay, 2Tk 4 Z ag e 217rk;1;>

2 k=1 k=1

—27,7er N
— Z ag e217r (k+N)z + Z ag e2z7r )

e—2imNz 2N ) N-1 ]
— 5 Z g N e2’L7TkJCC + Z aN_k e?m’kx
k=N+1 k=0
—2itNz
_ 67 2imx
- 2 P (e )
2N N-1
avec P = Z ap_nNXF+ Z an_ X" e C[X]
E=N+1 k=0
P est de degré 2N (car ay # 0) donc P a au plus 2N racines (comptées sans leurs multiplicités).
0;1]— C
La fonction {[ [ 0 est injective donc f’ a bien un nombre fini, noté ny, de racines. Il est
T e 1T
majoré par 2n.
Vj € NVz € R fGIHD(z) = (1)) > ap(2nk)™ cos (2rkz)
k=1

Donc (71 a bien un nombre fini, noté n2;+1, de racines. Il est majoré par 2n.

Si ng = 0 alors n; > ng.

Sing =1, f s’annule en 7 € [0;1].

f est 1-périodique donc f s’annule en z1 +1>1 > z7.

D’apres le théoréeme de Rolle, f’ s’annule en y; tel que 1 < y; < x1 + 1.

Siy; € [0;1] alors ny > 1 = nyg.

Si g1 € [1;20 + 1] alors, f/ étant également 1-périodique, f’ s’annule en y; — 1 € [0; zo[C [0; 1].
Donc n; > 1 = ny.

On suppose ng > 2.

Notons z1,...,xy, avec 0 <z < -+ < zp, < 1 les racines de f.

f est 1-périodique donc f s’annuleen z; +1> 1> zy,.

D’apreés le théoreme de Rolle f” s’annule en y, ..., yn, avec :

1 <y1 < T2 < < Ypg—1 < Ty < Ynp <21 +1

Si yn, < 1 alors on peut affirmer n; > ny.

Siyn, > 1, f’ étant également 1-périodique, f’ s’annule en y,, — 1 avec 0 < y,, — 1 < 21 < 3
donc on a aussi n1 > ng.

Le méme raisonnement vaut pour f) & la place de f donc :
VjeN njy1 > Ny

La suite (n;);jen est croissante et majorée par 2N donc elle converge vers [ < 2N.
a N 7é 0 donc :

Z lax| (27k)?
]aN\(27rN " lan ,Z\ ’“‘( ) jﬁm’o

10




Révisions 2026 Classement thématique

Par conséquent :
Fjo € Ntq Vi >jo Y lagl (27k)¥ < |an| (27 N)%
k=1
l

Pourt tout I € [0; 2N], soit z; = N

OnalO=zg<a1 < - <a9ny =1
Soit j > jo + 1.
On sait déja que ngjr1 < 2N.

N-1
fRIHD () = (—1) (Z a(27k)% cos (2mka;) + aN(QWN)2j(—1)l>
k=1

N-1 N—
Z ar(27k)% cos (2rka;) Z lax| (27K)% < |ay| (27 N)%
k=1 k=1

Donc fZ+1)(z;) a le signe de (—1)7F%.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f

On en déduit ngjy1 > 2N.

Donc :

Vj 2 jo n2jy1 = 2N

Mais par extraction, ngj;1 ———— [ donc [ = 2N.
J—+00

(27+1) gannule sur |z x40, 0 <1< 2N — 1.

Exercice 8 (Ens 2025)

Soit f € CO(R,R) avec f(x) = 0 pour tout = & [0;1].
On pose pour tout y € R :
1
= [ el @)

Montrer que pour tout y € R, ¢"(y) = 2f(y).
A quelle condition a-t-on g bornée ?

Correction . . .
w219 = [ G-af@de=y [ f@do— [ of@)de
On en déduit : )
e g est bornée sur [1;4o0[ si, et seulement si, / f(z)dz =0
0

e La restriction de g & [1;+o00[ est de classe C? et :
Va €]1;+00] ¢"(x) = 0 = f"(x) (car f est nulle sur |1;+o00[)
La dérivée seconde a droite en 1 de g est nulle, tout comme 2f par continuité.

webila) = [w-oswart [ o ) () da

= y/oyf(a:)dx—/oyxf(x)d:c—/1yxf(:v)dx+y/1yf(:v)dx

D’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, g est C! sur [0;1] et :
y y
weltlgw) = [ f@)de+uf)—uw) — v +uf)+ [ f@)de

- /Oyf(:c)da:—i—/lyf(x)dx

11



Révisions 2026 Classement thématique

En 0, il s’agit d’une dérivée a droite et en 1 d’une dérivée a gauche.
Toujours, d’apreés le théoréme fondamental de I’analyse, g est C? sur [0;1] et :

vy € [0:1] ¢"(y) = 2/ (y) .
En 1 & gauche , la dérivée seconde est nulle des deux cotés et la dérivée premiere vaut / f(z)dx
0

des deux cOtés.
g qui est continue est évidemment bornée sur [0; 1].

s -1g) = [ w-pi@r=—y [ j@ dx+/ e (e
On en déduit :
e ¢ est bornée sur | — oo; —1] si, et seulement si, / f(z)dz =0
0
e La restriction de g & | — 0o; —1] est de classe C? et :
Vo €] —oo; —1[ ¢"(x) =0 = f"(x) (car f est nulle sur | — oo; —1])
La dérivée seconde a gauche en -1 de g est nulle, tout comme 2 f par continuité.

1
e La dérivée a gauche en 0 de g vaut — / f(x)dx comme la dérivée a droite.
0

On a donc g de classe C? sur R avec :
Ve e R ¢"(z) =2f(x)
et :

1
g bornée <— / flx)de =0
0

Exercice 9 (Ens 2025)

Soit (ap)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.
On suppose :

3e>0tqVn €N |api1 —ay| < ca?

Montrer :

d
3d > 0tq Vn € N* a, > —
n
Correction
Pour tout n € N, soit b, = —
Qn
On a : . 1
c
VYn € N - < =
bnr1 by b2
On en déduit : .
¥ € N |bpyy — byl < ot = 20
bn An+1
Mais :
Vn € N Ontl _ 1’ < ca, — 0 donc ia —1
an n—-+oo an, n—-+oo
Donc : )
dng € N tq Vn > ng fnt1 >
an, 2
Donc :
Vn > ng |bp+1 — bn| < 2¢
On note C' = max (|by — byl , |b2 — b1|, ..., |bny — bng—1|,2c) de sorte que :
On a alors :

12
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n—1 n—1
Vn € N* [by| = [bo + > brr1 — bi| < [bo| + D [brs1 — bl < by +nC
k= k=0

0
Si on pose D = by + C alors :
Vn € N* b, < Dn

1
d= D répond a la question.
Exercice 10 (Ens 2025)

Soit f : R — R de classe C?, positive, telle que f” soit bornée. Montrer qu’il existe C' > 0 tel
que :
vz R |f'(2)|* < Cf(x)
Correction
Ve € R |f/(z)* = f/(x)?
On suppose dans I'énoncé :
IM eRtqVz e R |f"(x)| < M
Quitte a augmenter M, on peut le supposer strictement positif.
e Premiére méthode

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange :

Vo, ) € B2 |f(z+h) — f(x) ~ hf'(x)] < N2

D’ou :

V(z,h) € R® f(x +h) — f(z) = hf'(z) <

Donc :

V(x,h) € R? %hQ—i—hf’(x) + f(x) > f(x+h) >0

Pour tout x € R, le trinéme %XQ + f(x)X + f(x) est de signe constant donc son
discriminant est négatif :
Vo € R f'(z)? —2M f(x) <0
D’ou le résultat avec C'=2M >0
¢ Deuxieme méthode
Soit € R.
Supposons f’(x) < 0.
VieRy fflx+t) <M
D'ou :
T+t
VEER: fla+t) = @)+ [ f@)dy< )+ Mt

x
et en intégrant une seconde fois :

T+t t
VER, f(z+t) = f(z)+ / f'(y)dy = f(z) + /0 £t +y)dy

< f@)+if' @)+ e

2
On prend alors ¢t = —f;\(;) >0
/ 2
0< fla+1) < fla) - L)

ce qui donne f'(z)% < 2M f(x)
Si f’(z) > 0, on fait le méme raisonnement mais en considérant ¢ < 0.
Enfin si f/(t) = 0, 'inégalité f'(x)? < 2M f(z) est évidente car f est positive.
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