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Exercice 1 (CCP 2024)

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Soit (f,9) € L(E)? tq E = Ker (f) + Ker (g) = Im (f) + Im (g).

Montrer que ces sommes sont directes.
Exercice 2 (Ens 2025)

On définit la fonction Rev de R[X] dans R[X] par :
Rev(0) =0

d d
si P est de degré d € Nie P(X) = Z ar X" avec ag # 0 alors Rev(P) = Z ag_ kX"
k=0 k=0
1. Rev est-elle linéaire ? bijective ?

2. Soit d € N* et Q4 = {P € R[X] tq deg(P) = d et P(0) # 0}.
Montrer que Rev induit une bijection de Qg4 dans lui méme.

3. Déterminer les polynomes P tels que Rev(P') = (Rev(P))'.
Exercice 3 (Mines 2024)

Soit S,, 'ensemble des permutations de [1;n].

1. Soit o € S,,.
Sp — S
Montrer que u { " " est une permutation de S,,.
S So00
2. Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R™.

Si o €5, on note f, 'unique endomorphisme de R" tel que :
Vi € [1;n] folei) = exs)

. 1
Soit p, = o Z fo
UESn
Montrer que p,, est une projection, déterminer son noyau et son image.

3. Soit H = {(x1,...,2,) € R" tq z1 +--- + z, = 0}.
Soit v un élément non nul de H.
Montrer que les vecteurs f,(v), o € S, engendrent H.

Exercice 4 (Ens 2025)

Soit D une matrice diagonale et E la matrice contenant un 1 en haut a droite et des 0 partout
ailleurs.
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1. Calculer a,, € R tel que (D + E)" = D" 4 a,E.

2. Déterminer un équivalent de a,, quand n tend vers 4oo.
Exercice 5 (Ens 2025)

Soient N et M € M, (R) avec rg(M) =k et rg(N) = L.
Quelles sont les valeurs possibles pour rg(NM)?

Exercice 6 (Ens 2025)

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension 4 de C°(R, R).
R—R R—R

Soit fi et f_
T e T e "

Si I est un intervalle de R, on note L>°(I,R) ’ensemble des fonctions de E bornées sur I et
L?(I,R) I'ensemble des fonctions de £ dont le carré est intégrable sur 1.

1. On suppose que
E = Vect(fy) + Vect(f_) + G ot G € L®(R,,R) et G N L*(R;,R) = {0}

Montrer que E N L*(R,R) = {0}.

2. On suppose de plus la propriété suivante :
E = Fi + F5 avec dim (Fl) = dim (FQ) =2, FC LOO(R_,R) et Iy ﬂLOO(R_,R) = {0}

Montrer que dim (E N L*(R,R)) = 1.



