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Exercice 1 (Mines-Telecom MP 2024)

On dispose de IV coffres.

La probabilité que le trésor se trouve dans ces coffres est p.

Les coffres ont chacun la méme probabilité de contenir le trésor.

Sachant que le trésor n’était pas dans les N — 1 premiers coffres, quelle est la probabilité qu’il
soit dans le dernier ?

Correction
On note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le i — eéme coffre contient le trésor et 0 sinon.
Les X; ne sont pas indépendantes : P((X; =1)N (X2 =1)) =0 (siil n’y a qu'un seul trésor) et
P(X;=1)xP(X2=1)>0.
N
L’évenement ”le trésor est dans I'un des coffres” s’écrit U (X; =1) et il y a incompatibilité.
i=1

N
Donc p = ZP(Xi =1)
i=1
Les coffres ont chacun la méme probabilité de contenir le trésor donc p = NP(X; = 1) : chaque

coffre a une probabilité % de contenir le coffre.

N-1
On cherche P (XN =1 ﬂ X, = 0).
i=1

_ P(Xy =1)
P((XN:1)U (FV] Xl':()))
=1
p
_ N
N
P(Xy=1)+P <n X; _())
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p

o . N =p)
on n’a pas trouvé le trésor apres avoir vidé tous les coffres sauf 1, c’est sans doute parce que le

Si N est grand, cela fait environ et cela tend vers 0 quand N tend vers l'infini : si

coffre n’y est pas.

Sip =1, on trouve 1 : c’est normal le trésor est dans un coffre et on les a tous regardé sauf le
dernier donc il est dans le dernier.

Si p =0, on trouve 0 : si le trésor n’est pas dans les coffres, avoir ouvert N — 1 coffres n’apporte
aucune information.

Exercice 2 (Mines Telecom 202/)

On lance indéfiniment une piéce faisant Pile avec une probabilité p €]0, 1[. Pour n € N*, on note
A, 'événement « obtenir deux Pile consécutifs pour la premiére fois au bout du n'®™e lancer »et
an, = P(Ay).
1. Calculer a1, a0, as et ay.
2. Déterminer une relation entre a,y2,an+1 €t an.
3. Montrer qu’il est quasi-certain qu’on obtienne deux Pile consécutifs.
Correction
1. a); = 0
On note X; = 1 si on obtient Pile au #*™¢ lancer, 0 sinon.
(Xn)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi de
Bernoulli de parametre p.
agzp((Xl:1)ﬂ<X2:1))=PX1:1 P(X2:1)2p2
az =P ((X1=0)N(Xa =1)N (X3 = 1)) = qgp? (on part des lancers 2 et 3 dont le résultat
est imposé et on remonte)
ag =P ((Xo=0)N(X3=1)N (X4 =1)) = gp? (on part des lancers 3 et 4 dont le résultat
est imposé et on remonte)
2. ¥n >3 P(A,) = P(A, | X1 =0)P(X1 =0)+ P(A, | (X1,X2) = (1,0)P((X1,X2) =
(1,0)) + P(An | (X1, X2) = (1,1)) P((X31, X2) = (1,1)
On en déduit :
Vn =3 P(An) = qP(An—l) +qu(An—2)
Mais faut-il justifier P(A, | X1 =1) = P(4,-1)7
On introduit Fy = {(e1,., e) € {0; 1}* tq ¥l € [1k = 2] (e, e111) # (1,1) et (ex1,66) = (1,1)}
On écrit plutot la formule des probabilités totales sous la forme :
Vn >3 P(A,) = P(A, N (X1 =0)) + P(A, N ((X1,X2) = (1,0))) + P(A, N ((X1, X2) =
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(1,1)))

= P U ((X1 :O)Q((XQ,...,Xn) = (62,...,6n)))>

(€2y-eus€n )EFn—1

= Z P((X1=0)N((X2,...,Xn) = (e2,...,€,))) par incompatibilité
(€2,...s6n ) EFn—1

= Z (P(X1 =0) H P(X; = Q)) par indépendance
(627"'76n)€]:n—1 1=2

= q Z (ﬁ P(Xi—l = 61)) car Xl ~ Xi—l

(527--47€n)€]:n71 1=2

= qP( U (Xla---aXn—l)—(627---7611))
(

52:-~~7€n)€]‘—n71

= qP ((Xla o ,anl) S fnfl)

= qP(Anfl)
+oo
3. L’événement « On obtient deux piles consécutifs »s’écrit aussi U A,
n=2
Si on note x sa probabilité, on a :
+oo
xr = Z P(A,) par incompatibilité
n=2
400 —+00 +0o0
= P(A2)+ Y (qP(An-1) + pgP(An2)) =p° +q > P(An1) +pq Y P(An 2)
n=3 n=3 n=3

+oo +oo
= p’+4q> P(Ax) +pq ) P(Ay)
n=2 n=1
= p*+qzx +pgr + pgP(A1) = p* + (¢ + pq)x

Donc :

p’=01-q-pgz=(p—pgz=pl-qz=p
On en déduit = = 1.

Exercice 3 (Ens 2025)

On joue a pile ou face et on note p la probabilité d’avoir "Face”, ¢ = 1 — p la probabilité d’avoir
"Pile” et I’événement

Ay, = {7l n’y a pas eu 2 résultats”Face” de suite lors des n premiers lancers”}

Donner un équivalent de P(A,,) lorsque n tend vers +o0.
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Correction

On note Y; la variable aléatoire qui vaut 1 si le i-éme lancer donne ”Face” et 0 sinon.
n

Ap = () ((Yie1,Y7) # (1,1)).
=2
P(4g) = P(A1) = 1.
P(A) =1-PYi=1Ys=1)=1-p*=(1-p)(1+p) =q(1+p)
P(A3) = P ((\1,Ya2Y3) # (1,1,0),(1,1,1),(0,1,1)) = 1 — 2p?q — p? = 1 — 2p* + p3
Par la formule des probabilités totales, pour n > 4 :

P<An) - P(Anm(yn :0))+P(Anm(yn = 1))

e ((Yn —o)n (rj (Vi ¥ £ (0, 1)))) +p ((Yn 1) mrj (Vi) # (1, 1>>>
g ((Yn — )N (Ya1,Ya) £ (1L 1) 0 (rj (Vi V) # (L, 1))))

+P ((Yn =1) N ((Ypo1,Yn) # (1,1)) N (n(j: (Y1, Y3) # (1, 1))))
=P ((Yn =0)N ij ((Yie1,Y3) # (1, 1))))

n—2
+P ((Yn = 1)N (Yp_1 =0) N <ﬂ (Yie1,Y;) # (1, 1))))
= qP(An—1) +pqP(An_2)

Et on vérifie que la relation est vérifiée dans les cas o n = 2 ou 3.

L’équation caractéristique est 2 — qr — pg = 0.

Son discriminant est ¢ 4 4pg = q(q + 4p) = (1 — p)(3p + 1) > 0 (on suppose p €]0; 1[).
Donc I’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes! :

:qf\/g :q+\/K

5 et ro
ry <rgetrlryg=—pg<0doncry <0< rs.
Le milieu de [ry;72] est % > 0 donc |ri] < 7.
3(Cy,Cs) € R? tq Vn € N P(Ay,) = Cir + Cor¥
Ci+Cy=1
r1C1 +1reCy =1

™

Les conditions initiales donnent {

1—7‘1

Donc Cy = .
ro — 11

1—q—pg=p—pg=p*>#0doncr; #1et Cy > 0.
Comme |r1| < 12, P(A,) ~ Cary.

On peut exprimer C5 en fonction de p.

1 A

7“‘]74‘\/» et T‘Q—le\/g

1—7’1: 5
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Exercice 4 (CCP 2024)

On a une piéce non truquée.
Soit X la variable aléatoire égale au rang ou on obtient pour la premiere fois pile.
Soit Y une variable aléatoire telle que la loi de Y conditionnellement & ’événement X = n est
la loi uniforme sur [1;n].
1. Donner la loi et I’espérance de X.
2. Soit (n, k) € N* x N*.
(a) Calculer P(X =n,Y =k).

o0
(b) En déduire, pour tout k € N*, P(Y = k) = S %
X et Y sont-elles indépendantes ? "
3. (a) Trouver une relation entre P(Y = k) et P(Y =k +1).
(b) Rappeler le développement en série entiere de z — In (1 + z).
En déduire P(Y =1).
4. Montrer :
VkeN*P(Y:k):/

o 1-—t
5. Calculer E(Y).

Correction

1/2 tk*l

dt.

1
1. X suit la loi géométrique de parametre 5

E(X)=2
2.(a) PIX=n,Y=k)=PY =k|X=n)P(X =n)
O0sik>n
Donc P(X =n,Y =k) = 1 .
Ws&kﬁn

b) Par la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements ((X =n .
neN

+o0 +o0 1
PY =k) = ;P(X:n,Y:k):n:kW
P(le,Y:12):O
P(X=1)=3
400 1
PY =2)=3% —>>0

n=2
P(X=1Y=2)# P(X =1)P(Y =2) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. (a) Commentaire de la candidate :
Il y a plusieurs possibilités. La réponse attendue est :

1

Cette relation est immédiate.

= (_1)n71 n
n=1
+oo
P(Y:1):an2n:1n(1;> — ()

n=1
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1/2 tk 1
4. Pour tout k € N* soit P(k): P(Y = k) = / T dt.
0 _

1/2
/ % —[~In(1 - t)]1/2 In (2) donc P(1) est vraie.
0 _

On suppose P(k) vraie.

1/2 tk’-i—l—l 1/2 tk‘ 1/2 tk: _ tk_l tk’—l
/ dt = / —dt:/ T
o 1-t o 1-—t 0 1—t

1/2 b1 1
_ Jﬁ A+ PY =) =
— P(Y =k+1)

+P(Y =k)

Donc P(k + 1) est vraie.

5. 0<Y < X donc Y a une espérance et E(Y) < E(X) = 2.
Y>1 donc EY)>1.

1/2 ktk 1
ka =k) Z/
1
Pour tout k£ € N*, soit fi k-1
t— 1 —¢

1
e Pour tout k € N*, f;, est continue sur {0; 2}.

e La série de fonctions Z fx converge uniformément sur [O; 2} :
k>1

1 tk 1 1 k—1 1
Vk e N*Vt € {0; 2} |fe(t)] = § 2 <2> b= indépendant de t et terme
général d’une série convergente

1
Donc la série de fonctions Z fr converge normalement sur [O; 2}
E>1

Donc la série de fonctions Z fx converge uniformément sur {0; } .
E>1

1/2 [+ 1.4k—1
BEY) = / (Z’it_t>dt

k=1

N A (T—t)7? _&uin?ZQ_;

Donc :

| W

Exercice 5 (Mines Telecom 2024)

Soient X1, ..., X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi uniforme sur
{-1;1}.

n
Soit Sn = Z Xz

i=1

1. Espérance et variance de S, ?



Révisions 2026 Classement thématique

2. Loide S, 7
Correction
1 1
. B(X;)==x14+-x(-1)=0

B(X?) = 2E(1) = 12
V(X,) = E(X}) - B(X;)? =1

Par linéarité de l'espérance : E(S,) = Z E(X;)=0

Par indépendance : V(S,,) = Z V(X;)=n
i=1

2. Soit Y; =

Yi,...,Y, sont mutuellement indépendantes et suivent la loi de Bernoulli de parameétre

2
S, = Z X, = Z(2Y 1)=2 Z Y,—noul, = Z Y, suit la loi binomiale de parameétres
=1 =1

I
—
.
—_

Y0 (Q) =[0;n] donc S, () ={—n;—n+2;...;n—2;n}
Soit s € {—n;—n+2;...;n—2;n}.

P(S, =5) = P(QZn—n:s):P<Zn:S+n>

2

(5) 070
= + — —
EACVRT:
n 1
= n;s 27
Soit N une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre A.

On lance N fois une piece équilibrée.
Quelle est la probabilité d’avoir un nombre pair de faces ?

Exercice 6 (Ens 2025)

Correction
Soit X le nombre de faces.

too +o0 k -k l
VkeNP(X =k) = ZP(X:MN:l)P(N:Z):Z(]i) (;) (1_;) e—A%

I=k
Al

/\l
_ —A —>\
- Z ( >2ll' - Z k' '2ll'
7)\ +OO k+1
A .
= o g Z‘ ( ) i=1—k

_ i)\ <)\)k’e)\/2: e—)\/Q ()\)k
k' \2 k! 2
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X suit une loi de Poisson de parametre 5

On a alors :

P(Xpair) = —FXO:OP(X:%:)
k=0

+o0o 2k
_ A L e a2 (/\)
= Z <2> 7(2]{;)! e =e cosh 5

k=0
1+ ¢
2

On a ici déterminé la loi de X en utilisant la loi de N mais c’est inutile.
En effet si n € N* :

P(Xpair | N =n) = Z (27;)2171

0<2k<n
1
Le calcul de cette somme est classique, elle vaut 3

Par contre, si n = 0 alors P(X Pair | N =n) =1 car 0 est pair.
Donc :

+o0o
P(Xpair) = Z P(Xpair | N =n)P(N =n)
n=0
_ P(N:O)+;JiOP(N:n):P(N:O)Jr;(l—P(N:O))
n=1

1+ et

= Ja+ PN =0) =%

2

Exercice 7 (Mines 2024)

Soit £ un ensemble de cardinal n.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans P(E) qui suivent la loi
uniforme sur P(E).

Trouver la loi de Z = Card(X UY).

Correction

Z(Q) = [0;n]

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ((X =
A)) aep(E)-

Vee[n] P(Z=k)= Y  P(Z=kn(X=A)

AeP(E)
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(Z =k)N (X = A) est impossible si Card(A) > k.

Vkc[0;n] P(Z=k) = Z Y P(Z=k)N(X =A))
=0 AeP(E)
Card(A)=l

k
= > Y P(Cad(YN(E\A)=k—-1)N(X=A))
=0 AeP(E)
Card(A)=l

k
= > Y PCad(YN(E\A)=k-1)P(X =A)
=0 AeP(E)
Card(A)=l

par indépendance

n—1 ol
B Z > k—1 1_1§:Ql<n><n—l>
I=0 AeP(E) 2n 2n 22nz:o ! k—1
Card(A)=l

1 n! (n—=1D)!
- ﬁ;)Ql (n— D (n— k)!(k —1)!

1 izl n!

= o - =
22 &= (n — k)UI(k — 1)
1 o &, R

= 2
22”/{!(71—1@)!; Nk —1)!

2 (E0)
- ()E-0) 6 -

3
Z suit donc la loi binémiale de parametres n et T

On peut le démontrer autremement.
On prend, sans perte de généralité, F = [1;n].
n

Z=> liexuy

i=1
Z est donc une somme de n variables aléatoires de Bernoulli.
Elles ont toutes le méme parameétre :

p = PLeXUY)=1-P(igX)N(igY))

1\ 2
= 1-PGgX)P>igY)=1- <2gn1>

3

4

Elles sont mutuellement indépendantes :
Les 2n variables aléatoires 1;cx, licy, 1 < i < n sont mutuellement indépendantes :
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Soit (€1, €ny M1, -+ -, n) € {0; 1327

P ((ﬁ(lieX = €z)> N <6(1ieY = 5z)>>

= P((X={ie[in] tae =1} N ={i € [1;n] tqn; =1}))
= P(X={ie[lin]tqe =1}) P (Y ={i € [1;n] tqn =1}) par indépendance

< 3= (1) < (115)

i=1 =1
= (ﬁ P(liex = ez)> X (ﬁ P(liey = 771))
i=1 i=1

Par le lemme des coalitions, on en déduit que les variables aléatoires 1;,c xuy = max (1;ex, licy)
sont indépendantes.

Exercice 8 (Mines 2024)

Soit (Xj)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi uniforme
sur {—1;1}.

n
Pour tout n € N*, soit S,, = ZXk'

k=1
n
1. Donner H Xi(Q) = X1(Q) x -+ x Xp(2) et la loi du n-uplet (Xi,...,X,).
k=1

2. Soit f: R — R.

Donner T,,(f) = E (f(Sy)) sous forme de somme.

1 -1

3. En déduire la relation de récurrence : T),(f) = T,—1(g) avec g :  — fle+1) —; f( )
4. Montrer que la suite (£(|Sy|)),cn- st croissante.
5. Comparer (E(|Sn])),en- €t (V7),en-
6. Donner la loi de S,,.
7. Une question pour montrer qu’a 'infini S,, est presque nulle presque strement. (Cette

question est supprimée).

Correction

1 (X1,...,X HXk y={-1;1}"

Par indépendance, pour tout (z1,...,zn) € {—1;1}":

P(Xi1,....,Xn) = (z1,...,20)) = (ﬁ (X = ) ) = ﬁP(Xk:a:k)
k=1
G|
-1
1
Card ({—1;1}")

Donc (X1,...,X,) suit la loi uniforme sur {—1;1}".

10
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2. Par le théoréme de transfert :

1
(@10esmn) {13137

D ¢

(z1,eeyzn)E{-1;1}"

= o Z ( Z f(:c1+---+a:n)>

zn€{—1;1} \(21,..,.2n—1)e{-1;1}"1

1
= 2n< Z fler+- +xpp +1)+ Z
(@1, s@p—1)e{=1;1}n "1 (@1,5s@p—1)e{=1;1}n "1
1 . 1
= 522" T (29) = 5T (29)

= Tn-1(g) car T,,_1 est linéaire

-1 1
4.Icif:a:|—>|x\etg:xr—>|x [+ Jz+ |

B(1Su)) = E(Su-i) = Tro1(9) —2Tn11(f) — T (g f).
Sile,g(m)—f(x):%—x:()

1-— 1
Sia:e[0;1],9(3:)—f(a:)zﬁ—le—xzo

Enfin g et f sont paires.
Donc g — f > 0.

f(z1+

En revenant a la définition de Ty, on en déduit que E(|S,|) — E(|Sn—1|) > 0.

En fait on peut étre plus précis :
Sin est pair alors E (|S,]) = E (|Sn-1])

1)

2p

Sin=2p+1 est impair alors E (|S,|) = E (|Sn—1]) +
5. Par Cauchy-Schwarz :

E(|Sa]) = B(1Sa] x 1) < [E (19.*) VE(1?) = VE(S)

Mais V(X;) = E(X?) — E(X;)? = 1 et par indépendance :

V(Sn) =Y V(X)) =n
k=1

n

Par linéarité de l’espérance, E(S,,) = Z E(Xy) =0
k=1

On en déduit E(S2) = n puis : E(|S,]) < v/n.

Faut-il une minoration en utilisant les remarques de la fin de la question précédente 7

6. Sn(Q) ={n—2k,k € [0;n]}

VEk € [1;n] P(S, =n—2k) = o

11
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o)

271

Vi € Sp(Q) P(Sp =1) =

Exercice 9 (Ens 2024)

On dispose d’une urne initialement vide, d’une boule rouge et d’un stock infini de boules blanches.
1
On commence par remplir I'urne : a chaque étape la probabilité de mettre la boule rouge est —
n

(n € N*) et on s’arréte des que la boule rouge a été placée dans I'urne.
On retire ensuite les boules une a une de 'urne et on s’arréte lorsqu’on tire la boule rouge.
Quelle est 'espérance du nombre de boules restant dans 'urne ?

Correction

Apres la phase de remplissage, il y a X boules dans 'urne, X suivant la loi géométrique de
parametre 1

Si on note gbf le nombre de boules restant dans I'urne apres la seconde phase, la boule rouge a
été tirée au X — Y-eme tirage.

On doit donc commencer par le calcul suivant :

Soit une urne contenant k — 1 boules blanches et une boule rouge. On procede a un tirage sans
remise jusqu’a obtenir la boule rouge. Quelle est la loi de Z le nombre de tirages nécessaires ?
Si k=1 alors Z =1.

On suppose k > 2.

On note B; I’événement on tire une boule blanche au i-éme tirage.

2(Q) = [L:4]

1
P(Z=1)= z et par la formule des probabilités composées pour VI € [2;n] :

P(Z=1) = P(Bin--NB1NB)

= P(Bl)XP(BQ’Bl)X“‘XP(Bl_l|B1ﬂ"‘mBl_2)XP(E|B1m“'ﬁBl_1)
k-1 k-2 k—(-2) -1 1

k-1 T e =2 Ck—a—1)

1

k

formule valable dans les cas particuliers qui précedent.

Y (©2) = N et pour tout k € N* :

“+oo
PY =k = Z P((Y = k)N (X =1)) par la formule des probabilités totales
=1

= Jrzo:oP((Y:k)ﬂ(X:l))calr(Y:k:)ﬁ(X:l):@sikzl
I=k+1
= Jrzo:oP((X—Y:l—k)ﬂ(X:l)):JrzozoP(X—Y:l—k]X:l)P(X:l)
I=k+1 I=k+1
+o0o 11 1 -1
= 2 (1= =
l:zk;rll”( ">

12
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Tout étant positif, les calculs qui suivent sont justifiés.

+o00 +oo +o0 400 k1 1 -1
BEY) = ZﬁmyzngyPWZMZE:E:an )
k=0 k=1

n

k=11=k+1
too -1 -1 oo 1—11-1
k1 1 1 1
= ZZZ<1‘> = (z(“) Zk)
=2 k=1 " n 1= \" n k=1
+o00 -1 +o0o -1
1 1 I(l-1 1 1 1
B0 e
= nl n 2 2l:2 n n
13X 1 I
= =S(-1n-(1-=) =ZEX-1
s (1) =gEe
_ n—1
N 2

Exercice 10 (Ens 2024)

Soient n,k € N* et a € N.

Soit X une partie aléatoire de cardinal k de [1;k + a]. On suppose que X suit la loi uniforme
sur l'ensemble des parties de cardinal &k de [1; k + a.

Soit Y une partie aléatoire de cardinal n de [1; k+n+a]. On suppose que Y suit la loi uniforme
sur I'ensemble des parties de cardinal n de [1;k + n + a].

On suppose X et Y indépendantes.

Montrer que P (min (Y') > max (X)) est indépendant de a.

Correction

Indication fournie par I’examinateur

Est-ce qu’on peut prendre k + n entiers de [1;k + n + a] et les répartir pour former un couple
(X,Y) qui vérifie la condition voulue ?

X et Y étant indépendantes, le couple (X,Y’) suit la loi uniforme sur l’ensemble des couples
(A, B) avec A une partie a k éléments de [1; k+a] et B une partie & n éléments de [1; k+n+a].
Il s’agit donc de compter le nombre de tels couples ot max (A) < min (B).

Choisir A puis B (ou B puis A) conduit & des calculs trés compliqués.

La méthode suggérée par l'examinateur consiste a choisir une partie a k& + n éléments de
[1;k+ n+ a] et & mettre dans A les k plus petits et dans B les n plus grands.

Reste a vérifier que A est bien une partie de [1; k + a].

Comme [1,k + n + a]] contient n éléments plus grands que le maximum de A, celui-ci est bien
inférieur ou égal a k + a.

k
Le nombre de couples (A, B) cherché est donc ( Zi i a).
n
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On en déduit :

E+n+a
P X (Y kE+n
(max (X) < min (¥)) k+a\(k+n+a
()
B (k+n+a)!x kla! " n!(k + a)!
(k+n)lal (k+a)!  (E+n-+a)
kIn! 1

(k+n)  [(k+n
k
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