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Exercice 1 (Centrale 2024)

1. On s’intéresse a la suite (uy)nen+ qui admet pour limite [ € R U {—o0; +00}.

1 n

Montrer que la suite < E uk> admet la méme limite.

n
k=1 neN*

Un+1
Uan N RS
Un n—-+4oo

2. Soit (vp)pen+ une suite a valeurs réelles strictement positives telle que

R4 U {+o0}.
1/

Montrer que vy’ " —— L.

n—-+00
La réciproque est-elle vraie ?

1/

3. On suppose v,/ —— 1 € Ry U {+o0}.

n—-+0oo
Montrer que si l < 1 alors la série de terme général v, converge.
Montrer que si [ > 1 alors la série de terme général v, diverge.
Montrer que si [l = 1, on ne peut pas conclure.

Commenter.

Correction

1. On commence par le cas [ = 0.
Soit € > 0.
dng € N* tq Vn > ng |u,| <e

1 & 1 & 1 & 1 & n—ng
Vn>ng+1 |= ) uel < =) fupl+ = Y e< =Y jugl + €
"= gt (L ——1 gyt n
1
< —
< €+nZ\Uk|
k=1
no
—Z]uk\%Odonc:
n n—-+4oo
k=1
1 &
Elnlzno—i—lthnznle\uk\ge
"=
Donc :
1 n
Vn > — <2
n>n nkzzzluk < 2¢

1 n
Donc — Z up, — 0.
n el n—-+4oo

On suppose ensuite [ € R*.
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Pour tout n € N*, soit wn = u, — .

w, — 0 donc : Z W ———— -
n—-+0oo

n—-4o00

Mais :

VREN*lZwk:lZuk—l

1
donc — kz:l Up, m l.
On suppose ensuite [ = +oo.
Soit A > 0.
dng € N* thn>n0un2A

Vn>n0—|—172uk> Zuk—l— nOA
= "=
Vn22n02(n—n0)—n—n—2n020
Donc : 1
Vn>2n0n n02§
Onendedult
Vn>2n0—2uk> Zuk—i— A
lc 1
no
—Zuk———»Odonc
el n——400

1 2 A
dny > 2ng tq Vn > ng > Uk SZ

n k=1
Onaalors 4
Vn>n1 Zu > —

n =1 4
n

Donc — kz_:luk m —+o00.
Enfin le cas | = —o0o se traite avec w,, = —u,,.

2. On commence par le cas [ € RY.
_ Un+1
In (vp41) —In (v,) = ln( o ) — In (1).
D’apres la premiére question :

I (Un41) = In (v1) _ % S (10 (ves1) — In (1)) ——> In ()

n p n—-4oo
1 In (v,
m) L) gone 20nr1) In (1).
n n—-+o0o n n—-+4oo
In (v, —1In(v,

On en déduit () _ 7= 11 (vn) 1% In (1) = In (1)
n n n—1 notoo

En passant & 'exponentielle, vn/ " T) l.

On suppose ensuite [ = 0.
o Un+1 B
In (vp41) — In (vy,) —ln( o > o %
D’apres la premiére question :
1 —1 1<
n ('UnJrl) n ('Ul) —— Z (ln (Uk-i-l) —In (Uk)) v

n—-+0oo
n n =1 +
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In (v1) —— 0 donc I (V1) —00.
n n—-+00 n n—-+o0o

1 —11
On en déduit n (vn) -0 n (vn) —00.
n n n—1 notoo
En passant a ’exponentielle, wl/ " ——0.
n—-+o0o

Le cas | = +oco se traite de maniere similaire.

On consideére la suite (vy,)nen+ définie par :
Vp e N* vgp_1 =1 et vy =2

« , 1/(2p—1) _
Vpe N wy "y M =1——>1

p——+o00
In (2p)
Vp € N* o2/ _ ( ) 1
p Yap exp 2p p—>-00
Donc v}l/ (LU |
n——+0oo
U
Par contre P _ 9 2
U2p—1 p—=+0o
1 1
Par contre Yoptl _ —
U2p 2 p—+too 2

. Un+1 .
Donc la suite ( nt ) diverge.
Un, neN*

3. Il s’agit donc ici d’établir une regle d’application plus générale que la régle de d’Alembert.
On commence par le cas [ < 1.
Soit r €]l; 1].
dng € N* thnzngv}/n <r
Yn>ng0<uv, <r"
La série de terme général r™ converge donc la série de terme général v, converge.

On passe ensuite au cas [ > 1.

Soit r €]1;].

dng € N* thnZnovi/n >

Yn>ng0<wv, <r"

Donc v,, —— +0 et la série de terme général v,, diverge grossierement.

n—-+00

Prenons v, = 1 pour tout n € N*.
1/n

vy, —— 1 et la série de terme général v,, diverge.
n——+oo
1
Prenons v, = — pour tout n € N*.
n
—2In(n
YL - ( (n)
n

1 et la série de terme général v, converge.
n—-+oo

Exercice 2 (Mines 2024)

Soit n € N* et aq,...,a, des entiers naturels non nuls deux a deux distincts.
1. Montrer que a; +---+ap, >14+---+n
2. Soit ¢ : N* — N* injective.

Montrer que la série de terme général diverge.

n2
Correction
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1. On raisonne par récurrence sur n.
Pour n =1, a1 est un entier naturel non nul donc a; > 1 : la propriété est vraie au rang

1.

On suppose la propriété vraie au rang n.

Soient ay,...,anyr1 n+ 1 entiers naturels non nuls deux a deux distincts.

Soit aps le plus grand.

Siapy <n+1alorsay,...,a,+1 sont n+ 1 nombres entiers deux a deux distincts compris

entre 1 et n : c’est absurde donc ap; > n + 1.
On a alors d’apres ’hyptohese de récurrence :

n+1 n+1
doai=an+ ) Zntl4lt:
=1 =1
z;éM
et la propriété est vraie au rang n + 1.
n
2. On note (Sp,)nen+ la suite des sommes partielles de la série de terme général ¢(2).
n
Supposons que cette série converge et notons S sa somme.
S2n_Sn—>S—S:0
n—-+0o0o
Mais : )
n .
B ¢(z) 1 o n+1 1
Sgn—sn—'_z: T 2n2 Z¢ 4—(1+2+ c+n) = !
i=n+1 i=n+1

on aboutit a une contradiction.

Exercice 3 (X 202/)

n
On pose S, :Zka,aeR
k=1

1. Convergence de (S,) en fonction de a.

2. On suppose o > 0.
Donner un équivalent de S,.
a+1

. Equivalent de S,, — i
3. Equivalent de S, Y

Correction

1. C’est une question de cours.
La suite (.5,,) converge si, et seulement si, o > —1.

Si a > 0, la fonction t — t“ est croissante.
k+1

n k n
VnEN*Z/ tadtgsngz:/ t*dt
k=1"k=1 =17k
n n+1
VnEN*/ to‘dtSSnS/ t*dt
0 1
a+1 1 a+l 1 a+1
men < g, <0+ ~
a+1 "~ a+1 a+1
On en déduit que (S,) diverge vers +oo et on a la réponse a la seconde question.

| A

Sia=0,S5,=n——— +o0.
n—-+0o

Si a < 0, la fonction ¢ — t est décroissante.
Si—-l1<a<0,ona:
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noook no ekl
VnEN*Z/ tadtzsnzZ/ t*dt
f=17k"1 k=1"%
La fonction t — t* étant bien intégrable en 0.

n n+1
VnEN*/ to‘dtZSnZ/ t*de
0

1

a+1 1a+1_1 a+1
VnGN*n > S, (n+ ) ~ 2 cara+1>0

a+1 "~ a—+1 o+
On en dedult que (S, ) diverge vers +oc.
Sia=—1 alors :

n k+1 dt n+1 dt
n_kglk P ) g Tl T e

Sia< —1:

n nott —1 1
Sn§1+/ ot =14 ——— <1-— car a4+ 1 <0

1 a+1 a+1

La suite (.5,,) est croissante et majorée donc elle converge.

2. Cf la premiere question. On remarquera que ’équivalent est en fait valable pour oo > —1.

S
|
SN
_l_
—_
I
M=

no ok
ke — / o dt
k
/ (k® — ) di
k—1
([(t — (k= 1) (b =)}y + Oé/
1 k—1
= aZ/ (t—k+ 1)t
t—k+1)2,. 1% a—1 k
= tvdt + gt — _/ t—k4+1)% 2 dt
o {[e] st e
- «Q a—1 Oé(Oé—l) . /k 2,a—2
= 5 - —k+1
a+1+2kzz:2k 2 Z —1(t By

e
Il

1

Il
M=

e
Il
—

k

I
M=

(t—k+ 1)t dt)

W

k=2
n na
D’apres les questions précédentes, Z El o —
Q
k=2
De plus
2 2 " a2 no!
0< (t—k+1) 2ga- dt < / o dt:/ta_ dt = —— si 1, =1
Z/ + Z . a_lsla;é ,=1n(n)
sia= 1
nOé
Donc I’équivalent cherché est -
Remarque
La méthode suggérée par 'examinateur était différente.
R+ — R
Soit F ot
t—
a+1
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a > 0 donc F est de classe C! sur R, de classe C* sur R.

notl n n
Sn—oy = Y F'(k) =) (F(k) - F(k—1)) (F(0)=0)
k=1 k=1
= Y (F(k=1)=F(k) — (k=1 —k)F'(k))
k=1
= F(O) F —i—F/ Z( )F” —i—/k 1_12_t)F()(t)dt>
_ -1 _ ala — L 1)\ 2.2
= —5 k;/k_l(t (k—1))*t* 2 dt
D’apres ce qui précede, i Kol ~ %j et :

k=2
a—1

n k n E n 1
OSZ/ (tf(kfl))Qt‘Hdth/ tHdt:/ 2t = sia £,
k=2"F-1 o Jk—1 1 a—1

:ln(ﬁ) sia=1.

na
Donc I’équivalent cherché est TR

Exercice 4 (X 2024)

Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs telle que Z a, converge.

n>0
Soit (un)nen une suite de réels.
. apgUn + a1up—1 + -+ + aplg
Pour tout n € N, soit v, = n " =
ag+ -+ + ap
Montrer que si la série Z uy, converge absolument alors la série Z vy, converge absolument.
n>0 n>0

Correction
e Premiére méthode
Les a,, étant strictement positifs, la série Z a, converge absolument.
n>0
D’apres le cours sur les produits de Cauchy, si la série Z uy, converge absolument la série

n>0
n

de terme général w,, = Z aply,_j converge absolument.
k=0
Il suffit de remarquer :
w
Vn eN |v,| < [n]

pour conclure.
e Deuxiéme méthode
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n
Pour tout n € N, on note 5,, = Z ag.
k=0

VneN Z|vk| = Z 7I=OS]€

k=0 k=0

IN IN
IM=ItM
M= I~
CENE
Pl= m-
N
Il
M=
N
[z
I
|
=
£

1=0 k=1 1=0 \k=l *k
n n Qi n n—I a
— 1
< 3 (X =3 (25 )
1=0 \k=l *! 1=0 \i=0 *!
> S
< o |l
= S
“+oo “+o00
Sionnote S =Y apet T = |uy,| alors :
n=0 n=0
- S
Vn e N Z|vk| < =X
k=0 %o
La suite des sommes partielles de la série a termes positifs, > |v,| est majorée donc cette

n>0
série converge : c’est ce qu'on demandait de prouver.

Exercice 5 (Ens 2025)

7r
Soit la suite (uy,)nen définie par ug = 5 et :

Vn € N up41 = sin (uy)
La série Z u? converge-t-elle ?

Correction
La fonction sin étant définie sur R, la suite (u,)nen ne pose aucun probléme de définition.

Pour tout n € N, soit P(n) : u, € ]0§ 721
P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

™ T T
sin est strictement croissante sur [0; 2} donc 0 = sin (0) < up41 < sin (2) =1< 5
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :

™

VneNune]O;z}
T

Vn € N upy1 — up = sin (uy) — u, < 0 par stricte convexité de sin sur }0; 2] ou par étude

de la fonction x + sin (z) — z
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La suite (uy) est donc décroissante et minorée donc convergente.
™
Sa limite est un nombre compris entre 0 et 5 tel que sin (z) = x.

Seul = 0 convient (convexité ou étude de fonction)

ud
Upt1 — Up = Sin (Up) — Uy ~ —F"
1
Les examinateurs s’intéressent alors a I’équation différentielle 3/ = —gyS
/
1
On a y—s =% (les examinateurs ne se préoccupent pas dans cette phase de recherche de la
Yy
division par un nombre qui pourrait étre nul)
1 t
Donc —— =——+C.
Y 6
"Motivé par cette solution”, on pose v, = —;.
un
b b, — 1 1 U?L - U%H _ (U — Uny1)(Un — Upny1)
R v R N uZu?
n+1 n n“n+1 n“n+1
3
_ (up, + sin (up)) (uy, — sin (uy)) N 20y _ 1
u2 sin? (uy,)) uwu? 3
1

Donc v —v —.
ntl " n—+oo 3

Les examinateurs en déduisent, sans dire comment v,, ~ 3

n—1
s , Un Vo 1
On peut utiliser Césaro : — Vpt] — V) = — — — —.
D - 1;)( k+1 — Vk) T woie 3

3
On a donc u2 ~ — et tout est positif donc la série de terme général u2 diverge.
n

Une autre méthode est possible.
3

) U
Upt1 — Up = Sin (Up) — Uy ~ —F” donc :

u2

le_un—l—l ~—1In Un+1
6 Un, Un
Mais la suite (In (u,)) diverge donc la série de terme général In (uy,) — In (u,+1) diverge.

Tout étant positif, on en déduit que la série de terme général u? diverge.

Exercice 6 (X 2024)

) = In (un) — In (upt1)

t
Nature de la série Z M ?

n>1 n
Correction ) )
Soit E = | J ]—4+lm;4+lm[.
keN
1 1 1
La longueur de chaque intervalle ] ~1 + km; 1 + kw{ est 3 < 1.

1 1 1
La distance entre deux intervalles consécutifs est ~1 +(k+1)m — <4 + lm) =T—5> 1
Par conséquent,il ne peut pas y avoir 2 entiers consécutifs dans F.

1
Par conséquent pour tout n € N*, |tan (2n — 1)| ou |tan (2n)| > tan (4) noté a.

8
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a est strictement positif.
On en déduit que :

vn € N* [tan (2n — 1)| > a > a [tan (2n)| > a
2n—1 2n—17" 2n 2n 2n
o an (20— 1] fan (20)
tan (2n — tan (2n a
Vn € N* > —
"e on—1  2m  —om
, , : - [tan (n)|
Si on note (S,) la suite des sommes partielles de la série Z —— alors :
n>1
a1
* > — - .
Vn € N* Sy, > 2];]? m—i—oo
t
Par conséquent la suite (S,,) diverge et la série Z M aussi.
n>1
Exercice 7 (X 202/)
Soit (ay) une suite a valeurs dans ]0; 1] telle que la série Z ln(cll% converge.
Montrer que la série Z lna(nn) converge.

Correction

1

Ma premiere idée est que In (n) pourrait étre plus grand que In (), ce qui permettrait de
Gnp,

conclure facilement.

Mais :
1 1 1
Inn)>In(—|<=n>—<<=a, > —
an a/n n
. 1/n L ) o
Mais = est le terme général d’une série divergente.

In(1/n) nln(n)
Ensuite je me suis dis que si a,, n’est pas trop petit, a, et In (n) ont le méme ordre de grandeur.

a a

Par contre si a, est petit ﬁ est plus grand que ————. Cela semble poser probléme mais
n(n

dans ce cas, a, seul suffit.

In(1/ay,)
D’ou la rédaction suivante.

Soit n > 3.
. 1 1
Sia, < 2 alors In () <a, < 2
1 1
Si ap > — alors — < n2.
n an
1
On en déduit In () <2In(n)
Qp,
. (079 Qp,
: <2
PUS 90 () = “In (1 /an)
On a donc : .
Vn>30< tn + 2 terme général d’une série convergente

< _ n
In(n) ~ n?  In(1/ay)
Donc la série Z lna(nn) converge.

Exercice 8 (X 2024)

Pour tout k£ € N, soit (u%k))neN une suite a valeurs dans C.
On suppose :



Révisions 2026 Classement thématique

e Pour tout £ € N, la série Z uff) converge absolument.

n>0
400
e Pour toute suite bornée (vy,)nen, Z Uy, )y, —— 0
k——+o0
n=0
—+o00
Montrer que ‘u(k)‘ — 0.
4 Z n k—+o0
L’examinateur a fait remarqué que la réciproque est vraie ie si Z ‘ ’ k—> 0 alors pour
——+o00
+oo

suite bornée (v, )nen, Z Uy, vn ——— 0 mais qu’on ne s’en occuperait pas dans ’exercice.

k—+o0

C’est d’ailleurs tres facile & montrer.

Correction
Le candidat a explicité I’hypothese (v,,) bornée mais sans aboutir.
Au bout de 5 minutes, ’examinateur a donné I'indication suivante :

Montrer que uq(q) — 0.
k—+o00
Le candidat ne parvenant pas a le montrer, il a donné plus tard une seconde indication :

+o0
Z u(k Un k—> 0 pour toutes les suites bornées, essayer des suites bornées particulieres.
n=0

Le candidat a testé v, =1, v, = (—1)" et v, = — sans succes.

2
n
L’examinateur a alors posé la question suivante : et si v,, vaut presque tout le temps 07
On fixe donc no € N et on considere la suite (vy,) = (dn,,n) bien évidemment bornée.

‘v’kENZ vn:u)

On en dedu1t u( ) —0
k—+o00

Au bout de 3() minutes, I’examinateur a donné une nouvelle indication.
On suppose Z ‘ ‘ = 1 pour tout k € N.

Construire deux suites strictement croissantes d’entiers naturels (ay) et (Ny) telles que :
ap— 1

vheN Y |ul™

J=ak—1

On prend Ny = 0.

3
> 1 (avec la convention a_; = 0)

-1
3
‘ (0)‘ = 1 donc il existe ag € N tel que Z ‘ ‘ ‘u(»NO) > 1
Jj=0 Jj=0 Jj=a—1
Vj e Ja—1;a0 — 1] uj _)—+OO> 0
ao—
Donc ‘ (k) — 0 et:
k—+o00
Jj=a—1
ap—1 1
ANy > Ny tq Z ‘ug v Sg
Jj=a—1

10
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+o00 (V1) 7 3
Doncz:‘uj1 2§>Zet:
Jj=ao
a1—1 3
da1 > ag tq Z ’ Z
Jj=ao

et on itere le procédé.
Revenons a ’énoncé initial et raisonnons par ’absurde.

“+o00

On suppose donc que la suite (Z ‘u%k)D ne converge pas vers 0.
n=0 keN

Il existe donc € > 0 tel que :

VkoeN3k>kotqZ] ‘>e

Il existe donc ¢ de N dans N strictement croissante telle que :
vk € N Z @@ > e

On prend No =¢(0) et a_; =0.

ap—1
Il existe ap € N tel que OZ: ’u§¢>(0) ‘ ‘ (No)| > Z ‘ (No)
Jj=0 ] =a—1 4
. k
Vj € [a—1;a0 — 1] u§¢(( ) m 0
apg—1
Donc j; ’ug.d)(k))’ m 0et:
=a_1
a0
AN > N() tq Oz: ‘u§¢( 1))‘ < E
Jj=a_1 8
(6(N1)) € _ 13| ev) 6(N1)) (o(N
Bzt 15 B i« e
@) 5 7 V) (6(N
DoncZ‘ 1‘282‘ 1‘> ‘ 1‘et
Jj=ag j=0 Jj=
+oo
Jda; > ap tq Z ’ #(8)) 1 Z ’ug(b(Nl))‘
=0
On constrmtj a?r0181 deux suites étrictement croissantes d’entiers telles que :
Vk e N akz_j {0 Z‘ (6(Ne))
Jj=ak—1

On considere alors la suite (vn) définie par :
(¢(Nk)) (

FICNEN .
Vk € NVn € [ag—1,ar — 1] vy, = e~ n” on 97(L ) est un argument de uy, avec la convention

o = 0 si ulPN) = 0.
La suite (vy,) est évidemment bornée.
Soit k € N*.
— apg—1—1 -1 +oo
uf®y, | < 3 ‘ugﬁ(zvk ‘ugzs(zvk))’ = ’ugzﬁ(zvk)) ‘u#(zvk))‘
— j=0 7=0 j=0 Jj=ak—1
0| § o] < LX)
k _ k _ k
< Sl 32 o) <1550
J=0 J=ak—1 J=0

11
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400 “+00 “+o0o
.Z u@N)y | < | ‘u#(m»‘ lon| = .Z ’uglqs(wk))’ — Z ’uglqs(zvk))‘ _ ‘ ((Ny )‘
Jj=ak Jj=ak Jj=ak = Jj=0
< io’ugza( ‘_ ‘ (¢(Nk)) ‘ <= Z‘ &(Ni)) ‘
Jj=0 Jj=ak—1
Donc
ap—1 ag—1—1 +o0
COD gl > | 3 wlbWiy, [ | ST (o), 3w
j=ax—1 =0 j=a

par I'inégalité triangulaire

ap_1—1 o)
> ‘ugﬁ(Nk))‘ _ kzl: MO AN . i w(PNE)y,
Jj=ak—1 j=0 Jj=ag
S 330:0) (¢(Nk))‘ _15‘ (¢(Nk))‘ N ‘ ($(N )‘
= 1 = Upy 4j:0 Up, ji

- 1o

On a donc une application 1) de N dans N strictement croissante telle que :
+oo

) u;¢<k>>vn| >

j=0

Vk € N

€
4
“+o00
4 ; (k)
Par Consequent la suite Uy, " Un ne converge pas vers 0.
keN

Exercice 9 (Ens 2024)

“+oo
Soit (zp,)nen une suite de réels positifs telle que Z zn = A. Quelles sont les valeurs que peut
n=0

—+00
prendre Z z2?
n=0
Correction
+o00
Soit (x,)nen une suite de réels positifs telle que Z Ty, = A.

n=0
On en déduit :

VvneNzx, <A

puis :

Vn €N x% < Az,
400

En sommant, on a donc : 0 < Z J:?L < A?
n=0

“+o0o
Si on prend g = A et x, = 0 pour n > 1 alors Z z2 = A?

n=0
Le cas A = 0 étant de peu d’intérét, on suppose A > 0.

Les x,, ne peuvent donc pas étre tous nuls, les x% non plus.

12
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+oo
Donc Z :n,% > 0.

=0

" 400 ) AQ
S101r1p1rendzvo:---::U]D:p_i_1 etxn:Opourn>palorsnz:%:nn:mmO
. (1-t)A
Sion prend xg = At, 21 = --- =xp = ——— et x, = 0 pour n > p avec t € [0;1] alors :

+o0 _1\2
Eaﬁ:ﬁ(ﬁ+uw>:A%@
n=0 p

La fonction f est C* et :

we st /) =20 - 20 2 e

1 1 1 1
f est décroissante sur {0; } de —a f ( )
p p

Pl p+1) p+1
f est croissante sur |——; 1| de al.
p+1 p+1
1
Donc f(|0;1]) = |——; 1] et :
£ 1) = | =1
A2
Vp € N* [ 1 ; AQ] est inclus dans I’ensemble cherché.
p

Finalement I’ensemble cherché est ]0; A?]

13



