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Exercice 1 (CCP 2024)

1<i<n

Pour A € M,,(C), on pose ||A|| = max Z |la; ;| et p(A) = max(Sp(A)).
j=1

1. Soit § € R. Soit A = <(1) 1(;;). Calculer ||A]| et p(A).
2. Montrer :
Y(4, B) € Mn(C)?, [|AB]| < |A]l [|BII-
z1
3. Soit A une valeur propre de A et X = | : | un vecteur propre associé.
Tn

n
Montrer que pour tout i € {1,...,n}, |[Az;| < Z la; jzjl.
j=1

En déduire que p(A) < ||A]l.
4. Montrer :
VA € M,(C),Vk € N, p(Ak) = p(A)k.

5. On suppose A diagonalisable. Montrer que A* k—+> 0 si, et seulement si p(A) < 1.
—r+00

Correction
1. e Norme ||A]] :

||A]| = max (Z |az‘,j|)

=1

Pour la premiere ligne : [1| +[1+i| =1+ V12 +12=1++/2
Pour la deuxiéme ligne : 0] + [¢| = 1
Donc, ||A|| = max(1 ++/2,1) =1+ +/2
e Spectre p(A) : Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique
de A.

IS N S e "
V)\E(CXA()\)—det< 0 /\_ew)—()\—l)()\—e)

Donc, les valeurs propres sont \; = 1 et Ao = e'?. Ainsi, p(A) = max([1],|e?|) =1
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2.
vie [Lin] Y [(AB)y;| = Z Z @i ki j
j:]_ : k=1
< ZZ a; kbk,j| = szl kbk,]| Z <|ai,/€|2|b/€d|)
j=lk=1 k=1j=1 k=1 j=1
< Z(\ai,kHIBH)—

??‘

< HB|| Al 1ndependant de 7

Donc [[AB]| < [[A[l||B]|.
3. Ona:AX = )\X. .
Donc pour tout i € {1,...,n}, Az; = Zammj.

n n
Donc pour tout i € {1,...,n},|Az;| = Zai,jxj < Z las jl|x;].

On prend alors i tel que |z;| = 1Igja<xn(|x]|) = || X

n n
N IX oo <D i 11X oo = 1X 1o D_ lai gl < X [14]

j=1 j=1
X est un vecteur propre donc X et non nul et || X > 0 donc :
Al [JA]l

Comme c’est vrai pour toute valeur propre de A :

p(A) <||A]]

4. A € M,(C) donc A est trigonalisable : il existe P inversible telle que P~'AP = T est
une matrice triangulaire supérieure.
Les valeurs propres de A, comptées avec leurs multiplicités, sont les nombres ¢1 1, ..., tyn.
A= PTP~! donc A* = PT’“P Let A* est semblable & T*. A* a donc les mémes Valeurs
propres que T% qui se lisent directement sur sa diagonale.
Les valeurs propres de AF, comptées avec leurs multiplicités, sont donc les nombres
oy, th .
La fonction x ~ z* étant croissante sur R, p(A%) = p(A)~.

5. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P telle que A = PDP~!
D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.
On a alors A¥ = (PDP~1)* = PD*P~! ou les éléments diagonaux de D¥ sont les
puissances des valeurs propres de D donc de A.
Si p(A) < 1, alors toutes les valeurs propres de A ont un module strictement inférieur a
1. Donc tous les coefficients de la matrice diagonale D* tendent vers 0.
On en déduit D¥ ——— 0 ce qui implique que A¥ ——— 0.

k——+oco k——+oco
Inversement si AF ——— 0 :
k—+oo
Vk € N p(A)F = p(AF) < HA’“‘ 50
k—+o00

On en déduit p(A)* ﬁ 0 et donc p(A) < 1 (et on pourra remarquer qu’on n’a pas
—+00

besoin de supposer A diagonalisable dans ce sens).
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Exercice 2 (Ens 2024)

. (0 1
SmtA—(l 0).

T N
Déterminer pour T'€ R, M(T) = lim (Ig + NA> )

N—+o0
Correction
1 1 1 0
_ -1 _ _
A=PDP~ " avec P = (1 _1> et D= (0 _1>
T N . T . N
YVNeN' (IL+-—A = (PLP "+ —PDP~
( 2+ N ) ( 2 + N )
T 3 N
(el 3))
(1 4 T>N 0
T \Y N
- P(12+ND> pl=p N v | P
0 1——
(- %)
T\ T\
Classiquement, <1 + ) —— el et <1 — ) ——— e T donc :
N N—+o0 N N—+o00
M(T)=P et 0 ) p
N 0 e 7T
1(1 1
-1 _ *
P 2 (1 —1)
T T -T
e 0 e e
P 0 e 7] 7 \eT —e_T>
Lfel+e T e —e T ch(T) sh(T)
M(T) = 2 (eT —e T el +e ™) \sh(T) ch(T)

Exercice 3 (Centrale 2024)
Soit A € M,,(R) diagonalisable.

Soient A1,..., A, les valeurs propres de A comptées sans leurs multiplicités.
On suppose que A¥ ——— L € M, (R).
k——+o0
1. Montrer que la famille (I, A, ..., AP~1) est libre.
2. Montrer que pour tout k € N, il existe P, € R_1[X] tel que A¥ = Py(A).
3. Montrer qu’il existe P € Ry_1[X] tel que L = P(A).

4. 4 autres questions

Correction
p—1 .
1. Soit (ag,...,ap—1) € RP tel que Z a; A" = 0.
i=0
p—1 ' Z
Le polynéme P = Z a; X" annule A donc le spectre de A est contenu dans I’ensemble
i=0

des racines de P.
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P a donc au moins p racines deux a deux distinctes tout en étant de degré inférieur ou
égal a p — 1.
P est donc le polynéme nul et tous ses coefficients sont nuls : ag = --- = a,—1 = 0.

P
2. D’apres le cours, le polynéme ) = H(X — ;) annule A.
=1
Soit k € N.

On effectue la division euclidienne de X* par Q :
Il existe Ry € R[X] et Py € Ry_1[X] tels que X* = QRy, + Py
AR = Q(A)Ry(A) + Pi(A) = Pi(A)
3. On complete la famille (I,,, A, ..., AP~!) en une base (I,, 4, ..., AP~1 M, ..., M,2_,) de
M, (R).
Les coordonnées de L sont les limites des coordonnées des matrices A*.
Comme les n? — p derniéres coordonnées de ces matrices sont toutes nulles, il en est de
méme pour la matrice L.

Exercice 4 (Centrale 2024)

Soit p € N* et M € O(p).
1. Montrer que My, 1(R) = Ker (M — I,,) OIm (M — I,,).

1 n—1
2. Etudier la convergence dans M, (R) de la suite ( Z M k)
" k=0 neN*
Correction

1. Soit X € Ker (M —1I,) et Y € Im (M — I).
X € Ker (M — 1) donc MX =X
Yelm (M—1I,)donc:3Z2 e M, 1 (R)tqY =MZ - Z
(XIYV)=(X|MZ-2)=(X|MZ)—-(X|Z)=(MX|MZ) — (X|Z) =0 car M € O(p)
Donc Ker (M —1I,) L Im (M —I,) et Im (M — I,,) C Ker (M — Ip)l
Mais dim (Ker (M — I,)") = dim (My,1 (R)) —dim (Ker (M — I,)) = dim (Im (M — ,))
avec la formule du rang.
Donc Im (M — I,) = Ker (M — I,,)™.
D’ou le résultat.

2. D’aprés la premiere question, en concaténant une BON de Ker (M — I,) et une BON de
Im (M — I,), on obtient une BON de M, 1(R).
Soit P la matrice de passage de la base canonique a cette base.
M et M — I, commutent donc Ker (M — I,,) et Im (M — I,) sont stables par M.

_p(la 0) pr
PeO(p)et M =P 0 R P,
R est la matrice dans une BON de Im (M — I,,) de I'endomorphisme de Im (M — I,,) induit

par M.

R est donc une matrice orthogonale.

Si 1 était valeur propre de R, il y aurait dans Im (M — I,) un vecteur non nul invariant
par M, en contradiction avec la premiere question donc la matrice I,_, — I est inversible.

1n—1 Iq 0

* = k _ 1 n=1 T

VR EN S ME=P| ) LSt | P
k=0 n k=0
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LS e LR (e pirry _ L

I, ,—R)—)» R'=— R - R =—(Ip—g— R"
(g = R0 3 nkz:%( )=~ (g~ RY)
La suite (R"), .y est bornée : c’est une suite de matrices orthogonales donc tous les
coeflicients de ces matrices sont compris entre 0 et 1.

1= 1
Donc: =Y RF=(I,.q—R)™" = ([pq— R") ——0
n = n

n—-+00

n =0 n—-4o0o

orthogonale sur Ker (M — Ip).

1 I
Donc — Z MF— ( 67 8 qui est la matrice dans la base canonique de la projection

Exercice 5 (Ens 2025)

Trouver l’ensemble des matrices A € Mj(R) telles qu’il existe un vecteur = € R? tel que
|A"x|| ——— +o0.
n—-+oo

Correction
L’énoncé ne précise pas la norme : c’est inutile car en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.
Soit A € MQ(R).
XA est un polyndéme unitaire de degré 2 a coefficients dans R.
e Premier cas : y4 a deux racines réelles simples \; et Ao.
Si une des deux valeurs propres, A1 par exemple pour fixer les idées, a une valeur absolue
strictement supérieure & 1, on consideére x vecteur propre de A associé a .
A" = [IAfz]| = [M]* [|l2]| ~——— +o0
Si les deux valeurs propres appartiennent & [—1; 1] alors on considére une base (eq, e3) de
R? avec Ae; = ey et Aey = Aaea (une telle base existe bien).
Soit x € R2.
(21, 22) € R? tq & = x1e1 + 2oe9

VneN ||[A"z|| = |[z1A"e1 +22A"es|| = ||z1ATer + z2A5es|
<l Al lleall 4 faaf [A2]™ [lez]
< Jzi] |ler]|| + |z2] ||le2|| indépendant de n

Donc la suite (||A™x||) est bornée et ne peut diverger vers +o0.
e Deuxiéme cas : x4 a une racine réelle double A
E)(A) est de dimension 1 ou 2.
Si E\(A) est de dimension 2 alors A = A5 et ||A"z|| = |A|" ||z|| pour tout z € R? et tout
n € N.
Il existe un vecteur x € R? tel que || A"z — +o00 si, et seulement si, || > 1.

Supposons dim (E)(4)) = 1.
Soit e; un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.
Si [A| > 1 alors ||A"e;|| —— +o0.

n—-+oo

On suppose désormais [A| < 1.
On complete (e1) en (e, ez) base de R2.

A X
La matrice de u4 dans cette base est < 0 ’;) avec i # 0 (penser a la trace).



Révisions 2026 Classement thématique

En écrivant <g\ i) = Ao+ uN avec N = (8 é) ou en raisonnant par récurrence, on
montre :

A u " A p ALy,
el 1y a) Tlo

Supposons |\ =1ie A = +1 car A € R.

Vn e N Aey = nA""'pe; + Aeg = nA" ! (“61 + )\62>
Donc : "
Vn € N ||A%e| = n

pw#0
Donc ||A"es|| ——— 4.
n—-+00

A A
per + —ez|| avec ||peq + —ez|| — |jper]] = |ulller]] > 0 car
n n n—-+o00

On suppose |A| < 1.
Soit = € R2.
(21, 22) € R? tq & = z1e1 + 22e0

Vn e N* ||A"z|| = H ()\":Ul + n)\”_l,qu) e1+ )\"mgegH

< x| el + A" e

IN

n—1 m n
a7 (2 ol + ool ) fleall + A el 0 0
Donc :
Vr € R? ||A"z|| ——— 0

n—-+00

e Troisiéme cas : x4 a deux racines complexes conjuguées a + ib et a — tb avec a € R et

beRY.
Soit u un vecteur propre (complexe) associé a la valeur propre a + ib.
On a montré en cours que si on pose v = Re(u) et w = —Im(u) alors (v, w) est une base

A . .
de R? dans laquelle la matrice de u4 est Z a ) = 1Ry sia+ib=re? avec r € R%,

Ry étant la matrice de rotation d’angle 6.

Les normes étant équivalentes, on peut prendre la norme euclidienne associée au produit

scalaire qui fait de (v, w) une base orthonormée.

On a alors :

Vz € R" [|Az| = r" [z

et la matrice A convient si, et seulement si, |r| > 1
Finalement les matrices qui conviennent sont celles qui ont deux valeurs propres (complexes)
simples dont I’'une au moins est de module strictement supérieur a 1 et les matrices ayant 1 ou
-1 comme valeur propre double mais différentes de Is et de —Is.

Exercice 6 (Ens 2025)

Soit (zp,)n>1 une suite de réels telle que

nll)lfw(4$n +2x,-1 + l‘n72) =7
Montrer que

lim z,=1
n—-+oo
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Correction
Pour tout n > 1, on pose y, = x, — 1.
VYn > 3 4yn + 2Yn—1 + Yn—2 = 4xy + 2251 + Th—2 — 7 — 0 et il s’agit de prouver que

n—-+o0o

Yp — 0
n—-+00

La solution générale de 4u,, + 2u,—1 + up—2 = 0 est de la forme u,, = Cir] + Caory mais on ne
peut pas faire comme pour une relation de récurrence a 1 pas et s’inspirer de la méthode de la
variation des deux constantes pour les équations différentielles qui n’est pas au programme.
e Premiéere méthode
_ {RN*—>RN*
Soit u
(un)neN* = (unJrl)nEN*
Soit P =4X?+2X + 1.
On suppose que la suite P(u) ((yn)nen+) converge vers 0 et on veut montrer que la suite

(Yn)nen+ converge vers 0.
_ T3
4

—1+4V/3
TV et

Les racines de P sont 1 = o onc P =4(X —r)(X —r2) et

la suite
4(u — ryid) ((u — r2id)(y)) converge vers 0.
En d’autres termes si on pose a, = Ypt+1 — T2y, alors :

1
An+1 — T10n = Yn+2 — (Tl + TZ)yn-i-l +rireYn = Ynt+2 + ZYn+1 + Y —— 0
2 4 n—4o00
On va montrer que (a,) converge vers 0 puis que (y,) converge vers 0.
On a donc :
VYn>1ap41 —rian = €n

avec €, — 0.
n—-+o0o

Les suites vérifiant x, 11 — r1x, = 0 sont les suites géométriques de raison rp ie les suites
définies par x, = Cr}

On pose donc pour tout n € N*, C;, = r] "a,, (penser a la variation de la constante)

On a donc :

Vn > 1 Cn+17{‘+1 — nr?“ =€,

On en déduit :

Vn>1Chp41 —Cp = rf”_len

On en déduit :

n—1 n—1
Vn>2Cp = Z(Ckﬂ —Cp)+C1=C1 + Z rl_k_lek
k=1 k=1

puis :

n—1
Vn > 2 a, = Cir} + Z r’f_k_lek
k=1

n—1
C1r} —— 0 donc il s’agit de prouver Z r?ik*lek — 0
n—+o0o i1 n—+oo

Soit € > 0.
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dng > 2 tq Vn > ng |ey] < e (car
n

n—1

Vn > ng Z ‘Tl‘nikil el <
k=1

<

<

<

<

no

B n=0)

n—1
ST el
k=1

no n—1

Z yrllnfk:fl |€k‘ + Z yrl‘nfkfl €
k=1 k=no+1

n—mno—2

Z |T1|n—no—2—l

=0

no
™S e T e + e
k=1

n - —k—1 n—ng—2 ‘r1|—n+no+1 -1
1™ > | lex] + €r "™
k=1

|t -1

70
n —k—1 €
T ™ €L + —
" 3 il e+

n —k—1 )
1] Z|T1| |€k| mOdonc.

k=1

0
Iny > ng tq Vn >ny ") Ir )| ™" Jex| < e

k=1
Donc :
o k+1 2 — ||
Vn > ng ZQ el <e
k=1 1 =]

Donc a,, = - — 0
n = Yn+1 2Yn s

Dans le raisonnement précédent, on a seulement utilisé |r1| < 1. Or |r3| < 1 donc y, —0
n

e Deuxiéme méthode

1 1
On pose Y,, = (yn+1> desorte que Y, 11 = AY,+7Z, avec A = (_2 _4) et Z, = <6n>

Yn

1 o 0

1
avec 0, = 1 (4Ynt2 + 2yny1 +yn) —— 0

n—-4o00

1 1
xa = X? —tr(A)X +det (A) = X2 + §X + 1= (X —7r1)(X — re9) est scindé a racines

simples sur C donc A est diagonalisable et :

P € GLy(C) tq A= PDP~! avec D =

On a:
Y41 = PDP7YY, + Z,

™ 0
0 7y

Donc P~'Y, 41 = DP~'Y, + P7'Z,

Un

Un

avec s, et t, — 0.
n—-+o0o

Si on note P71y, = <

s
) et P17, = <t">, ON a Upi1 — TUy = Sp €t V1 — Tov, =ty
n

On en déduit comme dans la premiere méthode : u,, et v, —— 0.

Donc P71Y,, —— 0.

n—-+o0o
Donc Y,, = P P~'Y,, —— 0.
n—-+4o0o
En particulier y, — 0.
n—4o00

n—+oo



