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Exercice 1 (CCP 2024)

Pour A ∈Mn(C), on pose ||A|| = max
1≤i≤n

n∑
j=1
|ai,j | et ρ(A) = max(Sp(A)).

1. Soit θ ∈ R. Soit A =
(

1 1 + i
0 eiθ

)
. Calculer ||A|| et ρ(A).

2. Montrer :
∀(A,B) ∈Mn(C)2, ||AB|| ≤ ||A|| ||B||.

3. Soit λ une valeur propre de A et X =

x1
...
xn

 un vecteur propre associé.

Montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, |λxi| ≤
n∑
j=1
|ai,jxj |.

En déduire que ρ(A) ≤ ||A||.
4. Montrer :
∀A ∈Mn(C),∀k ∈ N, ρ(Ak) = ρ(A)k.

5. On suppose A diagonalisable. Montrer que Ak −→
k→+∞

0 si, et seulement si ρ(A) < 1.

Correction
1. • Norme ||A|| :

||A|| = max

 n∑
j=1
|ai,j |


Pour la première ligne : |1|+ |1 + i| = 1 +

√
12 + 12 = 1 +

√
2

Pour la deuxième ligne : |0|+ |eiθ| = 1
Donc, ||A|| = max(1 +

√
2, 1) = 1 +

√
2

• Spectre ρ(A) : Les valeurs propres de A sont les racines du polynôme caractéristique
de A.

∀λ ∈ C χA(λ) = det
(
λ− 1 −1− i

0 λ− eiθ

)
= (λ− 1)(λ− eiθ)

Donc, les valeurs propres sont λ1 = 1 et λ2 = eiθ. Ainsi, ρ(A) = max(|1|, | eiθ|) = 1
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2.

∀i ∈ [[1;n]]
n∑
j=1
|(AB)i,j | =

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

n∑
k=1
|ai,kbk,j | =

n∑
k=1

n∑
j=1
|ai,kbk,j | =

n∑
k=1

|ai,k| n∑
j=1
|bk,j |


≤

n∑
k=1

(|ai,k| ‖B‖) = ‖B‖
n∑
k=1
|ai,k|

≤ ‖B‖ ‖A‖ indépendant de i

Donc ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.
3. On a : AX = λX.

Donc pour tout i ∈ {1, . . . , n}, λxi =
n∑
j=1

ai,jxj .

Donc pour tout i ∈ {1, . . . , n}, |λxi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ai,jxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1
|ai,j ||xj |.

On prend alors i tel que |xi| = max
1≤j≤n

(|xj |) = ‖X‖∞.

|λ| ‖X‖∞ ≤
n∑
j=1
|ai,j | ‖X‖∞ = ‖X‖∞

n∑
j=1
|ai,j | ≤ ‖X‖∞ ‖A‖

X est un vecteur propre donc X et non nul et ‖X‖∞ > 0 donc :
|λ| 6= ‖A‖
Comme c’est vrai pour toute valeur propre de A :
ρ(A) ≤ ||A||

4. A ∈ Mn(C) donc A est trigonalisable : il existe P inversible telle que P−1AP = T est
une matrice triangulaire supérieure.
Les valeurs propres de A, comptées avec leurs multiplicités, sont les nombres t1,1, . . . , tn,n.
A = PTP−1 donc Ak = PT kP−1 et Ak est semblable à T k. Ak a donc les mêmes valeurs
propres que T k qui se lisent directement sur sa diagonale.
Les valeurs propres de Ak, comptées avec leurs multiplicités, sont donc les nombres
tk1,1, . . . , t

k
n,n.

La fonction x 7→ xk étant croissante sur R+, ρ(Ak) = ρ(A)k.
5. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P telle que A = PDP−1 où
D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.
On a alors Ak = (PDP−1)k = PDkP−1 où les éléments diagonaux de Dk sont les
puissances des valeurs propres de D donc de A.
Si ρ(A) < 1, alors toutes les valeurs propres de A ont un module strictement inférieur à
1. Donc tous les coefficients de la matrice diagonale Dk tendent vers 0.
On en déduit Dk −−−−→

k→+∞
0 ce qui implique que Ak −−−−→

k→+∞
0.

Inversement si Ak −−−−→
k→+∞

0 :

∀k ∈ N ρ(A)k = ρ(Ak) ≤
∥∥∥Ak∥∥∥ −−−−→

k→+∞
0

On en déduit ρ(A)k −−−−→
k→+∞

0 et donc ρ(A) < 1 (et on pourra remarquer qu’on n’a pas
besoin de supposer A diagonalisable dans ce sens).
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Exercice 2 (Ens 2024)

Soit A =
(

0 1
1 0

)
.

Déterminer pour T ∈ R, M(T ) = lim
N→+∞

(
I2 + T

N
A

)N
.

Correction
A = PDP−1 avec P =

(
1 1
1 −1

)
et D =

(
1 0
0 −1

)

∀N ∈ N∗
(
I2 + T

N
A

)N
=

(
PI2P

−1 + T

N
PDP−1

)N
=

(
P

(
I2 + T

N
D

)
P−1

)N

= P

(
I2 + T

N
D

)N
P−1 = P


(

1 + T

N

)N
0

0
(

1− T

N

)N
P−1

Classiquement,
(

1 + T

N

)N
−−−−−→
N→+∞

eT et
(

1− T

N

)N
−−−−−→
N→+∞

e−T donc :

M(T ) = P

(
eT 0
0 e−T

)
P−1

P−1 = 1
2

(
1 1
1 −1

)

P

(
eT 0
0 e−T

)
=
(

eT e−T
eT − e−T

)

M(T ) = 1
2

(
eT + e−T eT − e−T
eT − e−T eT + e−T

)
=
(

ch(T ) sh(T )
sh(T ) ch(T )

)

Exercice 3 (Centrale 2024)

Soit A ∈Mn(R) diagonalisable.
Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres de A comptées sans leurs multiplicités.
On suppose que Ak −−−−→

k→+∞
L ∈Mn(R).

1. Montrer que la famille (In, A, . . . , Ap−1) est libre.
2. Montrer que pour tout k ∈ N, il existe Pk ∈ Rk−1[X] tel que Ak = Pk(A).
3. Montrer qu’il existe P ∈ Rk−1[X] tel que L = P (A).
4. 4 autres questions

Correction

1. Soit (a0, . . . , ap−1) ∈ Rp tel que
p−1∑
i=0

aiA
i = 0.

Le polynôme P =
p−1∑
i=0

aiX
i annule A donc le spectre de A est contenu dans l’ensemble

des racines de P .
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P a donc au moins p racines deux à deux distinctes tout en étant de degré inférieur ou
égal à p− 1.
P est donc le polynôme nul et tous ses coefficients sont nuls : a0 = · · · = ap−1 = 0.

2. D’après le cours, le polynôme Q =
p∏
l=1

(X − λl) annule A.

Soit k ∈ N.
On effectue la division euclidienne de Xk par Q :
Il existe Rk ∈ R[X] et Pk ∈ Rk−1[X] tels que Xk = QRk + Pk
Ak = Q(A)Rk(A) + Pk(A) = Pk(A)

3. On complète la famille (In, A, . . . , Ap−1) en une base (In, A, . . . , Ap−1,M1, . . . ,Mn2−p) de
Mn(R).
Les coordonnées de L sont les limites des coordonnées des matrices Ak.
Comme les n2 − p dernières coordonnées de ces matrices sont toutes nulles, il en est de
même pour la matrice L.

Exercice 4 (Centrale 2024)

Soit p ∈ N∗ et M ∈ O(p).
1. Montrer queMp,1(R) = Ker (M − Ip)©⊥ Im (M − Ip).

2. Etudier la convergence dansMp(R) de la suite
(

1
n

n−1∑
k=0

Mk

)
n∈N∗

.

Correction
1. Soit X ∈ Ker (M − Ip) et Y ∈ Im (M − Ip).
X ∈ Ker (M − Ip) donc MX = X
Y ∈ Im (M − Ip) donc : ∃Z ∈Mp,1(R) tq Y = MZ − Z
(X|Y ) = (X|MZ − Z) = (X|MZ)− (X|Z) = (MX|MZ)− (X|Z) = 0 car M ∈ O(p)
Donc Ker (M − Ip) ⊥ Im (M − Ip) et Im (M − Ip) ⊂ Ker (M − Ip)⊥

Mais dim
(
Ker (M − Ip)⊥

)
= dim (Mp,1(R))−dim (Ker (M − Ip)) = dim (Im (M − Ip))

avec la formule du rang.
Donc Im (M − Ip) = Ker (M − Ip)⊥.
D’où le résultat.

2. D’après la première question, en concaténant une BON de Ker (M − Ip) et une BON de
Im (M − Ip), on obtient une BON deMp,1(R).
Soit P la matrice de passage de la base canonique à cette base.
M et M − Ip commutent donc Ker (M − Ip) et Im (M − Ip) sont stables par M .

P ∈ O(p) et M = P

(
Iq 0
0 R

)
P T .

R est la matrice dans une BON de Im (M−Ip) de l’endomorphisme de Im (M−Ip) induit
par M .
R est donc une matrice orthogonale.
Si 1 était valeur propre de R, il y aurait dans Im (M − Ip) un vecteur non nul invariant
parM , en contradiction avec la première question donc la matrice Ip−q−R est inversible.

∀n ∈ N∗
1
n

n−1∑
k=0

Mk = P

Iq 0

0 1
n

n−1∑
k=0

Rk

P T
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(Ip−q −R) 1
n

n−1∑
k=0

Rk = 1
n

p−1∑
k=0

(
Rk −Rk+1

)
= 1
n

(Ip−q −Rn)

La suite (Rn)n∈N est bornée : c’est une suite de matrices orthogonales donc tous les
coefficients de ces matrices sont compris entre 0 et 1.

Donc : 1
n

n−1∑
k=0

Rk = (Ip−q −R)−1 1
n

(Ip−q −Rn) −−−−−→
n→+∞

0

Donc 1
n

n−1∑
k=0

Mk −−−−−→
n→+∞

(
Iq 0
0 0

)
qui est la matrice dans la base canonique de la projection

orthogonale sur Ker (M − Ip).

Exercice 5 (Ens 2025)

Trouver l’ensemble des matrices A ∈ M2(R) telles qu’il existe un vecteur x ∈ R2 tel que
‖Anx‖ −−−−−→

n→+∞
+∞.

Correction
L’énoncé ne précise pas la norme : c’est inutile car en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.
Soit A ∈M2(R).
χA est un polynôme unitaire de degré 2 à coefficients dans R.

• Premier cas : χA a deux racines réelles simples λ1 et λ2.
Si une des deux valeurs propres, λ1 par exemple pour fixer les idées, a une valeur absolue
strictement supérieure à 1, on considère x vecteur propre de A associé à λ1.
‖Anx‖ = ‖λn1x‖ = |λ1|n ‖x‖ −−−−−→

n→+∞
+∞

Si les deux valeurs propres appartiennent à [−1; 1] alors on considère une base (e1, e2) de
R2 avec Ae1 = λ1e1 et Ae2 = λ2e2 (une telle base existe bien).
Soit x ∈ R2.
∃!(x1, x2) ∈ R2 tq x = x1e1 + x2e2

∀n ∈ N ‖Anx‖ = ‖x1A
ne1 + x2A

ne2‖ = ‖x1λ
n
1e1 + x2λ

n
2e2‖

≤ |x1| |λ1|n ‖e1‖+ |x2| |λ2|n ‖e2‖
≤ |x1| ‖e1‖+ |x2| ‖e2‖ indépendant de n

Donc la suite (‖Anx‖) est bornée et ne peut diverger vers +∞.
• Deuxième cas : χA a une racine réelle double λ
Eλ(A) est de dimension 1 ou 2.
Si Eλ(A) est de dimension 2 alors A = λI2 et ‖Anx‖ = |λ|n ‖x‖ pour tout x ∈ R2 et tout
n ∈ N.
Il existe un vecteur x ∈ R2 tel que ‖Anx‖ −−−−−→

n→+∞
+∞ si, et seulement si, |λ| > 1.

Supposons dim (Eλ(A)) = 1.
Soit e1 un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.
Si |λ| > 1 alors ‖Ane1‖ −−−−−→

n→+∞
+∞.

On suppose désormais |λ| ≤ 1.
On complète (e1) en (e1, e2) base de R2.

La matrice de uA dans cette base est
(
λ µ
0 λ

)
avec µ 6= 0 (penser à la trace).

5



Révisions 2026 Classement thématique

En écrivant
(
λ µ
0 λ

)
= λI2 + µN avec N =

(
0 1
0 0

)
ou en raisonnant par récurrence, on

montre :

∀n ∈ N
(
λ µ
0 λ

)n
=
(
λn nλn−1µ
0 λn

)
Supposons |λ| = 1 ie λ = ±1 car λ ∈ R.
∀n ∈ N Ane2 = nλn−1µe1 + λne2 = nλn−1

(
µe1 + λ

n
e2

)
Donc :
∀n ∈ N ‖Ane2‖ = n

∥∥∥∥µe1 + λ

n
e2

∥∥∥∥ avec
∥∥∥∥µe1 + λ

n
e2

∥∥∥∥ −−−−−→n→+∞
‖µe1‖ = |µ| ‖e1‖ > 0 car

µ 6= 0
Donc ‖Ane2‖ −−−−−→

n→+∞
+∞.

On suppose |λ| < 1.
Soit x ∈ R2.
∃!(x1, x2) ∈ R2 tq x = x1e1 + x2e2

∀n ∈ N∗ ‖Anx‖ =
∥∥∥(λnx1 + nλn−1µx2

)
e1 + λnx2e2

∥∥∥
≤

∣∣∣λnx1 + nλn−1µx2
∣∣∣ ‖e1‖+ |λn| ‖e2‖

≤ n |λ|n−1
( |λ|
n
|x1|+ |µ| |x2|

)
‖e1‖+ |λ|n ‖e2‖ −−−−−→

n→+∞
0

Donc :
∀x ∈ R2 ‖Anx‖ −−−−−→

n→+∞
0

• Troisième cas : χA a deux racines complexes conjuguées a+ ib et a− ib avec a ∈ R et
b ∈ R∗+.
Soit u un vecteur propre (complexe) associé à la valeur propre a+ ib.
On a montré en cours que si on pose v = <e(u) et w = −=m(u) alors (v, w) est une base

de R2 dans laquelle la matrice de uA est
(
a −b
b a

)
= rRθ si a + ib = r eiθ avec r ∈ R∗+,

Rθ étant la matrice de rotation d’angle θ.
Les normes étant équivalentes, on peut prendre la norme euclidienne associée au produit
scalaire qui fait de (v, w) une base orthonormée.
On a alors :
∀x ∈ Rn ‖Ax‖ = rn ‖x‖
et la matrice A convient si, et seulement si, |r| > 1

Finalement les matrices qui conviennent sont celles qui ont deux valeurs propres (complexes)
simples dont l’une au moins est de module strictement supérieur à 1 et les matrices ayant 1 ou
-1 comme valeur propre double mais différentes de I2 et de −I2.

Exercice 6 (Ens 2025)

Soit (xn)n≥1 une suite de réels telle que

lim
n→+∞

(4xn + 2xn−1 + xn−2) = 7

Montrer que
lim

n→+∞
xn = 1

6
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Correction
Pour tout n ≥ 1, on pose yn = xn − 1.
∀n ≥ 3 4yn + 2yn−1 + yn−2 = 4xn + 2xn−1 + xn−2 − 7 −−−−−→

n→+∞
0 et il s’agit de prouver que

yn −−−−−→
n→+∞

0
La solution générale de 4un + 2un−1 + un−2 = 0 est de la forme un = C1r

n
1 + C2r

n
2 mais on ne

peut pas faire comme pour une relation de récurrence à 1 pas et s’inspirer de la méthode de la
variation des deux constantes pour les équations différentielles qui n’est pas au programme.

• Première méthode

Soit u
{
RN∗ → RN∗

(un)n∈N∗ 7→ (un+1)n∈N∗

Soit P = 4X2 + 2X + 1.
On suppose que la suite P (u) ((yn)n∈N∗) converge vers 0 et on veut montrer que la suite
(yn)n∈N∗ converge vers 0.

Les racines de P sont r1 = −1 + i
√

3
4 et r2 = −1− i

√
3

4 donc P = 4(X − r1)(X − r2) et
la suite
4(u− r1id) ((u− r2id)(y)) converge vers 0.
En d’autres termes si on pose an = yn+1 − r2yn alors :
an+1 − r1an = yn+2 − (r1 + r2)yn+1 + r1r2yn = yn+2 + 1

2yn+1 + 1
4yn −−−−−→n→+∞

0
On va montrer que (an) converge vers 0 puis que (yn) converge vers 0.
On a donc :
∀n ≥ 1 an+1 − r1an = εn
avec εn −−−−−→

n→+∞
0.

Les suites vérifiant xn+1− r1xn = 0 sont les suites géométriques de raison r1 ie les suites
définies par xn = Crn1
On pose donc pour tout n ∈ N∗, Cn = r−n1 an (penser à la variation de la constante)
On a donc :
∀n ≥ 1 Cn+1r

n+1
1 − Cnrn+1

1 = εn
On en déduit :
∀n ≥ 1 Cn+1 − Cn = r−n−1

1 εn
On en déduit :

∀n ≥ 2 Cn =
n−1∑
k=1

(Ck+1 − Ck) + C1 = C1 +
n−1∑
k=1

r−k−1
1 εk

puis :

∀n ≥ 2 an = C1r
n
1 +

n−1∑
k=1

rn−k−1
1 εk

C1r
n
1 −−−−−→n→+∞

0 donc il s’agit de prouver
n−1∑
k=1

rn−k−1
1 εk −−−−−→

n→+∞
0

Soit ε > 0.
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∃n0 ≥ 2 tq ∀n ≥ n0 |εn| ≤ ε (car lim
n→+∞

εn = 0)

∀n ≥ n0

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1
|r1|n−k−1 εk

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=1
|r1|n−k−1 |εk|

≤
n0∑
k=1
|r1|n−k−1 |εk|+

n−1∑
k=n0+1

|r1|n−k−1 ε

≤ |r1|n
n0∑
k=1
|r1|−k−1 |εk|+ ε

n−n0−2∑
l=0

|r1|n−n0−2−l

≤ |r1|n
n0∑
k=1
|r1|−k−1 |εk|+ ε |r1|n−n0−2 |r1|−n+n0+1 − 1

|r1|−1 − 1

≤ |r1|n
n0∑
k=1
|r1|−k−1 |εk|+

ε

1− |r1|

|r1|n
n0∑
k=1
|r1|−k−1 |εk| −−−−−→

n→+∞
0 donc :

∃n1 ≥ n0 tq ∀n ≥ n1 |r1|n
n0∑
k=1
|r1|−k−1 |εk| ≤ ε

Donc :

∀n ≥ n1

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

2k+1−nyk

∣∣∣∣∣ ≤ ε2− |r1|
1− |r1|

Donc an = yn+1 − r2yn −−→
n→

0
Dans le raisonnement précédent, on a seulement utilisé |r1| < 1. Or |r2| < 1 donc yn −−→

n→
0

• Deuxième méthode

On pose Yn =
(
yn+1
yn

)
de sorte que Yn+1 = AYn+Zn avec A =

−1
2 −1

4
1 0

 et Zn =
(
δn
0

)

avec δn = 1
4 (4yn+2 + 2yn+1 + yn) −−−−−→

n→+∞
0

χA = X2 − tr (A)X + det (A) = X2 + 1
2X + 1

4 = (X − r1)(X − r2) est scindé à racines
simples sur C donc A est diagonalisable et :

∃P ∈ GL2(C) tq A = PDP−1 avec D =
(
r1 0
0 r2

)
On a :
Yn+1 = PDP−1Yn + Zn
Donc P−1Yn+1 = DP−1Yn + P−1Zn

Si on note P−1Yn =
(
un
vn

)
et P−1Zn =

(
sn
tn

)
, on a un+1− r1un = sn et vn+1− r2vn = tn

avec sn et tn −−−−−→
n→+∞

0.
On en déduit comme dans la première méthode : un et vn −−−−−→

n→+∞
0.

Donc P−1Yn −−−−−→
n→+∞

0.
Donc Yn = P P−1Yn −−−−−→

n→+∞
0.

En particulier yn −−−−−→
n→+∞

0.
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