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Exercice 1 (Ens 2024)

T+,

On dit qu’une suite (z,,) de réels converge au sens de Césaro vers [ lorsque

l.

Déterminer toutes les fonctions f de R dans R qui conservent la convergence au sens de Césaro :
pour toute suite réelle (x,), si la suite (z,) converge au sens de Césaro vers [ alors la suite
(f(xy)) converge au sens de Césaro vers f(I).

n—-+00

Correction

Un peu de culture sur la convergence au sens de Césaro : si (x,) converge vers [ alors (z)
converge vers [ au sens de Césaro mais la réciproque est fausse, I’exemple classique étant celui
de la suite ((—1)"). En fait dans la convergence au sens de Césaro, on fait une moyenne ce qui
fait que les écarts a la hausse avec [ peuvent étre compensés par des écarts a la baisse.
Prenons une suite (z,,) telle que pour tout n € N*, x9, = a et x2,—1 = b ol a et b sont deux
valeurs fixées.

1 & b b
VneN*—ka:na+n :a+

anzl 2n 2
2n+1
n n—+1 a+b
v N -
ne 2n+1kz::1 1t T 1 e 2

a+b

Donc la suite (z,,) converge au sens de Césaro vers

Soit f une fonction conservant la convergence au sens de Césaro.
La suite (f(zy)) converge au sens de Césaro vers f <6L2H)>
Mais :

Vn €N f(z2n) = f(a) et f(z2n-1) = f(b)

donc la suite (f(z,)) converge au sens de Césaro vers f(a);—f(b).

La convergence au sens de Césaro étant la convergence ordinaire d’une certaine suite, il y a
unicité de la limite.

On a donc : ) )
a—+ a)+

Classiquement, on montre alors avec la continuité que f est affine.

Montrons d’abord que f est continue.

On raisonne par I'absurde : on suppose que f n’est pas continue sur R.

Il existe donc zg € R tel que f ne soit pas continue en xg.

Il existe donc € > 0 tel que :

Vn > 03z € [xo — ;20 + 1) tq [f(z) — f(20)] > €
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1
En prenant n = —, on construit une suite (y,,) qui converge vers 0 et telle que :

n
vn € N* |f(yn) — f(zo)[ = €

Soit A ={n € N* tq f(yn) — f(z0) > €} et B={n € N* tq f(yn) — f(z0) < €}.

AU B = N* donc A ou B est infini.

Supposons A infini (le cas B infini se traite de maniére similaire).

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer :

Vi€ N* f(yn) — fzo) > €

La suite (y,) converge vers xp au sens ordinaire donc elle converge au sens de Césaro vers .

1 n
On en déduit que - kZ::lf(yk) m f(xo)
Or:
* 1 =
Vn e N* =3 fyp) >
gt

donc on aboutit a une contradiction et f est continue sur R.

LS (o) +€) = flxo) +e
k=1

1
nn
On pose b = f(0).

Soit ¢ € N*.

On pose a4 = ¢ <f (;) —b) de sorte que f (;) =—+4b

Pour tout p € N soit P(p) : Vk € [0;p] f (p) =a, L)
q q

aq et b ont été choisis pour que P(1) soit vraie.
On suppose P(p) vraie (p € N*¥).

(= s () e (0) =2 (1 (57) w4 (557))

On en déduit :
p+1 P p—1
) = e () - ()
q q q
-1 1
= 2<aqp+b)—aqp —b:aqli—&—b
q q q

donc P(p + 1) est vraie.
On a donc :

VpeNf(p>:aqp—|—b
q q

En particulier avec p = ¢ : ag = f(1) — b = a1 qu’on notera désormais a.
On a donc :
vqu*vpeNf<p> -
ou encore : ¢
Vre Qi f(r)=ar+b
Par continuité de f, on en déduit :

Ve e Ry f(z) =ax+b

Enfin si x < 0, on écrit 0 = %($ + (—z)) donc f(0) =
On en déduit f(z) =2b— (a(—x)+b) =ax +b

On a donc montré :

J(a,b) e R?tq Vz €R f(z) =azx +b

ie f est affine.

La réciproque est triviale.

ag—l—b
q

5 (F@) +a(—x) +)
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Exercice 2 (Ens 2024)

Existe-t-il deux matrices N et P de M, (R) telles que N? = 0, P2 = P, NP est nilpotente et
(NP)2 #0.

Correction

Supposons que N et P existent.

Soit Q € Gl,(C), Ny = QNQ™!, P, = QPQ~".

N =QN?*Q'=0

P?=QP2Q'=QPQ ' =P

(M P)F = (QNPQ™Y)F = Q(NP)*Q~! donc si (NP)* = 0 alors (N1 P)F = 0 et Ny Py est
nilpotente.

(N1P)? = Q(NP)?Q~ 1 #0 car (NP)? #0 et Q et Q! sont inversibles.

Il existe donc un couple (Ny, P;) ou N; est n’importe quelle matrice semblable & N.

On arrive donc a la question : & quelle matrice N est-elle semblable 7

En dimension 2, si z est un vecteur tel que Nz # 0 (qui existe car (NP)? # 0 entraine N # 0)
alors (Nx, z) est une base (classique) et si @ est la matrice de passage & cette base N = QN1Q !

avec N| = (8 é)

On cherche P; sous la forme P = @ b

ik

d 2 cd 3 2d
N1P1 = <(C) 0), (N1P1)2 = (CO CO> et (N1P1)3 = (CO CO )

(N1P;)? = 0 donne ¢ = 0 qui donne (N1 P;)? =0

On arrive & une contradiction, il n’y a pas de solution si n = 2, ce qu’on peut établir sans calcul :
Si A € M, (R) est nilpotente alors A™ = 0 (classique).

Ici NP est nilpotente donc (NP)™ = 0. Mais (NP)? # 0 donc n > 2.

On suppose désormais n > 3.
N2 =0 donc Im (N) C ker(M).
Si on note r le rang de M alors r < n —r donc r < g

Mais N est non nulle donc r» > 1.
Sin = 3 alors r = 1 est la seule possibilité.

Si on note (€1, . .., €) une base de Im (N), on peut la compléter en (€1, ..., €,—,) base de Ker (N).

On note ensuite €,_,4; un antécédent de ¢;, 1 < i <.

On montre facilement que (€1, ..., €,) est une base de R™ dans laquelle la matrice de ’endomor-
0 I.

phisme canoniquement associé & N est L

Je l'ai écrit comme une matrice par blocs par facilité mais cette matrice ne se préte au calcul

n
par blocs que si n est pair et 7 = 3 (cf la taille des blocs diagonaux).

0 01
Dans le cas n = 3, on a forcément Ny = |0 0 0
0 00
a b ¢
Onprend Po=|d e f
g h i
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g h i g* gh gi g9 g*h i
NPi=|0 0 0], MP)?=|0 0 O0|et(NiP)3=[0 0
00 0 0 0 0 0 0 0

N1 Py est nilpotente de taille 3 donc (N1 P;)3 = 0.

On en déduit g = 0 puis (N1 P;)? = 0 : absurde.

Il n’y a pas de solution dans M3(R).

Dans le cas général, on peut s’attendre a ce qu’il n’y ait pas de solution avec N de rang 1.

On cherche donc une solution en dimension 4 avec N1 = 0 I et P = <A B).

0 O C D
B D B? BD B3 B2D
NP, = (0 O>,(N1P1)2= <O 0 >7(N1P1)3= (O 0 )

On prend B = (8 é) et D= (8 ?) de sorte que BD = B est non nulle.

On z donc (N1 P;)? # 0 et N7 P; nilpotente.

Pour simplifier P?, on prend C' = 0.

P2< A? 0><A2 0)
V7 \BA+DB BD) \BA D

En prenant A = D, on a P} = P;.

0010 0 000
, , . 10 0 0 1 {0100 .
En résumé, les matrices N = 00 0 0 et P= 010 0 conviennent.
00 0O 0 001

En dimension n > 5 quelconque, on consideére (Ag 8)

Exercice 3 (X 202/)

P 0
et <0 0)
+o00 1
Lorsque cela a un sens, on pose f(z) = Z

n=1n5<1+z3—z>
n

1. Montrer que f est développable en série entiere.

2. Montrer que la restriction de f a I’ensemble des nombres complexes de module 1 n’est
pas continue.

Correction

i
On peut commencer par prouver que f est définie sur C\ {1 +—=.,ne N*}.
n

)
En effet si on fixe z dans cet ensemble alors 1 + — — 2z ——— 1 — 2 donc :

n3 n—-+00
: 1 1 , . 1

si z # 1 alors - ~ = et la série Z - converge absolu-

5 t [1—z2|n 5 ¢

w1+ —5 -2z nzln? |14+ — —=2
n n
ment donc converge.
400 1

Siz=1alors f(z) = — est bien défini.
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1. Formellement :

+o0 1 1
flz) = > i z
n=1n5<1+3>1_ i
n 1+ —
n
p
+oo 1 400 2 +00 +00 1
- Sl | EE
n=1\n 1"‘@ p=0 1+$ n=1p=0 p5 <1+3>
+oo | +oo
= X |7
7 p+1
p=0 | n=1 5 (1+)

n3

qu’il faut maintenant justifier.
e Premiére méthode : avec la théorie des familles sommables :

Soit z € C tel que |z] < 1.
' 1

i
Vn € N* ]z]<‘1+3 =4/1+—
n n
p
+00 +0o0 100 +00
1 1 E
ZZ NPT | T ZZ . ) 5
=1p=0|,5 - =1p=0 _ -
n=p=in <1+n3) n=1p=0n —|—n3 ‘+n3
X 1 1
n71n5 1+L3 1— |Z’
" ‘1+Z
n3
- 5
R
. 1 .
La suite ; converge (vers 17||, on notera I'importance de sup-
14 5| - 1 §
n neN*

poser |z| < 1 et pas seulement |z| < 1) donc elle est bornée et :

1 1 1

o I B :O<n5> donc ZZ PN
1+$ _‘Z| n=1p=0|p5 <1+3>

le calcul initial.

¢ Deuxieme méthode : avec les théorémes du programme
Soit z € C tel que |z| < 1.

2P| < 400, ce qui légitime

R+—>C

Pour tout n € N*, soit f, { z —
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— Pour tout n € N*| f,, est continue par morceaux sur R..
— Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur R :

@ |)+1 o) pr
veeRe [inola < [T nola=Y [ 5]

p=0°P
P
[z] 1 ’Z’
S L[
p=0n +$ +$
P
“+00
1 z
< > - | |Z. €R
P:0n51+73 1+73
n n

xT
La fonction |f,| est positive et la fonction z — / |frn(t)| dt est majorée donc
0

+o0
Pintégrale / | fn(t)| dt converge.
0

— La série de fonctions Z fn converge simplement sur R :

n>1

Soit = € R+.
Soit p = |z].

. 1
Vn € N* f,(x) = PN

TL5 (1 + 3>
n

. ks 1

Y € N fafa)] = — o <

1 +1
n

Donc la série Z fn(z) converge absolument donc converge.
n>1

1
— étant indépendant de z, on a donc prouvé la convergence normale et :
n

+o0o
— Z fn est continue sur R,.
n=1
+o00
— La série Z/ | frn(t)| dt converge.
n>1"0
oo = 1 1 1
Vn € N* / |fn(t)] dt = Z — 17| = —7T ;7 comme
0 — i n
p=0 n5(1—|—n3> 1+$_‘Z|
ci-dessus
On montre comme ci-dessus que c’est le terme général d’une série convergente.
+oo
On en déduit que la fonction Z fn est intégrable sur R et que :
n=1

/Om <§ fn> dt = g/;w Fult) dt

ce qui donne :
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+o00 +00 P +o00 +00 P +o0 1 1
> 2 i I Z. p+1=251 AP
p=0n=1 5 (1 _ n=1p=0 )5 [ | _ n=1n < + > -

n ( + n3) n < + 7’L3> n3 1+ L

D'ou :

+oo | oo 1

fE=> 1> . 2P

+1
Z p
p=0 | n=1 nd 1+3>

n

Donc f est développable en série entiére avec R > 1.

2. L’idée est de montrer que f n’est pas continue en 1 en exhibant une suite (zy) de nombres
complexes de modules 1 qui converge vers 1 mais telle que la suite (f(zx)) ne converge
pas vers f(1).

¢
La suite définie par zy =1+ N3 est tentante mais z, n’est pas de module 1. Le nombre

z 4 1
complexe de module 1 le plus proche de zy est SN 6N avec fn = arctan () =

|2n | N

1 1 1
N3 3N0 O\

4 1
(les calculs sont un peu plus simples en prenant zy = N avec Oy = 3)
, n
Les calculs sont simplifiés si on remarque que pour z = €% :
1 1
Re - = Re T
nd (1+3—z) nd <1—cos(0)+i<n3—sin(9)>)
(1 :
BE —cos(0) —i 3 — sin (0)
= Re| = 2
1
(1 —cos(0))?+ <n3 — sin (9))

> 0
On en déduit :
1 1-— 0
Re(f(z)) > = cos (1N) .
(1 —cos(6n))% + <N3 —sin (HN)>
1 1
1 oNe O (NG)

~ 2N

awto(w9) + o)
2NG 7\ NG 2N9 7\

La suite (Re(f(zn))) diverge donc la suite (f(zn)) diverge.
Exercice 4 (Ens 202/})

Soit (Xk)ren une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent la loi de
Poisson de parameétre 1.
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+oo
Pour z € [0; 1], on pose f(z) = Zszk
k=0

Montrer que lim P (|(1 —2)f(z) = 1] >¢€) =0

z—1—

Correction
“+o0

Z X,2" est une somme de nombres positifs, elle doit donc se comprendre comme étant égale a
k=0
+oo lorsqu’elle diverge (on peut montrer qu’elle est presque siirement finie mais c’est un autre

exercice).
Soit € > 0.
Soit n € N*.
E((l—z)Zszk> = (1—z)szE(Xk):(1—2)sz:1—z"+1
k=0 k=0 k=0
n n n 1 — 20+l
Vv <(12)2szk> = (172)2222kV(Xk) = (1727)223221g =1-z)—-
k=0 k=0 k=0 1+2

P ((1—z)2n:szk > 1—|—e> = P((l—z)zn:szk— (1—2”“) >1+e— (1—zn+1)>
k=0 k=0
= P((l—z)zn:szk—E((l—z)zn:szk) >e+z”+1>
k=0 k=0
< P((l—z)zn:szk—E<(1—z)zn:szk>
k=0 k=0

1 — »2nt1
< (1-
< U0y

> e+ z"“)

n n
La suite ((1 —2) Z szk> = (Z Xk (zk - zkH)) est croissante (sommes de termes positifs).
k=0 k=0

n
Donc la suite ((1 —2) Z Xp2® > 1+ e) est croissante donc par continuité croissante :
k=0

P<(1—z)§oszk>l+e> = P(Uo ((1—2)§n:szk>1+e>>

k=0 n=0 k=0

n—-+0o0o

= lim P((l—z)Zszk>1—|—e>

k=0
1 — p2n+1
< 1 1-—
< A e ey
1—2
(1+ z)e?
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P ((1—z)zn:szk < 1—6) = P ((1—z)zn:szk— (1—Z"+1) <l—-e€— (1—z”+1)>
k=0 k=0
= P((1—z)zn:szk—E<(1—z)zn:szk> < —e+z”+1>
k=0 k=0

n n
< P < (1—z)Zszk —F ((1 —z)Zszk> > e—z”“) si 2" <€
k=0 k=0
1 _ 2+l »
< - N . ) . n
< (1-2) 05 (= 1) a partir d’un certain rang car z P 0

Par continuité décroissante :

P<(1—z)§oszk<l—e> = P(ﬁo ((1—z)znjxkzk<1—e>>

k=0 n=0 k=0
n
— ; _ k _
= HEIEOOP ((1 z)kZ:Osz <1 6)
1 — 20+l
< 1 -
- ngr—&r-loo(l 2 (1+z)(e — znt1)2
1—-=2
(1+ z)e€?
Donc : 21
— 2z
P((1- -1 < —=
(-2 - 11> 9 < 50

et on conclut facilement.
Exercice 5 (Ens 2024)

Déterminer les fonctions f de classe C! sur [—1, 1] telles que :

V(z,y) € [-1,1%, f(2) = f(y) = f(2)*(z —p).

Correction

V(z,y) € [-1;1] tq z <, w < f(z)?

On fixe = et on fait tendre y vers . On obtient :

Vo € [-1;1[ f'(2) < f(2)?

V(z,y) € [-L1] tqz >y,

On fixe z et on fait tendre y vers x. On obtient :

Vo €] — 1;1] f'(x) > f(x)?

On en déduit :

Vz €] - ;1] f'(2) = f(x)?

puis par continuité :

Vo e [-1;1] f'(z) = f(z)?

En physique cette équation se résout en séparant les variables, c’est plus technique en mathé-
matiques.

On commence par observer que la fonction nulle est solution.
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Si f n’est pas la fonction nulle, donc par continuité il existe zg €] — 1; 1] tel que f(xg) # 0.
Par continuité, il existe 6 > 0 tel que f ne s’annule pas sur [xg — 0; 29 + 9.

On définit alors b = inf {x € [xo;1] tq f(z) = 0} si cet ensemble est non vide, 1 sinon.

De méme, on définit a = sup{z € [—1;x0] tq f(x) = 0} si cet ensemble est non vide, —1 sinon.
Ona-1<a<zg—0<zg<ag+o6<b< -1

Vz €]a;b] fz) =1

f(@)?
Donc : 1
dC e Rtq Vx €la;b| ——— =x+ C
N5
Donc : 1
Vz €la; b f(z) = 230 (avec x 4+ C nécessairement non nul) 1
Si {x € [z0;1] tq f(z) = 0} est non vide alors f(b) =0 et f(b) = sl

C’est absurde. Idem a gauche de xg.
Donc :

Vo € [—11] f(x):x_il_c avee C € R\ [—1;1].

Réciproquement, la fonction nulle satisfait les conditions de 1’énoncé.

[-1;1] - R
Pour le cas général soit C € R\ [—1;1] et f 1
T —
x+C
1 1 T—y

V@) € FL @) - f) = — ot TS (@ +C)(y+C)

On va devoir distinguer plusieurs cas.
e Premier cas : C' > 1.

1 1
Six>yalorsO<y+C<x+CdoncO<x+c<y+c
1 1

Donc CEXSIENe) > @1 0) = f(x)?

x—y>0donc f(z)— f(y) = (;U+:é')_(zj/+c)

Siz<yalors0<z+C<y+C donc0<

1 1
Donc ) < @+ ) = f(x)?
r—y

> f(a)*(z —y)
1
y+C<x+C

(z+C)y+C

r—y <0 done f() ~ ) = gl 2 @R —)

f est solution du probléme.

e Deuxiéme cas : C < —1.

1
Sia:>yalorsy—|—0<$—|—0<0doncx+c<y+0<
1 1

Pone 10 “ @i @

v =y >0 done @) = 10) = oy ey < @@ —y)

f n’est pas solution du probléme.

0

10
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Finalement les solutions sont les fonctions { -1 avec C' > 0 et la fonction nulle.

Exercice 6 (X 2024)

Soit f : [0;27] — R continue telle que f(0) = f(2m).
De plus, on suppose qu’il existe un entier n tel que pour tout k compris entre 0 et n,

27 2w
/ f(t) cos (kt) dt = / f(t)sin (kt)dt = 0.
0 0

Quel est le nombre minimum de points d’annulation de f?

Correction

On va montrer par récurrence sur n que f s’annule au moins 2n + 2 fois.

Les fonctions s’annulant une infinité de fois présentent ici peu d’intérét donc on va se restreindre
aF={feC(0;2n],R) tq Card {x € [0;27] tq f(x) =0} < +00}.

Les zéros de f, différents de 0 et de 27 sont isolés :

Si f(z) = 0 avec z €]0; 27| alors il existe 0 > 0 tel que pour tout y appartenant a [x—d; z+d]\{z},
f(y) #0.

Il résulte alors du théoreme des valeurs intermédiaires que f est de signe constant sur [x — J; x|
et sur |x;z + 6]. On dira que f change de signe en z si les signes de f de part et d’autre de x
sont différents.

En 0, le signe de f a gauche sera celui de f a gauche en 27, f pouvant étre vue comme la restric-
tion a [0; 27r] d’une fonction continue sur R et 27-périodique a cause de ’hypothese f(0) = f(27).
Finalement 1’hypotheése de récurrence sera P(n) : toute fonction f € F telle que pour tout k

2T 27
compris entre 0 et n, / f(t)cos (kt)dt = / f(t)sin (kt)dt = 0 s’annule en changeant de
0 0

signe au moins 2n + 2 fois.

On commence par montrer que P(0) est vraie.
2m

Soit f € F telle que ft)ydt=0.
0

f doit changer de signe au moins une fois sur |0; 27| : sinon f est une fonction différente de la
fonction nulle (elle ne s’annule qu’un nombre fini de fois) continue de signe constant et d’in-
tégrale nulle. Notons tg un point ou f s’annule en changeant de signe et supposons que ty est
unique sur ]0; 27].

0 est & gauche de tg et 27 & droite donc f(0)f(27) < 0.

Mais f(27) = f(0) donc £(0)? < 0.

On en déduit f(0) = f(2m) = 0.

De plus le signe de f a droite de 0 est celui de f a gauche de ty et celui de f a gauche de 0 est
celui de f a droite de tg : f change de signe en 0.

P(0) est donc vraie.

Remarquons que 2 est non seulement un minorant mais aussi un minimum : la fonction cos
appartient & F' et son intégrale sur [0; 27 est nulle. cos ne s’annule que deux fois sur [0; 27] en

T 0
—eten 3-.
5 cten 37

On suppose P(n — 1) vraie (n € N*).

2m 2m
Soit f € F telle que k compris entre 0 et n, / f(t) cos (kt)dt = / f(t)sin (kt) dt = 0.
0 0

D’aprés ’hypothese de récurrence, f s’annule en changeant de signe au moins 2n fois.

11
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Supposons que f s’annule en changeant de signe exactement 2n fois en t1, ..., to, avec 0 < t; <
<ty < 27
On cherche trois nombres non tous nuls a, b et ¢ tels que
a+bcos(t1) + csin (t1) = a + bceos (t2) + csin (t2) = 0.
Cela équivaut a (COS (1) s%n (t1)> <b> = <—a>

cos (tg) sin(tz)) \c —a
Le déterminant de la matrice est sin (t2 —¢1) qui est non nul sauf si to — t; = 7 mais dans
ce cas sin(t —¢1) = 0 — sin(t1) cos (f) + cos(¢1)sin (¢) s’annule en t = t; et en t = ty et
(a,b,c¢) = (0,—sin (1), cos (t1)) convient.
On pourra remarquer que si n > 2, alors I’écart minimal entre 2 t; consécutifs est strictement
inférieur a 7 et on peut prendre ce t; plutdt que ¢y.

En t; et en t9 la fonction t — a + bcos (t) + csin (t) change de signe : sinon sa dérivée serait
nulle et on aurait en ¢; par exemple : —bsin (¢1) + ccos (t1) =0

, o [ cos(ty) sin(t1)) (b)) [—a
Dlou (—sin (t1) cos (t1)> (c) N ( 0 >
s, b\ fcos(ti) —sin(ti)\ [—a) _ [—acos(t1)
On en déduit (C) N (sin (t1) cos(t1) ) ( 0 ) N (—a sin (t1)>'

On a alors :

0=a+bcos(tz2) + csin (t2) = a (1 — cos (t2 — t1))

0 <t; <ty <27 et on ne peut pas avoir t; = 0 et to = 27 sinon f serait de signe constant.
Donc cos (ta —t1) # 1 et a =0, puis b =c = 0.

La fonction ¢ +— f(t) (a + bcos (t) + c¢sin (t)) ne change donc pas de signe en t; et en to.
27

On a: f(t) (a+beos (t) + csin (t)) dt = 0 par linéarité de l'intégrale.
0

Wk € [1in — 1] cos (t) cos (kt) = % (cos ((k — 1)t + cos ((k + 1)1))
sin (¢) sin (kt) = é (cos ((k — 1)t — cos ((k + 1)t))

sin (£) cos (kt) = % (sin ((k + 1)t — sin ((k — 1)1))

Donc :
7 f(t) (a+beos (t) + csin (t)) cos (kt) dt

= [T F(6) (a4 beos (£) + csin (1)) sin (kt)

VEk € [0;n —1]

S—

o

[an}

D’apres 'hypothese de récurrence, la fonction t — f(¢) (a + bcos (t) + csin (¢)) s’annule en chan-
geant de signe au moins 2n fois.

Dans le cas général ie to —t; # 7, a # 0 et a+ bcos (t) + csin (t) = a + Asin (¢ — 7) ne s’annule
qu’en t1 et to donc les points ou f(t) (a + bcos (t) + ¢sin (t)) s’annule en changeant de signe sont
les points t3, ..., toy,.

On en déduit 2n — 2 > 2n : c’est absurde.

Reste le cas ou t9 — t1 = 7.

D’apreés 'hypotheése de récurrence, la fonction ¢ +— f(¢)sin (t — ¢1) s’annule en changeant de
signe au moins 2n fois.
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Si t; # 0 alors sin (¢ — ¢1) ne s’annule qu’en ¢; et en t; + 7 = to. En ces points f(t)sin (t — t1)
ne change pas de signe.

Donc les points ot f(t)sin (t — t1) s’annule en changeant de signe sont les points ts, ..., ta,.
On en déduit 2n — 2 > 2n : c’est absurde.

Reste le cas ou t1 = 0 et t9 = 7.

Dans ce cas, la fonction ¢ — f(t)sin (¢) s’annule en changeant de signe au moins 2n fois.

sin (t) s’annule en 0, en 7 et en 27. f(¢)sin () ne change pas de signe en 0 et en 7. Elle ne
change pas non plus de signe en 27 par périodicité, ce qui permet de conclure comme dans les
cas précédents.

Reste a exhiber une fonction qui vérifie ces hypotheses et qui s’annule 2n + 2 fois.
La fonction ¢ — cos ((n + 1)z) convient.

1
En effet les points ou elle s’annule sont les nombres m <72r + /mr) avec 0 < k <2n+1.
n

Exercice 7 (X 202/)

Soit f de [0;1] dans R croissante et continue.
Montrer :
Ve >03n>0tqV(z,y) € [0:1 [z —yl <n=[f(z) - fy)| <e

Correction
f continue sur [0; 1] signifie f continue en tout point de [0; 1] ce qui peut s’écrire :
Vy € [0;1]Ve>03an>0tq Ve € [0;1] [z —y| <n=|f(x) — f(y)] <e
Cela ressemble beaucoup a I’énoncé mais c¢’est différent : ici  dépend de y et de € alors que dans
I’énoncé, 1 ne dépend que de e.
On raisonne par ’absurde. On suppose :
Je > 0tq ¥y > 03(z,y) € [0;1]* tq [z —y| < et |f(z) = f(y)| > €
f est continue en 1 donc :
30 €]0; 1] tq Ve € [1 —0;1] f(1) —e < f(z) < f(1)
Soit ng € N* tel que — < §
ng
Pour tout n > ng, soit E,, = {ZE €0;1—96] tq f (m+ i) — f(z) > e}.

1
D’apres I’hypotheése, il existe (z,y) € [0;1]? tel que |z —y| < — et |f(z) — f(y)| > €
n

Quitte a échanger x et y, on peut supposer z < y.
|f(x)— f(y)| > edoncx <1—0

1
Onaalorsz<y<azx+—<1—-06+d=1et f(y) — f(x) > € car f est croissante.

Donc f(x—i—i) > fly) > f(z) +eet x € E,.

FE,, est non vide et majoré par 1 donc possede une borne supérieure x,.
Il existe une suite (y,) d’éléments de E,, qui converge vers .

VpeN*f(z/eri)—f(yp)Ze

En faisant tendre p vers 400, on obtient f ( z, + — ) — f(x,) > € (f est continue)
n

1 1

Six € B4 alors f<x+) — f(z) > f<x++> — f(z) > eet z € E,.
n n

Donc E,11 C E, et x, est un majorant de E, 1. Par conséquent, x, 1 < xy,.
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La suite (x,,) est décroissante et minorée donc elle converge vers [ € [0; 1].

Vn>n0f<wn+i>—f(3:n)>e

En faisant tendre n vers 400, on en déduit f(I) — f(I) > € > 0 : absurde
Exercice 8 (Ens 2025)

1. Trouver I’ensemble des fonctions f : [0; 1] — R intégrables (continues) telles que :

1 1 1
Af@&:éf@le

2. Que dire si on remplace [0;1] par [0; A] avec A > 1?7 A < 1? (En gardant les intégrales
égales a 1; on ne demande plus de fournir toutes les solutions).

Correction

1. Si f est continue sur [0;1] elle y est intégrable.
Dans le cadre du programme, on pourrait prendre f continue par morceaux.
On pourrait aussi prendre ]0; 1] a la place de [0; 1] et on aurait besoin de ’hypothese ” f
intégrable”.
Pour les examinateurs, une fonction peut étre intégrable sur [0; 1] sans y étre continue
ou continue par morceaux.

co([0;1]) = R
1 est un produit scalaire (vérifications faciles)

()= [ rwgtear

Donc par Cauchy-Schwarz, si f est une fonction vérifiant les conditions de I’énoncé :

1 1 1 11
/0 mmdt g/o f(t)dtx/o T d=1

Il y a donc égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On en déduit :
JaeRtqVte[0;1] \/f(t) =

1=

f(t)

Donc :
vVt e [0;1] f(t) =a
1
Mais alors a = / f(t)dt =1 donc :

0
Vit e [0;1] f(t) =1
La réciproque est triviale.

2. Cette fois on a par Cauchy-Schwarz, si f est une fonction vérifiant les conditions de

I’énoncé :
A 1
A\ﬁ@ﬁmﬁt

Donc il n’y a aucune solution si A > 1.
Si A < 1, il pourrait y en avoir et ’énoncé semble demander de prouver qu’il y en a sans
toutefois demander toutes les solutions.

A=

A A
gAf@&xofmwzl

A 1
Les fonctions constantes ne conviennent pas : / f(t)dt =1 donne f(t) = 1
0
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Mais alors :

/Adt—/AAdt—A27é1
o f(t) Jo B
On cherche f affine :

Vit e [0;A] f(t)=at+b>0
A A2
/0 Ft)dt = a*- + A

A
On prend donc b = 2
A
A dt 1 41
—— = |—In(at+bd =—(Iln(aA+0b)—In(d
C5E = [awleen| = meatn-n)
1 aA 1 aA?
= —In(l+—)|="In|l4+ —+
a n( + b ) a . + 1 aA?
2
aA?
Lo
= —In e
a
LA
2
AQ
L[+
—In 22 A% <1
a aA a—0
1- — a>0
22
L (1
2
—In e . +o00
a 1— | amgy
2 a<%
Donc avec la continuité et le X%léoréme des valeurs intermédiaires :
a
2 TN
2
1 aA?
On a alors b = " 2_ > 0 de sorte que f(t) > 0 pour tout ¢ € [0; A].
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