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Exercice 1 (CCP 2024)

Soit (2,.4, P) un espace probabilisé.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique de
parametre p.

1. Donner la fonction génératrice de X.

2. (a) Montrer que pour tout entier k > 2 :
k—1
P(X+Y =k)=> P(X=19)P(Y =k—1i)
i=1

(b) En déduire la loi de X +Y.
3. (a) Sans s’aider de la question 2b, déterminer la fonction génératrice de X + Y.

(b) Développement en série entiére de la fonction x +— (1 + z)*?
En déduire la loi de X + Y.

(¢) Soient Xi,...,X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent
toutes la méme loi géométrique de parametre p.
n
Quelle est la loi de S, =Y X;?
i=1
1
4. On considére une piéce truquée avec la probabilité — de donner pile.

On note Z,, la variable aléatoire égale au numéro du lancer ol on obtient pile pour la
n-ieme fois.

Quelle est la loi de Z,, ?

Indication

Considérer les variables aléatoires X1 = Z1, X; = Z; — Z;_1 pour i > 2.

Correction

1. C’est un résultat de cours, facile a retrouver :

Gx(t) = E@IY) = JiotkP(X = k)
k=1

“+o00
= Y thp(1—p)F!
k=1

pt 1
= avec = —
=gt q D
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2. (a) Les évenements (X = ¢), ¢ € N*, forment un systeme quasi-complet d’événements
donc par la formule des probabilités totales :

—+00

Vk €2+ PIX+Y =k) = Y P((X+Y =k nN(X=1i)
=1

+oo
= ZP((Y:k—i)ﬂ(X:z'))

= Z P(Y =k —i)P(X = 1) par indépendance

= ZP Y=k—i)car P(Y =1)sil <1
(b)
Vk €240 P(X+Y =k) = > pg 'pdt Zp2 k=2
= (k=1)p*"?
3.(a) X et Y étant indépendantes, Gxi+y = GxGy et :
242
Gx(t) — p72
(1- qt)
—k+1
(b) (1+x)° —1+Z (a )
le rayon de convergence étant egal al.
En particulier avec o = —2
+oo
11— =1 =1 1)z = —1)k
Va €]-1; [(1+:): +Z +Z P(k+1)z" kz_%( )F(k+
1)k
On en déduit :
+o0o +oo +00
Gxiy(t) =" Y (1) (k+1)(=gt)* = D (k+ Dp?g"t"+2 = 3 " (k — 1)p?g"2t*
k=0 k=0 k=2

P(X +Y = k) est le coefficient de ¥ donc on retrouve le résultat précédent.
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4.
Gg,(t) = H Gx,(t) par indépendance
i=1
= =Dk A k1)
= pt" (1 +> (—gt)*
= (n—1)k!
400
_ nyn n+k—1 kik
= p't <1+Z< 01 ) t)
k=1
B —+o0 <n+k 1) n k‘tk‘-f—n
=0 n—1
+00
k—1\ , ..
k=n n
On en déduit S, (2) = [n; +oof et :
k—1
Vk € [n;+oo] P(S, = k) = "o 1 prgk
5. Zn=_ X
i=1

Les X; sont mutuellement indépendantes et suivent la loi géométrique de parametre
1
p= 3’ ce qui permet d’utiliser les résultats de la question précédente. Faut-il justifier ce

résultat 7
Soit (z1,...,x,) € (N*)".

n
P(ﬂ(Xi:xi)> = P(FAiN---NPy,NE, 1 NP,N...)
i=1
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P(X;=z;) = > P(H(Xj:%'))
(N*)nfl

(L1500 @i—1,Tig 15T ) € Jj=1

1 /2\%! o IO
- 5(5) 2 115 (5)
(@100 yTi—1,Ti 4 150y Zn ) E(NF )1 =1
J#i
172 z,—1 n +o00 1/92 xz;—1
- 5(5) U(Zs(3)
g=1 \2j=1
JF
1 /2\% L2
-5 I
j=1
i
1 ) x;—1
-5 ()

et on conclut facilement.
Exercice 2 (Ens 2025)

Soit n € N. On note

X,, = Card ({(ml, cooxy) €{-1;0;1}" tq Zx? <
i=1

Estimer X, lorsque n tend vers +oc0.

~[5
S

)

Soit (Y;,)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent la loi
uniforme sur {—1;0;1}.

n 3
X, =3"P <ZYZ-2 < 4”)

i=1

Correction

2 n
Y2 suit la loi de Bernoulli de parametre 3 donc S,, = Z Y% suit la loi binomiale de paramétres
i=1

net —.

3
3 2n . 2n
Son espérance est donc —, sa variance —

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff :

P(Sn>3n> - P(Sn—%>%—%>:P(Sn—E(Sn)>n)

4 3 4 3 12
2n 122 32
9 n2 n
P 3n
On en déduit : P (S, > — | —— 0.
4 n——+o0
3
Donc P (Sn < n) —— 1 et finalement :
4 n—-+oo
X, ~3"
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Exercice 3 (Mines 2024)

Soit (ex)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi uniforme

sur [—1;1].
Montrer :
1& k
dleRtqVe>0P —ZCOS —+e ) —ll>e] ——0
n =1 n n—4o00
Correction

k
Pour tout n € N* et tout k € [1;n], soit Y}, ;, = cos ( + ek).
n

A n fixé, les variables aléatoires Y, j, sont indépendantes.

1 n
Pour tout n € N*, on note X,, = — Z Yok
n
k=1

n n

Vn e N* E(X,) = % %Z <cos <—1 + ]:L> + cos <:> + cos (1 + k))
k=1

1
Vn e N*VEk e [1;n] E (Yiy) = 3 <cos <—1 + :z) + cos <k> + cos (1 + k))

n
est a un facteur prés une somme de Riemann donc :

1 /1
E(X,) —>L:f/ (cos (14 z) + cosz +cos(z—1)) dx
n——+oo 3 Jo

sin (1) (2cos (1) + 1)
3

1
L = ;/0 (2cos (1) 4+ 1)cos(x)dx =

Vn € Nk € [1;n] V(Yor) = B (V2) = E(Ya)* < B (Y2) < B(1) =1
Par indépendance :

1 & 1
Vne N V(X,)=— V(Y < =
n e ( ) ngkz::l ( ,k)_n
Soit € > 0.
1 e €
HnOEN*thnZno—gzet\E(Xn)—L|§§
n
Soit n > ny.

Supposons I'évenement | X,, — L| > € réalisé.
€
€ <X = B(Xo)| +|B(Xp) = L] < | Xy = B(Xn)| + 5

Donc I'évenement |X,, — E(X,,)| > g est réalisé. Donc par Bienaymé-Tchebychev :

P(Xu-Liz9 < P (1%~ BX) 2 )

=2
< 4V (Xy,) < 4
- e T ne?
< €
Exercice 4 (Ens 2024)
Soit n € N*. On munit ’ensemble S,, des permutations de {1,2,...,n} de la probabilité uni-

forme.

Soit k € {1,...,n}.

Pour ¢ € S, on note

Pi(o) = {(il, conig) €{1, o ndE i <dg <o <idp et o(iy) < olin) <--- < a(ik)} I’ensemble

5



Révisions 2026 Classement thématique

des sous-suites croissantes de longueur k de la permutation o.
Déterminer I'espérance de Card(Py).

Correction
Card(Pg(0)) = Z Lo(iy)<-<o(ix)-
i1 <<
Par linéarité de l'espérance, E (Card(Py)) = Z Plo(i1)<--- <o Z Niy,oi
11 <<l n! 11 <o <ip
ou Nj, ., est le nombre de permutations o telles que o(i1) < --- < o(i).
Pour construire une telle permutation, on choisit les images de i1, ..., i; qu’on attribue par ordre

croissant aux 4; puis on choisit une permutation quelconque des n — k autres éléments de [1;n].

Donc :
1 n 1 (n\/n
E (Card(Py)) = - Z‘ <k>(n—k)!:n!<k> <k>(n—k)!

11 <---<ip

LRI k:) (k) (n = k)!

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N* telles que :
iVvneN*PY =n)>0
ii X <Y
iii Pour tout n € N* la loi de X conditionnellement a 1’événement (Y = n) est la loi
uniforme sur [1;n].

I
/\ 3\}—~

Exercice 5 (Mines 2024)

1. Montrer que X et Y — X + 1 suivent la méme loi.

2. On suppose que X suit une loi géométrique.
Montrer que X et Y — X + 1 sont indépendantes.

Correction

1. Par la formule des probabilités totales, appliquée avec le systeme complet d’événements
(Y =n))pen- :

VkeN*P(X =k) = Jf:OP(X:MY:n)P(Y:n)

= Y P(X=k|Y=n)P(Y =n)car P(X=Fk|Y=n)=0sik>n

+001

= > ~P(Y =n)
n=~k
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VEeN*"PY -X+1=k) = JrXO:QP((Y—X—l—l:l{)ﬁ(Y:n))
n=1
= JiOP((n—X—i-l:k)ﬂ(Y:n))

n=1

- +fp((x:n+1—1<;)m(yzn))
n=1

+o00
= Y P(X=n+1-k)N({Y =n))
n=~k
car (X =n+1-k)=0sin+1-k<0

+0o0

= Y P(X=n+1-k|Y=n)P(Y =n)
n=~k
+ool

= Z;P(Y:n)carlgrw—l—k:gn
n=~k

2. Soit (k,1) € N* x N*.

P(X=k)N({Y -X+1=0) = P(X=kN¥ =k+1-1))

= P(X=k|Y=k+I-1)PY =k+1—-1))

1
_ ' py—k+i-1
o1t +i=1)

D’apres la question précédente :
+o00
1
keN*"P(X=k)= —P(Y =
WhEN PX =K =3 JP(Y =n)
On en déduit :
Wk ENP(Y =k) = k(P(X=k) - P(X =k+1)) =k (pg"" - pg*)
= kpd" (1 —q) = kp*d"!

On en déduit :

1
P(X=KNY -X+1=1) = ————(k+1—1)p’°t?
(X =R)N(Y =X +1=0) = g (k+1- 1
= pd" g P =P(X=k)PY -X+1=1)
Donc X et Y — X 4 1 sont bien indépendantes.
Exercice 6 (Ens 2025)

Soit f une fonction convexe avec f” > 2a et X une variable aléatoire & valeurs entiéres. Montrer :
E(f(X)) - f(E(X)) =z aVar(X)

Remarque
L’énoncé, et le corrigé des examinateurs, ne parlent pas de 'existence de ces espérances et de la
variance. On supposera qu’elles existent.
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Correction

En voyant f(E(X)) comme une variable aléatoire constante, on a avec la linéarité de 'espé-
rance :

E(f(X)) = F(E(X)) = E(f(X) = f(E(X)))

La formule de Taylor avec reste intégral donne :
X
S0 = J(BO0) =SB~ EG) + [ (X =00
Si X > E(X) alors les bornes sont dans le bon sens et X — ¢ est positif donc :

S xeorwaz [ (x - 2adi=[ax - 02 = a(x - BGX)Y
X0z [ n2ad = [a(x —07] = a(x — B(X)

X E(X)
Si X < E(X) alors / (X — 6)f"(t) dt = / (t — X)f"(t) dt.
E(X) X
Les bornes sont dans le bon sens et ¢t — X est positif donc :
E(X) E(X) a E(X)
/ (t— X) () dt > / (t— X)2a dt = [Q(t - X)2] — W(B(X)—X)? = a(X —B(X))?
X X X
Donc dans tous les cas :

f(X) - f(El(X)) > f(E(X))(X — E(X)) +a(X — E(X))?
En prenant ’espérance :
E(f(X)) - [(E(X)) = f(E(X))E(X - E(X)) + aVar(X) = aVar(X)

Exercice 7 (Mines 2023)

1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiere.

2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans N non presque stirement
constantes, indépendantes, de méme loi possédant une espérance.
Q2 — RU{+o0}

wr Rey (Z Xn(w)z”)

Soit R

n>0
Montrer que (R > 1) = {w € 2 tq X, (w) = 0 a partir d’un certain rang}.
En déduire P(R > 1) = 0.

3. Soit ¢ < 1.
Montrer que P(R < ¢) = 0.
4. En déduire que P(R=1) = 1.
Correction

1. Soit (ap)neny € CN.
Le rayon de convergence de la série entiere Z apz" est la borne supérieure,éventuellement
n>0
infinie, de {r € R} tq la suite (a,r™)nen est bornée.}

2. Soit (ay)nen € CN.

Rev Z apz" | > 1 <= 3Ir >1tq (apr™)nen est bornée

n>0
ou encore :

Revy Z anz" | > 1 <<= 3I(M,r) € R} x]1; +oo tq Vn € N |a,| < Mr~"
n>0
On suppose I'événement (R > 1) réalisé. En d’autres termes on considére w €  tq
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=

(w) > 1.
I(M(w),r(w)) € REx]1;+00[ tq Vn € N | X (w)| < M (w)r(w)™

M (w)r(w)™™ —— 0 donc :
n—-+oo

Inp(w) € N tq Vn > no(w) M(w)r(w)™ < 1

On a alors :

Vn > np(w) Xp(w) =0

La réciproque est triviale : si les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang alors la
série entiere est en fait un polynéme et son rayon de convergence est infini.

(R>1)={wetq Xp(w ) = 0 a partir d'un certain rang}.
On a alors (R > 1) U ﬂ

no€NN=ng
On note p = P(X,, =0) < 1.
N
VYN >ng P ( ﬂ (X, = 0)) pN =0+ par indépendance et équidistribution.
n=ng
On en déduit par continuité décroissante :

+oo
P(ﬂ (Xn:O)>:O

n=n
Par souos—additivité, P(R>1)=0.
Remarque
On peut montrer P(R > 1) = 0 sous des hypotheses beaucoup plus faibles.
11 suffit qu’il existe a # 0 tel que P(X = a) > 0 (ou X désigne une variable aléatoire de
méme loi que les X,,).
Les évenements (X,, = a) sont mutuellement indépendants et la série de terme géné-
ral P(X, = a) diverge (grossiérement) donc d’apres le second lemme de Borel-Cantelli,
I’événement (X,, = a) est réalisé presque siirement une infinité de fois. Donc la suite
(X, 1™)pen ne converge pas vers 0 avec probabilité 1.
Donc P(R<1)=1.

3. Soit d €]¢; 1].
(R <c¢) C ((Xnd")nen n'est pas bornée) = ﬂ U (| Xnd"| > k)
keNneN
Si on note M = E(|X,|) = E(X,) (indépendant de n) alors avec I'inégalité de Markov :

md™
V(k,n) € N* x N P(|X,,d"| >k)<T
Par sous-additivité :

400

dTL

Vk € N* P U(\Xnd”\Zk) Zm =
neN

—d)

Par continuité décroissante : P ﬂ U (| Xnd™| > k)
keN neN
Par croissance de P, P(R < c¢) = 0.

Remarque

On peut ici aussi utiliser Borel-Cantelli.

On suppose que la série de terme général P(|X,d"| > 1) converge.

C’est le cas en particulier si X a une espérance, via l'inégalité de Markov.

D’apres le premier lemme de Borel-Cantelli, on peut affirmer avec probabilité 1 qu’il n’y
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a qu'un nombre fini d’entiers tels que | X,d"| > 1.
Donc la suite (X,,d")nen est bornée avec probabilité 1.
Donc P(R>d)=1et P(R<c¢)<P(R<d)=0.

4. On a donc :
VnEN*P(l—i<R§1>:1

Par continuité décroissante, P(R = 1) = 1.

Exercice 8 (Lemmes de Borel-Cantelli)

Soit (2,.A, P) un espace probabilisé.
Soit (A, )nen une suite d’événements.
On note B = {w € Q tq w € A,, pour une infinité de n}.

+o0o /+oco
1. Montrer : B = ﬂ (U Ak>
k=n

2. Premier lemme de Borel-Cantelli
On suppose que la série de terme général P(A,) converge.
Montrer que P(B) = 0.

3. Second lemme de Borel-Cantelli
On suppose que les A,, sont mutuellement indépendants et que la série de terme général
P(A,) diverge.
Montrer que P(B) = 1.
Indication :
On pourra utiliser, apres 'avoir démontrée, 'inégalité :
VeeR1l1—ax< e @

Correction
+o0
1. we UAk<:>3k:2ntqw€Ak
k=n
+o0o /+oo
w € ﬂ (U Ak> <— VneNIk>ntquwe A
n=1 \k=n
< {keNtquw e Ax} n’est pas majoré
< {keNtqwe A} est infini
— wEB

+0o0o
2. On note C), = U Ag.

k=n
YneNC 1 CCp:Cp=Chi1 UA,
Par continuité décroissante :

P(B)=P (ﬁo cn> = lim P(C,)
n=1

n—-+4o00o

Par sous-additivité :

—+00o

0< P(Cp) < Z P(A;) ——— 0 : reste d’une série convergente
= n—+o0o

Donc P(Cp,) —— 0
n——+0o

Donc P(B) = 0.

10
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3.B=J <ﬂ Ak)
n=1 \k=n
Par sous-additivité :
P(B) < ZP(ﬂ Ak>
n=1 k=n
Il suffit donc de prouver :

“+00
vneN*P<ﬂ Ak> =0
k=n
Fixons donc n € N*.

+o0 N
P (kon Ak) = N1—1>r£oop (ﬂ Ak> (justifié en cours).

k=n
N N
P < ﬂ Ak> = H P(Ayg) par indépendance
k=n k=n
N
= [I-Pay)
k=n
N
< H e PR tout est positif
k=n
N
— > P(Ag)
< e k=n —0
N—+o0

D’ou le résultat.

11



