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Exercice 1 (CCP 2024)

- .\ ch(n
Rayon de convergence et somme de la série entiere Z Lx"
n
Correction h(n)
ch(n
Pour tout n € N*, on note a, = —— > 0.
e” "
Apn ~n—4oo T
Soit r > 0.
Vn € N* a,r" >0
ans1r™ apin et 9,
= ~ —r re
apr™ an 2(n+1) er notoo
Donc si r < e~ ! alors la série Z a,r™ converge et si r > e~ ! alors la série Z anr™ diverge.
n>1 n>1
1
Donc R = —
e

1

e+ e X )" ze )"
Vel - RS = 53 S T g % (zzj + (n)>
= -3 (ln(l— er)+ In (1— e_1x>>

= —% In (1 — 2zch(1) + xz)

INgP)

L’énoncé ne semble pas demander d’étudier la série pour x = e~ 1.

Exercice 2 (TPE 2024)

1:4n+3

Rayon de convergence et somme de la série entiere .
dn + 3
n>0
Correction
Soit r > 0.

4An+3
Vn e N
"SI T3
4n+7
dn+7 _ An+ 3 4
P T 4 17 oo

4dn + 3
Par la régle de d’Alembert :

>0
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T4n+3
si r < 1 la série de terme général

converge
n +
,r.4n+3

si 7 > 1 la série de terme général
& dn+ 3

converge

An+3
Donc le rayon de convergence et somme de la série entiere
n>1 n +3

vaut 1.

1 1 1
Pour x =1, 0n a ~ — et tout est positif. La série de terme général ym diverge donc la
n

4dn + 3 4n

série de terme général
in + 3

diverge.

(_1)4n+3 1
Vn € N =—
" in+3 in+3
Donc pour z = —1, la série diverge.

Par propriété des séries entiere :

+oo 72
Ve el —1;1[ S (z) = Zx4”+2: A
n=0 -

S(0) = 0 donc pour tout x €] — 1;1] :

R ! 1 ) )
S(x) = /Omdt_/o 1_t4(2(1+t —(1—t))> dt

-5 )

o2 \Jo 1=¢2  Jo 14¢2

1/1 1+
= 3 (2ln(1 —ac) —arctan(x))

t2

144"

Si on ne voit pas l'astuce pour intégrer
X2 —X?

1- X4~ X DX - )X +1)(X+i)

On passe dans C car a été vue en Sup la décomposition en éléments simples d’une fraction dont

le dénominateur est scindé a racines simples.

On décompose en éléments simples sur C, la fraction

X2 _a . b L c n d
1-X4 X-1 X—-i X+1 X+i . . .
On multiplie par X —1 et on évalueen1:a= — - — = — = ——
prep 21 —4)(L+4d) 2+ 4
1 1

On multiplie par X — i et on évalue en i : b = m =1
1

1 1
On multiplie par X + 1 et on évalue en -1 : ¢ = —

—2(-1-9)(-1+1i) 2|-1+i 4
1 i

On multiplie par X + i et on évalue en —i : d = S (=20 =-1

Donc :

—X2
1— X4

( 1 n 1 n ) ) >
1-X 14X X-—-—i X+1

( 1 N 1 N —2)
1-X 1+X X241

N TSN
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S(0) = 0 donc pour tout x €] — 1;1] :

z 2 1 =/ 1 1 -2
S(z) = /dt-/( )dt
() A 1, Tt 1 T e

_ 1 (—In(1—2)+In(1+z)— 2arctan (x))

4
1 <1ln (1 +x> — arctan (x))
2\2 1—2z

Exercice 3 (Centrale 2024)
Soit z = € avec 0 €]0; 2.

n
Pour tout n € N*| soit S,, = Z 2"
k=1
1. Montrer qu’il existe M € R tel que :
Vn e N* [S,| <M
ZTL
2. Etudier la nature de la série de terme général — avec s €]0;1].
n

1 d oo _n—1
3. Montrer que L :
o 1—1rz = n
Correction
1. z# 1 donc :
"1 2
Vn € N* |S,| = |22 ‘g
- |z —1]
2.
. 2 Sk =Skl =Sk = Sk
_ Zn: & - n—1 Sk
= i (k+1)°
n—1
n 1 1
- EEa gl
ns kz::l ks (k+1)3
M
Vn € N* <— —30cars>0
ns ns n—+oo
Donc S— —0
" nl_>JFOO 1 1
La suite (ks) converge (vers 0) car s > 0 donc la série ’; (ks — (k—i—l)s) converge.
1 1 1 1 (1 1
vk € N* |S - =S = | < M|
R (k (k+1)5)‘ 15 (k (k+1)5> = (k (k+1)5)
1
donc la série Z Sk | 75 — 77— ) converge.
& D

Sl on note A Sa somine :
n

Z — A € C donc la série de terme général — converge.
k3 n—+oo ns
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3. Vre[0;1]|rzl=r<ldoncl—rz#0
Pourr=1,1—-rz=1—-2z#1.
La fonction 7+

de définition.
D’apres la question précédente, la série de droite est bien convergente.

est donc continue sur [0; 1] : I'intégrale ne pose pas de probléme
—rz

Vr e [0;1] —Zrz car [rz| =r <1

1—rz
Dans la mesure ou 11 n y pas convergence simple sur le segment, on ne peut pas utiliser
le premier théoréeme d’intégration terme a terme.

Le théoréeme N; ne s’applique pas non plus :

1 z 1
/ [r" 2" dr = 12 = terme général d’une série divergente.
0 n+1 n—+1

. n & 1 _»Tn+lzn+1
Vn e N Zrz——carrz;&l

1—rz
On integre entre 0 et 1 :

n Zk I dr 1 Tn+12n+1
Vn € N* :/ —/ —d
" kz:%k—i—l o 1—rz o 1—rz "

0;1[— R
Pour tout n € N, soit f), prtl o ntl
T —

1—
Pour tout n € N, f,, est continue ;jr [0; 1].

La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 1].
La fonction nulle est continue sur [0; 1].

Domination

La fonction 7 — |1 — rz| est continue sur [0; 1] donc :

Jro € [0,1] tq Vr € [0;1] [1 —rz] > |1 —1rpz| >0
Tn+1 1
n €NV € 051 falr)] = o < 8() = =

avec ¢ continue, positive et intégrable sur [0;1].
D’apres le théoréme de convergence dominée :

1rn+lzn+1
/ dr > 0
o 1—rz n—+400
D’ou
1 400 k 1
/0 1—7“2 k—l—l

Exercice 4 (Centrale 2024)

+00 1

f(x)zzzjlm-

1. Donner le domaine de définition de f.
Montrer que f est de classe C' sur son domaine de définition.

2. f est-elle prolongeable par continuité en 07

3. Déterminer un équivalent de f en 0.
Indication
Utiliser une comparaison série-intégrale.

Correction
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1. Soit z € R.
Vn € N* n(1 +nx?) > 0 : les termes de la somme sont tous définis.
1 1 1
Siz >0, —— ~ ——, tout est positif et la série ——— converge donc la
n(l+nz?) "7 22n2 P Z 2n? &

n>1

L. 1
serie Z m converge.
n>1

1 1 o o
————+ = — terme général d’une série divergente.
n(l+nz?) n
Enfin, le cas z < 0 se traite par parité.

Finalement f est une fonction paire définie sur R*.

Si z est nul, pour tout n € N*,

R—R
Pour tout n € N*, soit f, 1
T ——————
n(1+ nx?)
Soient a,b € Ravec0 <a <b

e Pour tout n € N*, f,, est C! sur [a;b] avec :
—2nx —2x
V(n,z) € N* x [a;b] fl () = =
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [a; b].
n>1
e La a série de fonctions Z f1 converge uniformément sur [a; b].
n>1

En effet : 5 o
x
V(n,z) € N* x [a;b] |f] = <
(n,z) [a; 0] | (2)] 1+ nz?)? = (14 na?)?
général d’'une série convergente :
2b 2b

(1+na?)?  n2a?

Donc la série de fonctions Z f! converge normalement sur [a; b].
n>1

Donc la série de fonctions Z f1 converge uniformément sur [a; b].
n>1

indépendant de = et terme

Donc f est C! sur [a; b]

On en déduit que f est de classe C! sur R (caractere local de la classe C!) puis sur
R* par parité.

400 1
2. V R f = -2 —— <0
ze Ry fi(x) x;(1+nm2)2<

donc f est décroissante sur R* .
Donc f(x) —— 1 € RU{+00} et :
z—0t

Ve >0 f(z) <L

N N
x T
V(N,z) € N* x R} — < _—
+ nz::l n(l+na?) = = n(l + na?)

Donc :

N x
V(N N* x R%, _

( ,QZ)E X +n§1n(1+nx2)—

On fixe N et on fait tendre x vers O :
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ANy
VN eN* Y = <I
n:ln

On fait tendre N vers +oo : +oo <[
Donc f(x) — 4o0.
z—0

x>0
Par parité : f(z) — —oo.
x—0
<0
3. On fixe x > 0.
La fonction t = ———— est décroissante donc :
t(1 + ta?)

/+Ooldt<f(x)< ! +/+Ooldt
1 (1 4tx?) “1+22 i (1 +tx?)

+o00 1 +oo (1 12 t
/ a4t = / ST V= |m ("
1 t(1 + tz?) 1 t  14tx2 1+ ta?

= —2In(z) +In(1+2?)

On en déduit f(z) ~g+ —21In (z).
Par parité, f(z) ~y 21n (|z|).

“+o00

1

Exercice 5 (Ens 2025)

Soit f € C%(R,R) telle que f, f’ et f” sont bornées.
fz+e€) — fz)
€

f((L+e)z) — f(=)

€
3. Cette convergence est-elle uniforme sur R ? (toujours sous la condition f, f" et f” bornées).

1. Montrer que converge uniformément vers f’(z) sur R.

2. Montrer que

converge simplement vers une limite a déterminer.

Correction
1. Pourx ¢ Ret e € R*, on a:
r+e)— f(x 1
T2l )| = 1+ 9 - @) - ef (@)

1

< T e*sup (|f”(t)|) par I'inégalité de Taylor-Lagrange)
€ teR

< le|sup (|f"(¢)]) indépendant de z et — 0

teR e—0

D’ou le résultat.
2. A x fixé:
f(1+€e)x) = f(x+ex) = f(x) + exf'(z) + o(e) par Taylor-Young
1 _
A+ ) = f@)
€ e—0
3. On prend f = sin qui vérifie bien les hypotheses de 1’énoncé.

Donc

On prend z,, = T +2nm et €, = —
2 2z,

f((l + Gn)xn) - f(xn)

c - xnf/(xn)

2
— 2 (sin (S 4 2nm+ 2 ) —sin (2 +2nr) ) — 2pcos (= + 2nr
0 2 2 2 2

= (4n+1)(0-1)—0=—-(4n+1)
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Si il y avait convergence uniforme sur R, cette quantité devrait tendre vers 0 quand n
tend vers +oo. Ce n’est pas le cas donc la convergence n’est pas uniforme sur R.

Exercice 6 (Ens 2024)

Soit (P, )nen une suite de polynémes telle que sup (|P,(z) — e*|]) —— 0
x€[0;1] n—r+00

Montrer que Deg(P,)) — +00.
n—-+o00

Correction

On raisonne par ’absurde.

La définition de Deg(P,,) —— 400 est :
n—+00

VA > 03np € NtqVn >ng Deg(P,) > A

La négation est :

JA > 0 tq Yng € N 3n > ng tq Deg(P,) < A

On peut ainsi construire une suite extraite (Qn)nen de la suite (Py),en telle que :
Vn € N Deg(Q,) < d un entier fixé.

On a toujours sup (|Qn(x)— €*|) —— 0

z€[0;1] n—+00
e Premiéere méthode

On se donne alors N + 1 points deux a deux distincts dans [0;1] : zg, ..., zN.
N
[T —a;)
7=0

Pour tout ¢ compris entre 0 et N, soit L; = ];é[l
H(mz ;)
j=0
J#1

On a vu en cours : N
VQ € Ry[X] Q(X) = Q(zi) Li(X)
On en déduit : 4 N
Vo € [0;1] Vn € N Qu(x) = ) Qn(wi)Li(x)
En faisant tendre n vers —i—oio: % r fixé, on obtient :
Vo € [0;1] e* = i\f: e’ Li(x)
i=0

et la fonction exponentielle est polynoémiale sur [0; 1].
C’est impossible : les dérivées successives d’une fonction polynomiale finissent par étre
nulles contrairement au cas de la fonction exponentielle.

e Deuxieme méthode
On consideére le sous-espace F' = Ry[X] @ Rexp de C1([0; 1], R).
F est un sous-espace stable par la dérivation. Celle-ci étant linéaire et F' étant de dimen-
sion finie, la dérivation est continue.
Or ici la suite (@) converge vers exp (pour la norme |.||,,) donc la suite (Q),) converge
vers exp’ = exp.
On peut évidemment recommencer et la suite ( %dﬂ)) converge uniformément vers la
fonction exponentielle sur [0;1].

Les fonctions Q%dﬂ) étant toutes nulles, on aboutit & une contradiction.
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Exercice 7 (X 2024)

Soit (an)(kn)yen> une famille de nombres complexes telle que pour tout n € N, la série enticre

Z a;mzk ait un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

k>0

On note B l’ensemble des nombres complexes de module < 1.
k

Pour tout n € N, soit f,, la somme de la série entiére Z 2
k>0

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur B et qu’il existe M € R tel

que :

Vn e NVz € B |fo(2)| <M

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur {z € C tq |z| < r} pour tout

r < 1.

Correction
On note ¢ la limite simple de la suite de fonctions (f,).
Soit (k,n) € N? et r € [0;1].

1/27rf (reie) ity — 1/2” e—ikGioa P oiP? 49
21 Jo " 21 Jo =0 pom

1 27 +0 .
= 2—/ Z apnr? el (P=k)0q¢
mJo =

[0;27] — C
0 — apnrPe
e Pour tout p € N, g, est continue sur [0; 27].
o W EN gyl = lapalr?

C’est le terme général d’une série convergente car r < 1 < R,,.

Donc la série de fonctions de terme général g, converge normalement sur [0; 27].

Pour tout p € N, soit g, { i(p—Fk)0

Donc :
1 27 0\ ik 1 I ror
— " ! 740 — 0)dé
o | d(re) e %pz:%/o 90(6)
1 +oo 27
= — (apvnrp/ e’(pk)gdH)
2 =0 0

= ak,nrk en détaillant
On en déduit :
[0;27] — C
0 fn (r ew) e tko

e Pour tout n € N, la fonction h,, est continue et intégrable sur [0; 27].

V(k,n) € N2 Vr € [0;1] |an k| r* < M Pour tout n € N, soit hy,

[0;27] — C
0— ¢ (r ei9> o~ ihk0

Conformément au programme, on laisse de c6té la question de la continuité de h.

La suite de fonctions (hy,) converge simplement sur [0; 27] vers la fonction h

Domination
Vn € NVO € [0;27] |h,(0)] < M avec 6 — M continue, positive et intégrable sur [0; 27].
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X R . 12 0\ i
D’aprés le théoréme de convergence dominée, ay, ¥ ——— — / ¢ <T e’9> e 040
’ n—+oo 2T Jo

Donc pour tout k € N, la suite (arn)nen converge. On note by sa limite et on a :
1 e . .
. k _ 0 —ik0
Vr € [0; 1] br _727r/0 qb(re )e dé

V(k,n) € N2Vr € [0;1] |ank|r* < M

Donc en passant a la limite :

Vk € NVr € [0;1] |bg|r* < M

et le rayon de convergence de la série entiere Z bz" est supérieur ou égal a 1.
On note ¢ sa somme.

Soit r € [0;1].
Soit p €]0;7]
+00
Vz e Df(0,r)Vn e N |fn(2) — ®(2)] = Z(ak,n—bk)zk
k=0
< Zlakn—bkllz + Z Jan ikl 121" + Z b |2/*
k=N+1 k=N+1
< Z|akn—bky+2M Z ()
k=N+1 NP
M r N+1
< Z|ak,n T (>
k=0 — = \P
p
Soit € > 0.
oM [/ \ Nt
7 () — 0 donc :
1— = \pP N—+o0
p
2M (r)N“ ¢
_ < =
__\p -2

p
Pour tout k compris entre 0 et N, |ay, — by —+> 0 donc :
—+00

€
“2(N+1)
On en déduit pour tout n > max (N,ng,...,ny) et tout z de module inférieur ou égal a r :
[fn(z) —@(2)] < e
Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers ® sur D(0, 7).
Par unicité de la limite, ¢ et ® coincident sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1.

Vk € [[0; Nﬂ dng € N tq Vn > ny, |ak,n bk’

Exercice 8 (Mines 2024)

Montrer qu’il existe une fonction ¢ développable en série entiere en 0 et telle que :
Vz 29/ (x) = = + ¢(x)?

Correction
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Soit E apx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et S sa somme.
n>0

Vx €] — R; R| 3:5"( )=z + S(x)?

“+00 n
<~ Vx €] Z na,x" =1z + Z (Z akank> z"
< Vz €] - R;R] Znana: 3:+Z<Zakan k)x

n=0 \k=0

Ozao

a1 =1+ 2apa

1 0a1
VnZQnan:Zakan_k

k=0
a0::0
a; =1
<

1
Yn>2a, = - Zakan,k

Réciproquement, il faut démontrer que si la suite (ay)nen est définie par :
aq =0

a1::1
1'&
Yn >2a, = -~ Zakan_k

alors le rayon de convergence de la série entiere Z anx™ est strictement positif.
n>0

Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] |agx| <1

P(1) est vraie.

On suppose P(n) vraie (n > 1).

n
|an+1] Z GpGpi1_k| carn—+12>2

n—f—lk

n 1 n

< lak||lans1—k| < —— 1

< o lak| |ant1 k|—n+1k§1
< " <
- n+17

Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :
VneN |a,| <1

On en déduit :

ey (z ) - Aoy (z ) -

n>0 n>0

Exercice 9 (Centrale 2024)

10
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Soit la suite (u,)nen définie par ug = a et :

Vn € N Up+1 = Z (Z) Uy — -

k=0
“+oo

On pose f(z) = Z u—?x"
n=0 "V
1. Trouver f.

2. Trouver 'expression des u,.
Correction

1. On commence par montrer que le rayon de convergence de la série entiere est strictement
positif.

La technique classique consiste & majorer par cp™ avec c et p bien choisis.

On va donc considérer ici 'hypothese de récurrence :
P(n) : Yk € [0;n] |ug| < |a| pFk!

avec p choisi pour que la propriété soit héréditaire.
P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

n
[uni1] < Z( )’Uszun K|
o
< g Rl
< |a|2ﬁ’"zn' jal? " (n + 1)n!

< B+

Donc P(n + 1) est vraie si on prend p = |al, ce qui pose le probleme de a = 0.
Le cas a = 0 est de peu d’intérét car on montre facilement par récurrence que tous les a,,

sont nuls.
On supposera donc dans la suite a # 0.
Vn €N < Ja|™*?
1
Donc R = Rey Z u—?x” > Rev Z la|""! 2" | = — (par d’Alembert par exemple)
n>0 v n>0 lal
+o00 " +00 Ung1
n n _ mn
Vo €]~ RiR[f(2) = Zn D D LD D
n=1 n=0
—+00 n n 400 n
T n U Up—k
= (53 (ms) =X (3 )
n=0 <n! k=0 <k> ) o\ i K (n—k)!
= f()?

11 s’agit ensuite de diviser par f(z).
f(0) # 0 donc il existe n > 0 tel que pour tout = €] —n;n[, f(x) # 0.

11
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Donc : )
x

Vo €] —mn;n =

=y
En intégrant et compte tenu de f(0) = a, on obtient :
Veel-mn ——=+-=2

I
On en déduit facilement :
Vo €] —n; =

z €] —mnl flz) = ——
Mais la fonction x — est développable en sérien entiere sur }—H; ﬂ { avec :
—ax al’ |a

—+00
1 1 a
Va € ]_; B
la]” |a] [ 1 —ax
n=0
Par propriété des séries entiéres, on en déduit :

flz)=—2

e Vn € Nu, =a""'n!
Remarque
L’expression de u,, est facile a justifier par récurrence au moyen de la relation initiale :
Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] ug, = a*+1k!
P(0) est vraie.

) UrUn—k

On suppose P(n) vraie.
n n n
= Z )ak+1ka”k+1!(n — k) =a"t? Z n! = a""(n+ 1)n!
k=0

1 1
° Vxe}—;
la| " |al

1—ax

Un+1 —

(]
N
> 3

12



