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Exercice 1 (CCP 202/)
Soit B = C%([-1;1],R).
ExE—R
1
()= (9= [ fa)gla)da

2. Soit H ={f € E tq f(0) =0}.
Montrer que H+ = {0}.

1. Montrer que ’application est un produit scalaire.

Exercice 2 (CCP 2024)

Soit E un espace euclidien et a et b deux vecteurs unitaires de E non colinéaires.

Soit f E— FE
e @b+ 0] )

1. Montrer que f € L(F), donner Ker (f) et Im (f).
2. Calculer f(a+0b) et f(a —b) et en déduire que f est diagonalisable.

Exercice 3 (d’aprés Centrale Maths 2 2024)

Soit E un espace euclidien.

Soit a et b deux vecteurs non nuls de E.
EF— F

r—rt+a<z,a>b
1. Montrer que f, € L(E).

Pour tout réel «, soit f,

2. Montrer qu’il existe une BON B = (ey,...,€,) de E avec €] = HZ—H.

3. L’énoncé fournissait des fonctions Python, certaines complétes d’autres a compléter. Il
s’agissait ensuite pour diverses valeurs de n, a € R", b € R" et o de calculer la matrice
PTAP ou A est la matrice dans la base canonique de f, et P la matrice de passage de
la base canonique a la base B.

Il fallait observer quelque chose sur cette matrice et ensuite de 'expliquer.
Ici, la question sera simplement : que peut-on dire de la matrice de f, dans la base B (E
étant un espace euclidien quelconque) ?

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f, € GL(E).
5. Exprimer f, o fg ou a et 8 sont deux réels.

6. Donner P'expression de f;!.
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7. La condition sur « de la question 4 reste-t-elle valable en dimension infinie ?
Exercice 4 (Mines 202/)

E=M,i1(R), Ae M, p(R) de rang p, B € E.
Donner Xo € M, 1(R) tel que |AXy — BJ|* soit minimale.

Exercice 5 (Ens 2025)

Soit A € M, »,(R) avec n > p. Soit b € R™.

(P) : trouver x € RP tel que ||Az — b|| = min || Ay — b||
yeRP

Remarque
Ce n’est pas précisé dans ’énoncé mais il s’agit de la norme euclidienne canonique dans R™.

1. Donner S(p) I'ensemble des solutions de (P).

2. Montrer qu’il existe un unique # € Spy de norme minimale, c’est a dire [|Z|| = inf |[[y]|.
YES(P)

3. (Bonus) Montrer que = € R? est solution de (P) si et seulement si AT Az = ATb et que
Ker (AT A) = Ker (A).

Exercice 6 (Ens 2024)

On définit pour X € M, (R), || X, = {/tr (XXT).

. 2 0 0 3
SmtA—(O _1> etB—<3 O>'

Déterminer min (HA—UBUTH )
UE€SO4(R) 2

Exercice 7 (Mines 2024)

Soit F un espace euclidien et f € L(E) tel que :
V(u,v) € B? (u|v) =0= (f(u) | f(v)) =0
Soit B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E.
1. Soit (4,7) € [1;n]>
Montrer que e; +e; L e; — e;.
2. Soit (i,5) € [1;n]>
Montrer que || f(e:)]| = [lf(e;)]-
3. Montrer qu’il existe A > 0 tel que :
Ve e B |[f(z)ll = Al
et en déduire que f peut se mettre sous la forme de la composition de deux endomor-
phismes qu’on précisera.

Exercice 8 (Mines 2024)

Soit A € M, (R).
Montrer que A est antisymétrique si, et seulement si, pour toute matrice orthogonale P les
coeffcients diagonaux de la matrice P~' AP sont tous nuls.

Exercice 9 (Ens 2025)
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1. Soit ABC un triangle non dégénéré du plan. On suppose que ABC est aigu. Montrer

que :
AC? + BC? > AB?

2. Soient eq, e, e3 € R3. On définit les demi-droites {1, ls, I3 C R? comme suit :
I = {tel,t S Ri} , la = {teg,t S Ri} , I3 = {teg,t S Ri}

On suppose que ej, ez, e3 sont deux a deux orthogonaux.
Montrer que pour tout A € l1, Ay € lg, A3 € I3 le triangle A A5 A3 est aigu.



