Révisions 2026
lundi 15 juin 2026

941

Exercice 1 (CCP 2024)

Soit B = C%([-1;1],R).

ExFE—>R
1. Montrer que 'application

2. Soit H={f € E tq f(0) =0}.
Montrer que H+ = {0}.

Correction

1. L’application ne pose pas de probleme de définition.
e Symétrie

1
()= (9= [ f@g)de

est un produit scalaire.

1 1
W9 e B g = [ o@rwat= [ f@a®dr=(f1g)

e Linéarité a gauche

Y(f1, f2,9) € B3 V(M, A2) € R? (M fi + Mafo | 9)

/11(/\”61“) + X2 fa(t))g(t) dt
/1 ALf1(t)g(t) + Xafo(t)g(t)) dt

-1
" 11 fiBg(e)dt + 2 [ 11 falt)g(t)
M(fi]g)+X2(fa]g)

On en déduit la linéarité a droite (grace a la symétrie).

1
cVIeE(f1N=[ (02=0)dt=0
e Soit fe Etq(f|f)=0.

1
On a / f2(t)dt = 0 ot £2 est une fonction continue et positive sur [—1;1] donc
-1

f2=0ie:
vt e [-1;1] f2(t) =0
Donc :

Vit e [-1;1] f(t) =0ie f=0
2. e Premiére méthode

Soit f € H*.
[-1;1] - R

La fonction
x> 22 f(x)

1
appartient 8 H donc / 22 f(x)*dz =0
1
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[-1;1] - R
x> 22 f(x)?
Vo € [-1;1] 22f(x)2 =0

Donc :
Vo € [=1; 1]\ {0} f(z) =0
f étant continue sur [—1;1], on en déduit :
Ve e [-1;1] f(x) =0

e Deuxieme méthode
Soit f € H*.

La fonction {

est continue et positive sur [—1;1] donc :

[-1;1] =R
r—0siz <0

ks 1 1
Pour tout n € N*, soit f, xr—)nxf() si0< —<zx
n n

x> f(x)siz > —
Pour tout n € N*, f,, € H donc : "
1/n
VnEN*Oz(fn|f)=/ n:vf(:r)f< )dx—i— f(z)*d
0 1/n
Soit || fllo = max (|f(z)])

—1<2<1
[ eer () o [ v (e 3o L
Donc /Ol/nnaff( )f <1> dz —— 0

1
Mais f(z)?dx —T / f(z)? dz donc / f(x)*dz =0 et f est nulle entre 0 et
1/n n

Vn ¢ N*

On montre de méme que f est nulle entre -1 et 1.
Exercice 2 (CCP 2024)

Soit E un espace euclidien et a et b deux vecteurs unitaires de E non colinéaires.

Soit f E— FE
e @b+ 0] 2)a

1. Montrer que f € L£(F), donner Ker (f) et Im (f).
2. Calculer f(a+b) et f(a —b) et en déduire que f est diagonalisable.
Correction

1. Soit (z,y) € E? et (\, ) € R2.

fOz4+py) = (a]dx+py)b+ (b| Az + py)a

= (Malz)+p(aly)b+A0b[z)+pubd|y)a
Aa|z)b+ (b]z)a)) +p((a]y)b+(b]ya))
= M(x)+uf(y)

donc f est un endomorphisme de F.

(a,b) est libre. Donc :
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f(x) =0 = (a|z) = (blz) = 0

ker(f) = Vect(a,b)* est de dimension n — 2.

On en déduit que I'image de f est de dimension 2. Mais elle est incluse dans Vect(a, b)
donc Im (u) = Vect(a, b).

2. fla+b)=(ala+b)b+(b|a+ba=1+(a|b)a+((b]a)+1)b=((a]b)+1)(a+0)
(a,b) est libre donc a +b # 0
fla=b)=(ala—bb+(bla—ba=(1—(a]|b)b+((b]a)—1a=((a]b)—1)a—b)
(a,b) est libre donc a — b # 0
(a+bla—b)= |l - [o]" =0
a+b et a — b sont non nuls et orthogonaux donc linéairement indépendants.

(a+b,a —b) est une base de Im (f) qu’'on peut compléter avec des vecteurs de Ker (f) =
Im (f)* en une base de E (cette étape est inutile si £ est de dimension 2)
Cette base est formée de vecteurs propres de f donc f est diagonalisable.

Remarque

V(w,y) € B* (f(2) | y)

~~ N N /N

f)

f est symétrique donc f est diagonalisable.
Exercice 3 (d’aprés Centrale Maths 2 2024)

Soit E un espace euclidien.

Soit a et b deux vecteurs non nuls de E.
F— FE

r—r+a<z,a>b
1. Montrer que f, € L(E).

Pour tout réel a, soit f,

2. Montrer qu’il existe une BON B = (ey,...,€,) de E avec €] = HZ—H.

3. L’énoncé fournissait des fonctions Python, certaines completes d’autres a compléter. 11
s’agissait ensuite pour diverses valeurs de n, a € R", b € R" et « de calculer la matrice
PTAP ou A est la matrice dans la base canonique de f, et P la matrice de passage de
la base canonique a la base B.

Il fallait observer quelque chose sur cette matrice et ensuite de ’expliquer.
Ici, la question sera simplement : que peut-on dire de la matrice de f, dans la base B (E
étant un espace euclidien quelconque) ?

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que f, € GL(E).
5. Exprimer f, o fg ot v et 3 sont deux réels.
6. Donner I'expression de f;!.

7. La condition sur « de la question 4 reste-t-elle valable en dimension infinie ?

Correction
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1. Soit o € R.
fa va évidemment de F dans E.
fa est linéaire :

Y(z,y) € B\ u) €R? fo(Ax +py) = Az +uy+a <Az +uy,a>b

Az 4+ py + (Ao < z,a > 4pa < y,a>)b
Mz +a<za>b)+uly+a<y,a>Db)
= Mal(@) + pfal(y)

2. a est non nul donc € = ﬁ est bien défini et ||e;|| = 1.
a

La famille (e1) est orthonormale donc par le théoréme de la base orthonormée incompléte,
on peut la compléter en une base orthonormée de E.

l+a<a,b> 0 ... O
allal| <e,b> 1 0

3. La matrice de f, dans la base B est ) 0
allal] < €n,b> 0 1

4. fo € GL(E) <= det (fo) #0 <= 14+a<a,b>#0

V$EE(faOf5)(:L‘) = fa(fﬁ(x)):fa(x+ﬁ<m7a>b)
= z+pf<zr,a>b+a<zx+pB<z,a>ba>b
= z+pf<zr,a>b+a<z,a>bt+af<z,a><ba>0b
= z+(a+pf+af<ab>)<z,a>b

Donc fo o fg = fatptap<ab>
6. On suppose donc 1 + «a < a,b ># 0.
«

On peut donc poser [ = TTa<abs
a < a,

On a alors f, 0 fg = fo =idg donc f;1 = fs.
7. Supposons 1+ a < a,b ># 0.

On peut donc pose =
1 ped ne poser f3 l+a<a,b>

On a alors fo 0 fg = fo = idg.

De plus fﬂ o fa= f6+a+6a<a,b> = fao fﬁ =idEg.
Donc fo € GL(E).

Réciproquement, supposons f, € GL(E).

b # 0 donc fu(b) # 0.
Mais fo(b) = (1 +a <a,b>)bdonc 1+ a <a,b>#0.

Exercice 4 (Mines 2024)

E=M;i(R), Ae M, ,(R) de rang p, B € E.
Donner Xo € M, 1(R) tel que |AXy — BJ|* soit minimale.

Correction
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e Algéebre linéaire
A peut étre vue comme une application linéaire de M, 1(R) dans M,, ;(R) = E.
A est de rang p donc A est injective.
Soit Y le projeté orthogonal de B sur Im (A). C’est 1’élément de Im (A) le plus proche de
B.
A étant injective, Y a un antécédent et un seul : c’est le vecteur Xg cherché.
Xo est caractérisé par :
VX € M,1(R) (AX)T(AXy—B)=0
Donc :
VX € My1(R) XT (ATAXo - ATB) =0
avec ATAXy— ATB € M,1(R).
On en déduit ATAXy — ATB =0.
Si X € Ker (ATA) alors XTATAX = XT0 =0 donc [|[AX||* =0 et AX =0
Mais A est injective donc X = 0 et AT A est injective.
Mais AT A est une matrice carrée (& p lignes et p colonnes) donc AT A est inversible.

-1
Dott Xo = (AT A) ATB.
e Analyse
Soit Xo € Mp1(R).
VH € Mp1(R) [|A(Xo+ H) — B|?
= (AXo— B+ AH)" (AXo — B+ AH)
= ||AXo - B||*+ HTAT(AXy — B) + (AXo— B)'AH + HTATAH
= ||AXo— B|* + L(H) + o (H)
avec L(H) = HT'AT(AXy — B) + (AXo — B)TAH = 2(AXy — B)T AH (une matrice de
M (R) est symétrique)
L est linéaire donc c’est la différentielle de la fonction f: X € M, (R) — |AX — B>
On en déduit Vf(Xg) = 24T (AXy — B) = 2(ATAX, — ATB).
Si X € Ker (ATA) alors XTATAX = XT0 =0 donc [|[AX||* =0 et AX =0
Mais A est injective donc X = 0 et AT A est injective.
Mais AT A est une matrice carrée (& p lignes et p colonnes) donc AT A est inversible.

Le gradient de f s’annule donc une fois et une seule en Xg = (ATA)i1 ATB.
VH € M,1(R) ||A(Xo+ H) — B|”
= (AXy— B+ AH)" (AXy — B+ AH)
= ||AXo— B|*+ HTAT(AX, — B) + (AXo — B)TAH + HT AT AH
= |[AXo - B>+ (Vf(Xo) | H) + HTATAH
= [|AXo - B|* + | AH|

La fonction est bien minimale en Xj.
Exercice 5 (Ens 2025)
Soit A € M, ,(R) avec n > p. Soit b € R™.

(P) : trouver x € R? tel que |[|Ax — b|| = min ||Ay — b||
yERP

Remarque
Ce n’est pas précisé dans I’énoncé mais il s’agit de la norme euclidienne canonique dans R".
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1. Donner S¢py I'ensemble des solutions de (P).

2. Montrer qu’il existe un unique € S¢py de norme minimale, c’est & dire ||Z| = iglf llyll-
YES(p)

3. (Bonus) Montrer que = € R? est solution de (P) si et seulement si AT Az = ATb et que
Ker (AT A) = Ker (A).

Correction

1. Soit 7 la projection orthogonale sur Im (A).

Vz € Im(A) ||z —b|| > ||7(b) — b|| avec égalité si, et seulement si, z = 7 (b).

Donc :

Vy € RP |Ay — b|| > ||7(b) — b|| avec égalité si, et seulement si, Ay = m(b)

S(p) est donc I'ensemble des antécédents par A de 7(b) qui appartient & Im (A)
2. 1l existe o € RP tel que Az = 7(b).

On a alors S(py = {wo + ;2 € Ker (4)} = {zo — z;2 € Ker (A)}

Soit x; le projeté orthogonal de xg sur Ker (A4).

Vo € Ker (A) ||zo — z|| > ||zo — x1]| avec égalité si et seulement si x = x;

En d’autres termes, si on note & = xo — 1 € Sp) :

Vy € Sipy llyll = ||Z]| avec égalité si et seulement si y =

Remarque

T est le projeté orthogonal de z¢ (mais aussi de tout élément de S(p)) sur (Ker (A)L, ce

qu’on voit bien sur un dessin.

reSp = Ar=m(b)

Azx —b € Im (A)*

Yy € RP 0 = (Ay|Az — b) = (Ay)" (Az — b) = y" (AT Az — AT)
avec AT Ax — ATh e RP

= ATAz=4"p

[

Si z € Ker (A) alors AT Az = AT0 = 0 donc Ker (A) C Ker (AT A).
Réciproquement si z € Ker (AT A) alors :

|Az||* = (Az)T (Az) = 2T AT Az = 270 = 0 donc Az = 0.

On en déduit ker(AT A) C Ker (A) puis ker(AT A) = Ker (A).

Exercice 6 (Ens 2024)

On définit pour X € M, (R), || X[, = (/tr (XXT).

. (2 0 (0 3
SmtA—(O _1> etB-(3 O>'

Déterminer Uegl(i)IQl(R) (HA — UBUTH2>.

Correction
cos (f) —sin (9))

Le candidat a écrit que les matrices de SO2(R) sont les matrices de la forme Ry (sin 6)  cos (6)

—3sin (0) 3cos(0)
BRj = BR_g = ( 3cos(f) 3sin (0)>
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—65sin (#) cos (0)  3cos? (A) — 3sin? (6)
RoBR-o = (3 cos? (0) — 3sin? (0) 6sin (6) cos (0) )

Le candidat a ensuite commencé le calcul de (A —UBU T) (A —UBU T) puis a abandonné.
Néanmoins on peut traiter I’exercice de cette maniere.

~ [—3sin(260) 3cos(26)
RoBR-o = ( 3cos (20)  3sin (20)

2 2 2
SiX = (Z Z) alors X X7 = (a ;—b 02_';(12) donc :
2
|a- 1~291939TH2 — (2 3sin(20))% + 18cos? (20) + (—1 + 3sin (20))?

5 — 18sin (26) + 18sin? (A) + 18 cos? (26)
= 23— 18sin(20)

2 — 5
Le minimum cherché est donc v/5 atteint pour 6 = % ie U = \2[ G 11> et 0 = Iﬂ ie
2 _
ro Y2 (1 1)
2 \1 1

Le candidat ayant renoncé a cette méthode, 'examinateur a fourni une indication : montrer
que @ : (X,Y) = tr (XYT) est un produit scalaire.

On la fait en cours avec (X,Y) ~ tr (XTY). C’est le méme produit scalaire car tr (XTY) =
T
tr (YXT) = tr <(YXT ) > = tr (XY7)

L’examinateur a ensuite demandé de montrer que HU XU TH2 = || X,
Le calcul des coefficients est trop long, il vaut mieux utiliser les propriétés de la trace :

HUXUTHz ~ ot (UXUT (UXUT)T> = tr (UXUTUXTUT) = tr (UXLXTUT)

tr (UXXTU) = (XXT) = |1 X3

Si on revient au probléme initial :

2
|a- UBUTH2 = [[Al3 + I1BI3 - 2(A | UBUT) = 23 — 2tr (AUBTUT) = 23 — 2tr (AUBUT)
On a déja calculé UBUT et la multiplication par une matrice diagonale est facile :

—125sin (0) cos (9) 6 cos? (#) — 6:sin? ()
T _
AUBUT = (—3 cos? () + 3sin? (§)  —6sin (0) cos (0)
On conclut alors facilement.

Exercice 7 (Mines 2024)

Soit F un espace euclidien et f € L(E) tel que :
V(u,v) € E* (u|v) = 0= (f(u) | f(v)) =0
Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.
1. Soit (4,7) € [1;n]%
Montrer que e; +¢; L e; — e;.
2. Soit (i,4) € [1;n]>.
Montrer que || f(e;)|| = [[f(e;)]-
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3. Montrer qu’il existe A > 0 tel que :
Ve e B | f()ll = Allz]|
et en déduire que f peut se mettre sous la forme de la composition de deux endomor-
phismes qu’on précisera.
Correction
1.
(eitejlei—e) = (eile)—(eiles)+(ejle)+(ejle)
= 1—(e;i|ej)+ (e | ej) —1 par symétrie du produit scalaire
=0
2. D’apres la question précédente, e; +¢e; L e; — e;.
Par hypothese, on a alors f(e; +e;) L f(e; —ej). On en déduit :
0 = (f(e:)+ fleg) | fles) — fej))
= (f(es) | fles)) = (f(es) | f(e5)) + (flej) | flei)) — (f(es) | fej))
= |I£e)* = 1 (ep)?
3. Soit z € E.

n
Mxy,...,zn) ER" tq oz = inei.
i=1

La base étant orthonormée, ||z = me

2

@I = |y s

n

= szzxj ez |f(€]))

=1 j5=1

Sii#je; Lejdonc f(e;) L f(ej) donc :

If @) = Z-’L‘ (i) [ f(ei))
= ||f(61)|| (4l

D’ou le résultat avec A\ = || f(e;)|| pour tout i compris entre 1 et n.

Si A =0 alors f est nulle et il n’y a pas grand chose a ajouter.

Si A > 0 alors 1 f conserve la norme : c¢’est un automorphisme orthogonal.

Donc f = h o u avec h une homothétie de rapport strictement positif et 4 un automor-
phisme orthogonal.

La réciproque est vraie et facile a prouver.

Exercice 8 (Mines 2024)

Soit A € M, (R).

Montrer que A est antisymétrique si, et seulement si, pour toute matrice orthogonale P les
coeffcients diagonaux de la matrice P~1 AP sont tous nuls.

Correction
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e On suppose A antisymétrique.

VP € O(n) (P_lAP)T = (pTAp>T — pTpT (PT)T
= —PTAP=-P7'AP

VP € O(n) P~1AP est une matrice antisymétrique.
Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique M sont tous nuls.
En effet, pour (i,7) € [1;n]?, m; j = —m;,; donc, pour tout i € [1;n], m;; = —m; .
e On suppose pour toute matrice orthogonale P les coeffcients diagonaux de la matrice
P~1AP sont tous nuls.
SiX =0 XTAX =0.
Soit X une colonne non nulle.

La colonne Y = m est unitaire donc on peut la compléter en une BON de M,, 1(R).

Soit P la matrice de passage de la base canonique a cette BON. P est une matrice
orthogonale.

La matrice B = PTAP a donc tous ces coefficients diagonaux nuls.
1

0
Soit E1 =

0
ETBE=b1;=0
Mais :
ETBE = ETPTAPE = (PE)TA(PE)T = YTAY donc YTAY =0
Dou XTAX = | X|?YTAY =0
On a donc prouvé :
VX € Mp1(R) XTAX =0
Soit Ej; le i-éme vecteur de la base canonique.
Qi = EZTEl =0
0= (EZ + Ej)TA(EZ' + Ej) =aj; +a;j+aj; +a;; =0a;;+aj; donc a;j = —aj; et A est
antisymétrique.

Exercice 9 (Ens 2025)

1. Soit ABC un triangle non dégénéré du plan. On suppose que ACB est aigu. Montrer
que :
AC? + BC? > AB?

2. Soient eq, e2, e3 € R3. On définit les demi-droites 1, lo, 13 C R3 comme suit :
lh = {tel,t S Rj_}, lo = {t€2,t € Rj_} , I3 = {teg,t S Rj_}
On suppose que e, ez, eg sont deux a deux orthogonaux.

Montrer que pour tout Ay € I, Ay € ls, Ag € I3 le triangle A AsAs est aigu.

3. Avec les notations de la question précédente, on suppose que pour tout Ay € I, Ay €
lo, As € I3, le triangle A;AsAs est aigu. Montrer que ej,es et eg sont deux a deux
orthogonaux.

Correction
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1. Dire que 'angle ACB est aigu signifie qu’il est strictement inférieur a

La formule d’Al-Kashi donne : -
AB2 = AC2 + BC? — 2AC.CB. cos (ACB)

Le triangle étant supposé non dégénéré, AC et BC sont strictement positifs et AB? <
AC? + BC?.

On peut remarquer, ce qui sera utile dans les questions suivantes, que la réciproque est
vraie.

La formule d’Al-Kashi peut se démontrer de la maniére suivante :

[48]" - [a¢ + B[
_ [#e + | + 23078

— AC%+ BC?_2CACE
AC? + BC? —2CA.CB. cos (A/CE)

S

AB?

2. A1A2 = |llyes — lier||* = 12 ||e1||* + 13 |Je2||* par Pythagore.
De méme, A1 A3 = 2 [le1]|” + & |les | et A243 = 13 [leal|* + 22 [es
On déduit A1 A3 = 17 [lea]|* + 15 [les]|* < 13 [leal|* + 203 [[ea]|® + 15 [les]|* = A1 A3 + A2 A3.
Donc 'angle Al//l;lg est aigu (le triangle n’est pas dégénéré car les [; sont non nuls donc
les trois points sont deux & deux distincts).
Il en est de méme des deux autres angles du triangle qui est donc aigu.

3. Il faut supposer les e; tous non nuls si on veut que le triangle ne soit pas dégénéré et
appliquer les résultats de la premiere question.
V(tl,tg,tg,) S (Ri)?) A1A§ + AQA% > AlA%
Donc :
V(tl,tg,tg) S (Ri)?) Htge?, — t1€1”2 + ”t3€3 — t2€2H2 > Htgeg — t161H2
Donc
W(t1, ta, t3) € (R3)® 263 [les|®+£3 [lel|* +83 [lea]l” — 2t1ts(e1es) — 2tats(eales) > 1 [lex|®+
t3 [lea||* — 2t1ta(e1lez)
Donc
V(tl,tg,tg) S (Ri)?) 21% ||83H2 — 2t1t3(€1’63) — 2t2t3(62|63) > —2t1t2(€1’62)
On prend ¢; = t2 = 1 et on fait tendre t3 vers 0 : —2(ejlez) < 0.
Donc (e1|e2) > 0.
On a de méme (e1]e3) > 0 et (e2lez) >0
On fait tendre t9 vers O :
V(t, t3) € (R%)® 262 |les||* — 2t1tz(er]es) > 0
Donc :
3
V(t,t3) € (RL)” 3 [lesl|” — ti(erles) > 0
On prend ¢; = 1 et on fait tendre t3 vers 0 : —(ejlez) >0
Donc (elez) < 0 puis (er|ez) = 0.
On a de méme (eqlez) = (ezles) = 0.

10



