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Exercice 1 (TPE 2024)

Soient a, b, ¢ trois réels non tous nuls.

a? ab ac
Soit M = |ab b* be
ac be 2

1. Montrer que M est diagonalisable.

2. Déterminer Ker (M) et montrer que M est semblable a une matrice diagonale qu’on
déterminera.

3. CNS pour que M soit la matrice d’un projecteur.
Exercice 2 (Ens 2025)

Soient A et B € M, (R) symétriques telles que SpiA) N Sp(B) = 0.
Montrer que Papplication ¢ : M — AM — M B est un automorphisme de M, (R).

Exercice 3 (Mines 2024)

Soit n >2, Ae ST (R)et Be S (R)
1) Montrer qu'il existe C' € S,(R) tel que C? = A~!
2) On pose D = C'BC. Montrer que

(det(I, + D))w > 1 + (det(D))w

3) Déduire que
(det(A + B))w > (det(A))n + (det(B))w

Exercice 4 (Mines 2024)

Soit n > 2.

1. Montrer que S, (R) est un fermé de M,,(R).

2. Déterminer '’ensemble des points intérieurs a Sy, (R).
3. ST (R) est-il un fermé de M, (R)?
4

. Soit M € ST (R).
Montrer qu’il existe a > 0 tq :
VX e M, 1(R) XTMX >aXTX

5. STT(R) est-il un ouvert de S, (R)?

6. Quels sont les points intérieurs a S, (R) ?
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Exercice 5 (Ens 2024)

Soit E un espace euclidien.
Soit @ un endomorphisme autoadjoint de F.

Soit u € E non nul et V' = Vect ((ak(u))keN>.

Montrer que ’endomorphisme induit par a sur V n’a que des valeurs propres simples.
Exercice 6 (Mines 2024)

Soit A € M, (R) symétrique inversible et semblable a son inverse.
Montrer que tr (A2) > n.

Exercice 7 (Mines 2024)
Montrer que toute matrice antisymétrique réelle est de rang pair.
Exercice 8 (Mines 2024)

Soit n > 2, un entier.
Calculer la borne supérieure de ’ensemble :

n—1 n n
{Z TkpTht1 + TnTi Zx% =1let Zxk = ()}
k=1 k=1 k=1

Exercice 9 (Ens 2025)

Soient p et g deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien F.
1. Montrer que si p et ¢ commutent alors pg est aussi un projecteur orthogonal.
2. Montrer que dans tous les cas, les valeurs propres sont réelles et appartiennent a [0; 1].

3. Soit A € [0;1]. Déterminer deux projecteurs orthogonaux tels que A soit valeur propre de
y4'n



