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Exercice 1 (CCP 2024)

—xt

+oo e
1. Montrer que pour tout z € R* , I'intégrale / T
0

dt converge.
R% — R

SOlt F +o0 ef‘zt
x |—>/ dt,
0 1+t

2. (a) Montrer que F' est positive et décroissante.

(b) Déterminer la limite de F' en +oc.

3. Montrer que F' est de classe C! sur R* puis que F' est de classe C°° sur R*.
On pourra s’intéresser a F(x) — F'(z).
4. Montrer :
VweRiF(m):ex/ Tdt
xX
En déduire la limite de F en 0F.

5. Montrer F'(z) ~p+ —1In (z)

400 e_t

Correction
Ry =R
1. Soit z € RY et f; e~ Tt
14+t
fe est continue sur Ry et t2f,(t) ~¢100 te % ——— 0 donc f, est intégrable sur R, .

t—+o00
2. (a) Soit x € R%.

vVt e Ry fult) 20

D’ot F(z) > 0 en intégrant.

Soit x1 et w2 € RY avec w1 < @9

On a sans probleme :

vt € R+ fm(t) > fm(t)

On en déduit en intégrant : F'(zq1) > F(z2).

F' est décroissante.

En raffinant argument, on peut montrer que F' est strictement décroissante.
(b) Vt € Ry o1 <1

On multiplie par e~** > 0 et on integre :

oo
vz € R F(z) < /+ ot dt
Mais : ’
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+o00
Vx>0 e P dt =
0 -z

Donc F(x) —— 0
T—+00

Remarque
On peut aussi utiliser le théoreme de la limite aux bornes pour les intégrales a para-
metre.
R xRy =R
3. Soit g ezt
(z,t) —
141
e g est C! par rapport & x et :
0
Y(z,t) € R x Ry 879(:5 t) =

e Pour tout = > 0, la fonction g(z

—t
1+
(,

—xt

t
.) est continue et intégrable sur R .

e Pour tout x > 0, la fonction 8—9(;16, .) est continue sur R.
x

e L’hypothése de domination relative a —g est vérifiée sur tout segment de R* :
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de R*

dg t
V(x,t a;b] x R x,t e < T < gt
0 elat)x By | Pan= e <ot <o
avec t — e~ continue, positive et intégrable sur Ry (a > 0)

Donc F est C! sur R% et :

at

+oo ¢
V:B>OF’(3:):—/ — e ttdt
0 1+t
On a alors : oo 1 4 ¢ oo )
V:B>0F(:B)—F’(:E):/ ie_f"’tdt:/ e dt =
0 1+t 0 T

Pour tout n € N, soit P(n) : F est de classe C" sur R7..
P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

1
Ve >0 F'(z)=F(z) — —
T
Donc F’ est de classe C™ et F est de classe C"11.
Donc P(n + 1) est vraie.
4. Soit G : x +— €7 —dt

G est bien deﬁme sur R* :

Soit « > 0.
¢ —t

t — —— est continue sur [z; 00| et eT =o(e™") en +oo.
On a:

+oo ot 1 ot
1 T

ce qui permet d’invoquer le théoreme fondamental du calcul différentiel-intégral.
G est C! sur R% et :
too e~ e 7 1

V:U>0G'(:U):e‘”/ Tdt—e =G(z)— -

G est solution de la méme équation différentielle que F'.
400 ot
0<G(x) < e$/ e—dt fdoncG(aj)—>0
T T—+00
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Donc F — G est solution de I’équation homogene associée y' = y et :
dC eRtqVe >0 F(z) — G(z) =Ce”
et on conclut avec les limites en 4o0.
F(x) — 40
z—0
On peut utiliser
Vr €]0;1] F(x) = G(x) > ex/ dt = ¢* (= In(z)) — +o0

x t z—0

1 e—l

Le recours a G pour obtenir I'expression de F'(x) de 1’énoncé n’est pas indispensable :

I +oo ot o0 o—@(141)
(@) _ e / S P / L
e’ 0 14+t 0 14+¢

+00 o—TY 400 ot
_ / L / C
1 Yy T t

On peut obtenir la limite de F en 0T avec I’expression de 1’énoncé :
—t —t
e 1 1 e
5 ot 3 et t— n n’est pas intégrable en 0 donc ¢ — -+ n’est pas intégrable en 0.
1 ot
Mais c’est une fonction positive donc / —dt —— +o0.

z T z—0t
On en déduit :

1 e—t “+o00 e—t
T 1

z—0t

Flz) = ez/x S

+ +oo
= % ([lnte_t} = —i—/ Inte™! dt)
T x

+oo
= —lnz+ em/ Inte tdt
X

Comme t — In (t) e~ est intégrable sur R* (en 01n () e~* ~ In (¢)) on conclut facilement.

Exercice 2 (Mines Telecom 202/)

o0 gin (xt)
t
1. Montrer que F' est définie sur R.

e tdt

SoitF:x»—>/
0

2. Montrer que F est de classe C' et calculer F'(x).

3. En déduire une expression simplifiée de F(x).
Correction

1. Soit z € R.

R%Y — R
Soit fy sin (zt)
t—

e f; est continue sur R .

o f.(t) e (sin (xt) ~y0 xt)
) t>0

* Pht) 520

—t
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Donc f; est intégrable sur R .
R xR} — R
(2,8) > 2
e ¢ est de classe C! par rapport & x avec :
0
V(x,t) € R x R, a—g(x, t) = cos (xt) e~
x

e Pour tout z € R, la fonction g(x,.) est continue et intégrable sur R* .

e—t

0
e Pour tout x € R, la fonction a—g(aﬁ, .) est continue sur R .
x

e Domination

0
V(x,t) € R x RY aﬁ(x,t) < et
x
avec t — e " continue, positive et intégrable sur R* .
Donc F est de classe C' sur R avec :

t

+0c0 400 ‘
Vr e R F’(.’L‘) = / CcOos (mt) e tdt = Re </ e(flJrzx)t dt)
0 0

(—1+iz)t ] T°
o[ ()
-1+ 0 1 -1z
_ 1
1422
3. F(0) =0 donc :
Vx € R F(x) = arctan (x)
Exercice 3 (Centrale 2024)
R—-R
Pour n € N, on définit u,, 1 /7 .
x —/ cos (nt — xsin (t)) dt
T™Jo

1. Montrer que u,, est de classe C? sur R.
2. Déterminer une équation différentielle du second ordre dont wu,, est solution.

3. En déduire S, 'ensemble des solutions développables en série entiere de ’équation diffé-
rentielle de la seconde question.

Correction

1. On fixe n € N.
R x [0; R
Soit f x (05 =
(x,t) — cos (nt — xsin (t))
e f est de classe C? par rapport a x avec :
V(z,t) € R x [0;7] %(:p, t) = sin (t) sin (nt — xsin (t))
82
V(z,t) € R x [0;7] 8—;;(:6, t) = —sin? (¢) cos (nt — xsin (t))
e Pour tout z € R, la fonction f(z,.) est continue et intégrable sur [0;7] (fonction
continue sur un segment)

0
e Pour tout z € R, la fonction —f(x, .) est continue et intégrable sur [0; 7] (fonction

ox

continue sur un segment)
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2

e Pour tout z € R, la fonction 8?(3;, .) est continue sur [0; ).
x
e Domination
Vo t) e R x [0:n] |2 @n)] <1
;T
) ) 8:1;2 ) —

avec t — 1 continue, positive et intégrable sur [0; 7]
Donc u,, est de classe C? sur R avec :

Vo e Rul(z) = 1/ sin (¢) sin (nt — xsin (¢)) d¢
™Jo
vz € R /! (z) = —~ / sin? (£) cos (nf — @ sin (£)) dt
0

™

Ve e Ru(z) = sin (t) sin (nt — xsin (t)) dt

S—
3

[— cos (t) sin (nt — xsin (t))]; + /07r cos (t)(n — x cos (t)) cos (nt — xsin (t)) dt>

s

cos (t) cos (nt — wsin (t)) dt — x(uy(x) + vl (z))

Il
S A=
VRS

S—

Vo € R 22!’ () + zul (x) + 2%, ()

n / x cos (t) cos (nt — xsin (t)) dt
™ Jo

= g /Ow(x cos (t) —n +n) cos (nt — zsin (t)) dt
= % [— sin (nt — zsin (¢))]] + nuy ()

= nu,(z)

D’ou I’équation cherchée : z2y" + xy’ + (22 — n?)y = 0.
3. Soit Z ap2? une série entiere de rayon de convergence R > 0.
p=0

S solution de I’équation différentielle

+oo +o0 +o0o +o0
&~ Vz €] - R;R[z* Zp(p — 1)apxp_2 +x z:papacp_1 + Z apxp+2 —n? Z apz? =0
p=0 p=0

p=2 p=1
+oo +0o0
— Z(p(p —1)+p— n2)ap:z:p + Z ap—22” =0
p=0 p=2
—+00
— —nag+ (1 —nas + Z (p—n)(p+n)ap, —ap—2)2’ =0
p=2

Dans le cas n = 0, on a comme CNS :

Ap—
a1 = 0 et pour tout p > 2, a, = _pTQ
b
Dans le cas n = 1, on a comme CNS :
ap = 0 et pour tout p > 2, a, = W2
(p—1(+1)

Dans la casn > 2,on a :
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Gp—
ap = a1 = 0, pour tout p compris entre 2 et n — 1,a, = —m, an—2 = 0 et
ap—2
pour tout p plus grand que n+ 1, ,a, = —— b~
P (p—n)(p+n)

Dans tous les cas, si p n’a pas la parité de n alors a, = 0
L’ensemble des solutions développables en série entiere est donc de dimension au plus 1
Par ailleurs :

Ve € Ruy(z) = 1 /7r (cos (nt) cos (xsin (t)) — sin (nt) sin (zsin (t))) dt
™ X cos ( P sin?P ™ X sin ( 1)P sin?P+1(¢
_ (/ > 0 | > el ()xzpﬂdt>

On montre facilement qu’il y a convergence normale des séries de fonctions, ce qui permet
de prouver que u,, est développable en série entiere (et ce n’est pas la fonction nulle).
On en déduit que ’ensemble des fonctions développables en série entiére de 1’équation
différentielle est la droite engendrée par la fonction wu,.

Resterait ensuite a utiliser la relation de récurrence pour expliciter les coefficients du
développement en série entiere.

On obtient : .
0 (_1)10 (x>2p+n
Ve € Ruy(x) = —_— | =
() pz_%) pl(n+p)! \2
Exercice 4 (CCP 2024)
+oo t
On définit quand c’est possible f(z) = / cos (£) dt
0 1+1¢2

1. Montrer que f est définie sur R.
2. (a) Montrer que f est bornée et calculer f(0).
(b) Montrer que f est continue sur R.
3. (a) Soit z € R*.
2

oo tsin (to
Montrer f(z) = E/o (1S+(t2);

(b) En déduire que f est C! sur R*.

(c) Montrer :

Vo € R* of'(z) + f(x) = 2f(x) —2/0

dt

oo cos (tx)

(1412)2

o0 cos (tx)
1+1¢2)2

dt

4. Montrer rapidement que la fonction = — / dt est C! sur R et en déduire

une équation différentielle vérifiée par f.

5. Montrer :
Ve € R f(x) = ge*m
Correction
1. Soit z € R.
Ry - R
La fonction f, cos (tr)  est continue.
1+¢2

£o6) = O (3

1
t2> avec t — o) intégrable en +o0o donc f, est intégrable sur Ry.

6
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2. (a)
o0 cos (tz)
R = dt
wer i@ = [T
o0 Jcos (tz)]
—dt
/0 14 ¢2
+oo  d¢ Yoo
< /0 e [arctan (t)]
™
< =
-2
oo dt teo T
f(0) :/0 T 2 [arctan (t)]g ™ = 5
R xR, — R
(b) Soit F cos (tx)
(z,1) = 1+ t2

e Pour tout ¢t € Ry, la fonction F(.,t) est continue.
e Pour tout x € R, la fonction F(z,.) est continue (par morceaux).
e Domination 1

V(z,t) € R x Ry |[F(x,t)| < TTe - F(0,t) avec F(0,.) continue, positive et
intégrable sur R .

D’apres le théoreme de continuité sous le signe / , [ est continue sur R.
3. (a) On procede a une intégration par parties.
u(t) = g W) =
1+t O (1+12)?

V'(t) = cos (tz), v(t) = sin (tz)

u et v sont de classe C' et u(t)v(t) —— 0.
t—+o00

Comme v s’annule en 0, on a directement :

2 [+ tsin (tx)

~ = ki Vi A
f(@) x/o 1+ 2)2

RxR, —R
(b) Soit G tsin (tx)
t - 7
e Pour tout ¢ € Ry, la fonction G(.,t) est de classe C! avec :
oG _ t?cos (tx)

V(.’B,t) e R x R+ %(.’E,t) = m

e Pour tout z € R, la fonction G(z,.) est continue (par morceaux).
e Pour tout z € R, la fonction G(z,.) est intégrable sur R, : a z fixé G(z,t) =

1
Ot~>+oo (t?’)

e Pour tout z € R, la fonction 8—(:5, .) est continue (par morceaux).
x
e Domination

\V/(.fl,',t) e R x ]R+

G | < £ <
—(x

Oz T (14122 T 1+
positive et intégrable sur R.

= F(0,t) avec F(0,.) continue,
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D’apres le théoreme de dérivation sous le signe / , la fonction z — zf(x) est C! sur
R.
On en déduit que la fonction f est C! sur R*.

tsin (tz)
R* ) =2 —
(c) Ve e R* zf(x / 1+ dt

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe

+oo 2 cos (tx) +o0 (12 41 — 1) cos (tx)
R* zf’ = 2/ :2/
Ve e R* zf'(z) + f(x) T2 dt 150 dt

B /+°° cos ( ta;

R xR, — R
4. Soit H (.) s cos (tx)
x S
’ (1+1¢2)?
e Pour tout ¢ € Ry, la fonction H(.,t) est de classe C! avec :
OH tsin (tz)

V(z,t) eERXx Ry —(z,t) = ———5
(l’, ) + o (.’II, ) (1+t2)2

e Pour tout x € R, la fonction H(x,.) est continue (par morceaux).

e Pour tout z € R, la fonction H(z,.) est intégrable sur Ry : a x fixé H(z,t) =

1
Ot—>+oo (t4>

e Pour tout x € R, la fonction a—(m, .) est continue (par morceaux).
x

e Domination

0H t
V(z,t) € R x Ry avec t — ———— continue, positive et

7(!@ t)’ < #
x| T 1+ 2)2 (1+¢2)2

intégrable sur R;..
oo cos (tx)

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe / la fonction x +— / th) dt est
C! sur R.
On reprend la formule de la questlon précédent qu’on écrit :
cos (tx)
Vo € R* f/(x) = -2 / dt)
o fz) = ( (1+1¢2)2
Cela montre que f’ est de classe C1 sur R* ie f est de classe C? sur R*.
On revient alors a :
# cos (
Vo € R* zf'(z) —2/ 1+t2 dt
qu’on dérive :
t (t
Vo € R* 2f"(2) + f(x) +2/ fli tf dt = f'(x) + 2 f(2)
Donc f est solution sur R* de I’équation d1fferent1elle y' —y=0.
5. H(A,B) e R? tq Yz >0 f(x) = Ae® + Be™@
f est bornée sur R donc A = 0.
f est continue sur R donc en faisant tendre x vers 0, on obtient B = f(0) = g

On en déduit : -
Ve >0 f(z) = §e_$

En revenant a la définition de I’énoncé, on voit que f est paire donc :
s
Ve e R f(x) = 56“”'
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Exercice 5 (Ens 2025)

Montrer que
+oo .2 4274
/ cos (zt) e da = /re t/
—00
Correction
R2
Soit f 2
(x,t) — cos (zt)e ™
e f est C! par rapport a t avec :

V(x,t) € R? %(m,t) = —xsin (zt) e

e Pour tout ¢t € R, la fonction f(.,t) est continue et intégrable sur R (f(z,t) = Oz— 100 (e_l’Q))

0
e Pour tout t € R, la fonction 8—{(, t) est continue sur R

e Hypothése de domination

3}
V(z,t) € R? a—{(z,t) = te_tQ‘ < |z] e = ¢(z)
avec ¢ continue, positive et intégrable sur R (22¢(x) —— 0)

r—+00

400
Donc F : t — / cos (xt) e~ dz est de classe C! sur R et :
—00

VteERF'(t) = /+OO(—:1:) sin (xt) e dz

—00

e—CC2 +oo +o0o e—:l?

= l 5 sin (tx)] —/ 5 (tcos (tx)) dt IPP facile a justifier

0
0

t
= _iF(t)
Donc :
Vt € R F(t) = F(0) e t*/4
F(0) = /+°° e = /7
ce qui pe;I%oet de conclure.

Exercice 6 (Ens 2025)

Soit

1
1. Montrer que f(x) = T2
x

2. Montrer :
V(k,z) € Nx R [f®(2) < k!
3. Quels sont les (z, k) tels que ‘f(k) (l‘)‘ =k!7

4. Donner une formule explicite pour f*)(z). On pourra utiliser cos (zy)Re (™).

|
5. En déduire ’f(k)(x)’ < m
x

Correction
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Ry —»C
y > e Yely
fz est continue sur R, et :

Vy ERy |fa(y)l < 7
Donc f, est intégrable sur R .
Il en est donc de méme de sa partie réelle, ce qui assure la définition de f(z).

—+o00 —+o0 . (ixfl)y +oo
/ fz(y) dy = / e('LZ'—l)y dy = l e ‘|
0 0

iz — 1
1 0

1. SoitmGRetfx{

1 _l-i-ix
1—iz 1422

D’ou le résultat en prenant la partie réelle.
1 1 1 1
2. v E R == J—

vERf@) =70 21’(3:—1’ x—l—i)

On en déduit : i i i
1 (—1)%K! (—1)"K! (—1)%K! 1 1

V(k,z) € NxR f#)(z) = — - _ ( - )

(h,z) € NXR f(2) = 5 \ Gt ~ (it 2 \(@—)F  (z+i)kH
On en déduit avec I'inégalité triangulaire :

k! 1 1
k
V(k,z) e Nx R ‘f()(@‘ < 2<$_i|k+1+|$+i|k+1>

K2 R
2@+ )T @4
< K

Remarque
Les examinateurs ont utilisé le théoréeme de dérivation sous le signe / pour calculer les
dérivées successives de f.

3. D’apres la question précédente, si x # 0 alors :

(&) ( !
wENV(ﬂsW+DT<m
—1)kk! 1 1
wheN fO0) = ! 2)1' ((—i)k+1_ik+1)
_1\k
_ ( 12)1 k! (ikH—(—z’)kH)
= B (14 )

Donc ’f(k)(())‘ _ 0 si k est impair
k! si k est pair
4. L’expression de la question 2 me parait suffisamment explicite.
5. J’ai mieux :
k!
V(k,z) ENXR [fP(2)) < ———
(22 + 1)

Exercice 7 (Ens 2025)

10
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On définit I'espace
Wy = {f € C*([1;+o00) ta ¥j € NIM; € Ry tq Va € [1;+oo] |27+ f0)(2)] < M; }
Pour f € W», on pose
o) = [ et
Montrer que g € Wa. '

Correction
On commence par montrer que g est bien définie.
Soit z > 1.
La fonction hy : t — e*~'f(t) est continue sur [z; +o00].
f € Ws donc :
My
IMp e Ry tq VE > 1 [f(t)] < ey
Donc :
Vt >z |hy(t)] < ex_t% < %

On en déduit que h, est intégrable sur [z; +o00].
Donc g(x) est bien défini.
Le changement de variable y = t — x donne alors :

+o0
v € [1; oo g(z) = /0 fl@+y)e¥dy

Pour tout n € N, soit P(n) : g est de classe C" et :
+oo
o > 1 g (x) = / F (@ +y)e ¥ dy
0

Soit h {[1; +oo[xRy — R
(@,y) = fle+y)e?
e Pour tout x € [1; +oo] la fonction y — h(z,y) est continue sur Ry (z +y € [1;+00[)
e Pour tout y € Ry la fonction « — h(z,y) est continue sur [1;+o0|
e Domination

M,
V(z,y) € [1; +oo[xRy [h(z,y)] < ———

(z +y)?

avec y — Mgye™Y continue, positive et intégrable sur R4

e ¥ < Mye™¥

D’apres le théoreme de continuité sous le signe / , P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.
1; R R
Soit A [1; +0o[ xRy —
(z,y) = [z +y)e?
e h est C! par rapport & x et :
oh
(@,y) € [1; +oo[ xRy o (w,y) = FO (@ + y)e v dy
e Pour tout z € [1; +o0], la fonction h(z,.) est continue et intégrable sur R+ : ¢’est implicite

dans I’hypothese de récurrence, on peut 'ajouter pour étre plus explicite

e Pour tout x € [1;+o0], la fonction —(z,.) est continue sur R.

Jzr
e [’hypothese de domination est vérifiée :
Oh Myt y y
V(z,y) € [1; +oo[xR4 %(x,y) < R e V< Myiie

11
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avec y — My 1 e” Y continue, positive et intégrable sur R

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe / , P(n+ 1) est vraie.

On a donc montré que g est C* sur [1; +oo[ avec :

+oo
() € N x 15 bool o) = [ FOa+y)e v ay
0
On en déduit :

+o0o
Yln,@) € N x (Lol [o" 20 @) < a2 [ 4y)| ey
+o0 M.
< ”*2/ ————c¥d
=7 o (z+ynt? cY
“+oo
< Mn/ e ¥ dy = Mn
0

Donc g € Wh.

12



